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Peti susret Hrvatskog društva za mehaniku 
Terme Jezerþica, Donja Stubica, 6.-7. lipnja 2013.  

 
 
 

POSTUPAK ZA ODREĈIVANJE CILJANOG UBRZANJA 
U VIŠEMODALNOJ METODI NAGURAVANJA 

   
Baliü, I., Mihanoviü, A., Trogrliü, B.  

 
Sažetak: Danas vodeüa metoda odreÿivanja potresne otpornosti je nelinearna statiþka metoda 
naguravanja koja je i u sastavu europske norme EN 1998. U praktiþnoj primjeni dominantna je 
metoda naguravanja zasnovana na prvom modu osciliranja. U ovom radu prikazana je 
višemodalna metoda naguravanja uz formulaciju ciljanog ubrzanja tla kao mjera najniže 
potresne otpornosti. Kombinacijom metode naguravanja sa spektrom odgovora 
jednostupnjevnog sustava dobiva se ocjena kapaciteta nosivosti i deformacija konstrukcije 
usljed djelovanja potresa. Izložen je iterativni postupak za odreÿivanje ciljanog ubrzanja na 
naþin da se zadovolji princip anvelope i odredi najniža potresna otpornost sustava. U nekoliko 
koraka, za odabrano razliþito hipotetsko ubrzanje, postupak vodi ciljanom ubrzanju koje 
predstavlja najmanje ubrzanje baze koje dovodi do raþunskog graniþnog stanja nosivosti 
konstrukcije. Primjena ove metode pokazana je na primjeru prostornog 5-katnog a/b okvirnog 
sustava. Prikazano je naguravanje promatranog sustava linearnom (L) kombinacijom modova. 
Analiza je vršena za dva meÿusobno okomita smjera. Pokazuje se znaþajan utjecaj viših 
modova. Isto tako pokazuje se da je ciljano ubrzanje dobiveno višemodalnom metodom 
naguravanja znaþajno manje, pa i višestruko manje od slomnog ubrzanja s jednim modom. 
 
Kljuþne rijeþi: ciljano ubrzanje, višemodalna metoda naguravanja, linearna kombinacija 
modova, a/b okvir 

  
1 UVOD 

    
Jedna od metoda odreÿivanja potresne otpornosti sustava je nelinearna statiþka metoda 
naguravanja koja je i sastavni dio europske norme EN 1998. U praktiþnoj primjeni 
dominantna je metoda naguravanja zasnovana na raspodjeli ubrzanja prema prvom 
modu osciliranja i konstantnoj raspodjeli po visini konstrukcije. U mnogim radovima, 
kao što su [1,2,4-9], promatran je utjecaj viših modova kod nelinearne metode 
naguravanja sa zakljuþkom da je znatan njihov utjecaj. U ovom radu prikazana je 
višemodalna metoda naguravanja uz formulaciju ciljanog ubrzanja tla kao mjera 
najniže potresne otpornosti. Opisan je postupak odreÿivanja ciljanog ubrzanja tla do 
kojeg se dolazi iterativnim putem, višemodalnim naguravanjem po naþelu anvelope. 
Prikazano je naguravanje 5-katnog a/b okvirnog sustava linearnom (L) kombinacijom 
modova.  

U primjeru prikazanom u radu korišten je elastiþni spektar tipa 1 za tlo tipa A prema 
EN 1998. Krivulje kapaciteta nosivosti odreÿene su metodom naguravanja za svaki 
mod zasebno, te zatim prebaþene u ADRS format (spektar odgovora ubrzanje-pomak). 
Oblik modova i veliþine perioda se odreÿuju na osnovu linearno elastiþnog modela.  

Metoda se može primijeniti kroz slijedeüi niz koraka: 
- Postupak zapoþinje izborom konkretnog elastiþnog spektra. 
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- Odabire se iznos hipotetskog vršnog ubrzanja tla, uobiþajeno ono koje je najniže od 
svih modova (ubrzanje prvog moda). 

- Za svaki mod, na temelju krivulje kapaciteta nosivosti, odreÿuje se razina 
spektralnog ubrzanja i optereüenja uzimajuüi u obzir ciljani pomak prema EN 1998. 
Oblik vektora optereüenja odgovara obliku odgovarajuüeg moda. 

- Opüi slomni vektor formira se prema nekim moguüim kombinacijama modova. Kao 
moguüa modalna kombinacija u radu je prikazana linearna (L) kombinacija. 

- Za ovako formirano optereüenje, pomoüu nelinearne analize konstrukcije 
višemodalnom metodom naguravanja odreÿen je kapacitet nosivosti, odnosno 
raþunsko graniþno optereüenje. Postavljeni zadatak se smatra riješenim kada je u 
granicama zadane toþnosti postignuta jednakost optereüenja iz opüeg slomnog 
vektora i raþunskog graniþnog optereüenja za pretpostavljeno ubrzanje tla. U 
nekoliko koraka, iterativnim postupkom, za odabrano razliþito hipotetsko ubrzanje i 
pripadne vektore, odredi se ciljano ubrzanje koje predstavlja najmanje ubrzanje 
baze koje dovodi do raþunskog graniþnog stanja nosivosti konstrukcije. 
  

2 ODREĈIVANJE CILJANOG UBRZANJA  
    

Kako je prethodno navedeno, postupak traženja ciljanog ubrzanja poþinje 
odreÿivanjem vektora oblika ࢥi, pripadnih perioda Ti i sudjelujuüih masa mei, na 
osnovu linearno elastiþne analize. Vektor optereüenja Fi, za svaki i-ti mod, odreÿen je 
preko faktora intenziteta djelovanja pi, kao produkt  matrice masa M i vekora ࢥi 

iii p ĭMF       (1) 
Krivulje kapaciteta nosivosti dobivene su numeriþkim modelom stabilnosti i 

nosivosti prostornih linijskih konstrukcija s uvažavanjem materijalne i geometrijske 
nelinearnosti [10] s monotono rastuüim vektorom optereüenja Fi. Na taj naþin odreÿene 
su slomne popreþne sile na bazu proraþunskog modela  za svaki mod pojedinaþno. 

U traženju ciljanog ubrzanja, svaki pokušaj poþinje s pretpostavljenom vrijednosti 
ciljanog ubrzanja tla agr. Za pretpostavljeni agr, tip elastiþnog spektra (tip 1 ili tip 2), tip 
tla (parametar tla S) i korekcijski faktor prigušenja (Ș=1 za ȟ=5% viskozno prigušenje), 
konstruira se ADRS krivulja. U ADRS format prebaþene su krivulje kapaciteta 
nosivosti svakog moda. 

Spektralno ubrzanje as,i odreÿeno je za svaki mod, uvažavajuüi pravila EN 1998 i 
Dodatak B [3], tako da slommi pomak na krivulji nosivosti iznosi 150% ciljanog 
pomaka. 

  ut dd
3
2

       (2) 

Potrebno je odrediti pripadni elastoplastiþni ekvivalent kod kojeg sjecište perioda Ti 
i srodnog ciljanog pomaka dt pada na ADRS krivulju za pretpostavljeno ubrzanje tla. 
Mora se pronaüi jednakost dobivenog ubrzanja tla agr,i u i-tom pokušaju s 
pretpostavljenim ubrzanjem tla agr, iz þega slijedi spektralno ubrzanje as,i. Postupak 
odreÿivanja bilinearnog dijagrama sila-deformacija je prikazan na slici 1. Parametar į 
definiran je kao omjer dobivenog spektralnog ubrzanja i pretpostavljenog ubrzanja tla. 

      
� �gri

gr

i,s
i a

a
a

GG        (3) 
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Sl. 1. Odreÿivanje spektralnog ubrzanja as,i: a1)-a3) za Ti�TC; b1)-b3) za Ti<TC  

 
Nadalje, potrebno je definirati linearnu (L) kombinaciju modova. Polazno 

hipotetsko graniþno optereüenje �Fi za linearnu kombinaciju modova ovisi o 
odabranom polaznom ubrzanju agr, a može se prikazati u obliku 

   � � fifigrsieii F/FaamF ¦r ¦ ,    (4)  

gdje znak ± znaþi više nepovoljan uþinak na karakteristiþnom presjeku. Izraz Ffi 
predstavlja slomnu silu pojedinog vlastitog vektora. 

Kao rezultat metode naguravanja dobiveno je pridruženo graniþno optereüenje, 
odnosno ukupna popreþna sila FL na bazi cijelog sustava. Omjer iznosa raþunskog 
graniþnog optereüenja FL i polaznog hipotetskog vektora optereüenja �Fi pokazuje 
realnost polazne postavke. Kada se postigne njihova jednakost, dobiveno je ekstremno 
graniþno ubrzanje, tj. ciljano ubrzanje agr,t koje je najmanje raþunsko ubrzanje tla. 

 
3 PRIMJER 

    
3.1 Opis modela i proraþun vektora optereüenja  
Analizira se 5-katni prostorni a/b okvir dimenzija kako je prikazano na slici 2. 
Dimenzije i diskretizacija popreþnih presjeka greda prikazani su na slikama 2.d i 2.e, a 
stupova na slici 2.f. Svojstva popreþnih presjeka dodijeljena su okviru kako je 
pokazano na slici 2.b.  

Za proraþun vlastitih vektora zadana je vlastita težina modela, dodatno stalno 
optereüenje po ploþi u iznosu 2.0 kN/m2 i promjenjivo optereüenje po ploþi u iznosu 
2.0 kN/m2, te modul materijala Ec0=30.50 GPa, kao ishodišni modul na modelu betona.  

Za proraþun krivulje nosivosti korišten je numeriþki model betona i armaturnog 
þelika prikazan na slikama 2.g i 2.h. Raspodijeljeno optereüenje je zadano po gredama 
kako je prikazano na slici 2.c, a koncentrirane vertikalne sile u iznosu 25.0 kN su 
zadane u þvorovima na svim križanjima greda i stupova. Ukupna težina modela iznosi 
W=8290 kN, a ukupna masa modela iznosi M=845.0 tone. 
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Sl. 2. Primjer: a) prostorni 5-katni okvir; b) oznake popreþnih presjeka; c) optereüenje po 

gredama; d)-f) diskretizacije popreþnih presjeka; g) model armaturnog þelika; h) model betona 
  

Svojstva vektora optereüenja promatranih pet modova za smjer x prikazana su u 
tablici 1. 
 

Vektor-
x smjer Ti [s] mei [%] mei [t] Ffi [kN] agri /g

0.839 1ࢥ 81.47 688.42 1735 0.405
0.265 2ࢥ 10.51 88.81 1823 1.75
0.146 3ࢥ 4.12 34.81 2786 7.90
0.097 4ࢥ 1.98 16.73 1954 6.32
0.076 5ࢥ 0.67 5.66 1838 41.70

Tablica 1. Svojstva vektora horizontalnog optereüenja za smjer x 
 

Oblik prvog vektora optereüenja u graniþnom stanju, pripadna krivulja nosivosti 
kao i redoslijed nastajanja plastifikacijskih zglobova za smjer x prikazani su na slici 3.  
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Sl. 3. Krivulja nosivosti za vektor 1 (smjer x) i slijed plastifikacije presjeka 
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Konverzija krivulje nosivosti u ADRS format, odreÿivanje elasto-plastiþnog 
ekvivalenta kao i graniþnog ciljanog ubrzanja tla sukladno EN 1998, prikazani su na 
slici 4. za prvi mod u x smjeru.  

F /mf1 e1
Tlo tipa A

Sd [m]

T
=

0.
4

s

T
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0
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5
s
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Sl. 4. Proraþun potresne otpornosti za prvi vektor (F1) 

 
3.2 Odreÿivanje ciljanog ubrzanja za smjer x 
Kod odreÿivanja ciljanog ubrzanja za smjer x, kao polazno ubrzanje u prvom koraku, 
pretpostavlja se graniþno ubrzanje dobiveno za prvi vektor, koje iznosi agr,1 = 0.405g.  

Na slici 5. prikazano je odreÿivanje spektralnog ubrzanja promatranih pet modova, 
5-katnog a/b okvira u x smjeru, za pretpostavljeno polazno ubrzanje agr,1 = 0.405g, 
odnosno pokazan je prvi korak u iterativnom postupku odreÿivanja ciljanog ubrzanja 
kod linearne (L) kombinacije modova. Na slici su prikazani periodi Ti i krivulje 
nosivosti promatranih modova. Krivulje nosivosti prvog i drugog moda su vidljive 
cijele na slici, dok su krivulje treüeg, þetvrtog i petog moda odsijeþene nešto iznad 
spektralnog ubrzanja od 2.00g. 
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Sl. 5. Odreÿivanje spektralnog ubrzanja modova, 5-katnog a/b okvira u smjeru x, na 

elastiþnom spektru za ubrzanje tla 0.405g 
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U tablici 2. pokazan je iterativni tok metode s rezultatom za minimalni agr, za sluþaj 
ciljanog ubrzanja linearne kombinacije modova za smjer x. Dobiveno ciljano ubrzanje 
iznosi agr,t = 0.18g, a njemu pripadna sila u presjeku pri bazi proraþunskog modela 
iznosi 2197 kN. 
 

agr,i as,1 F1 as,2 F2 as,3 F3 as,4 F4 as,5 F5 ȈFi FL FL/ȈFi į1 į2 į3 į4 į5 
0.405 0.257 1735 1.206 1051 1.400 478 0.810 133 0.720 40 3437 2303 0.67 0.63 2.98 3.46 2.00 1.78 
0.27 0.244 1648 0.815 710 0.930 318 0.534 88 0.479 27 2790 2232 0.80 0.90 3.02 3.44 1.98 1.77 
0.22 0.228 1540 0.700 610 0.750 256 0.443 73 0.390 22 2500 2175 0.87 1.04 3.18 3.41 2.01 1.77 
0.19 0.212 1432 0.620 540 0.667 228 0.383 63 0.330 18 2281 2190 0.96 1.12 3.26 3.51 2.02 1.74 
0.18 0.206 1391 0.592 516 0.628 214 0.352 58 0.320 18 2197 2197 1.00 1.14 3.29 3.49 1.96 1.78 
0.17 0.198 1337 0.585 510 0.608 208 0.338 56 0.308 17 2127 2191 1.03 1.16 3.44 3.58 1.99 1.81 

Tablica 2. Ciljano ubrzanje pri linearnoj kombinaciji modova za smjer x 
 
Na slici 6. prikazani su vektori optereüenja svih sudjelujuüih modova, krivulja 

nosivosti i redoslijed nastajanja plastifikacijskih zglobova za linearnu kombinaciju 
modova za smjer x. 
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Sl. 6. Krivulja nosivosti za linearnu kombinaciju modova za smjer x 

 
3.3 Odreÿivanje ciljanog ubrzanja za smjer y 
Svojstva vektora optereüenja promatranih modova u y smjeru prikazana su u tablici 3. 
 

Vektor-
y smjer Ti [s] mei [%] mei [t] Ffi [kN] agri /g

0.953 1ࢥ 80.34 678.87 1427 0.39
0.293 2ࢥ 10.94 92.44 1572 1.65
0.156 3ࢥ 4.51 38.11 2593 4.62
0.101 4ࢥ 2.27 19.18 2146 8.08
0.077 5ࢥ 0.78 6.59 1576 17.70

Tablica 3. Svojstva vektora horizontalnog optereüenja za smjer y 
 

Odreÿivanje ciljanog ubrzanja za linearnu kombinaciju modova za smjer y 
prikazano je u tablici 4. Kao polazno ubrzanje u prvom koraku, pretpostavlja se 
graniþno ubrzanje dobiveno za prvi vektor, koje iznosi agr,1 = 0.39g. Dobiveno je 
ciljano ubrzanje agr,t = 0.17g, i njemu pripadna sila pri bazi modela iznosa 1934 kN. 
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agr,i as,1 F1 as,2 F2 as,3 F3 as,4 F4 as,5 F5 ȈFi FL FL/ȈFi į1 į2 į3 į4 į5 
0.39 0.214 1427 1.142 1036 1.388 519 0.803 151 0.698 45 3178 2097 0.66 0.55 2.93 3.56 2.06 1.79 
0.25 0.202 1345 0.722 655 0.843 315 0.510 96 0.443 29 2440 1927 0.79 0.81 2.89 3.37 2.04 1.77 
0.19 0.184 1225 0.560 508 0.713 267 0.390 73 0.330 21 2094 1927 0.92 0.97 2.95 3.75 2.05 1.74 
0.17 0.173 1152 0.505 458 0.638 239 0.345 65 0.308 20 1934 1934 1.00 1.02 2.97 3.75 2.03 1.81 

Tablica 4. Ciljano ubrzanje pri linearnoj kombinaciji modova za smjer y 
Na slici 7. prikazani su vektori optereüenja svih sudjelujuüih modova, krivulja 

nosivosti i redoslijed nastajanja plastifikacijskih zglobova za linearnu kombinaciju 
modova za smjer y. 
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Sl. 7. Krivulja nosivosti za linearnu kombinaciju modova za smjer y 

   
4 ZAKLJUýAK 

    
U radu je prikazana formulacija ciljanog ubrzanja i postupak za njegovo odreÿivanje, 
definiranog kao najmanje ubrzanje baze koje dovodi do graniþnog stanja nosivosti 
konstrukcije pomoüu višemodalnog naguravanja, što predstavlja najnižu potresnu 
otpornost. Postupak se temelji na uzastopnoj primjeni nelinearne analize konstrukcije 
višemodalnom metodom naguravanja i uzastopnim traženjem ciljanog ubrzanja.  

Na osnovu dobivenih rezultata na konkretnim primjerima može se zakljuþiti: 
- Utjecaj viših modova, posebno drugog i treüeg moda, je veoma znaþajan. 
- Ciljano ubrzanje uvijek je niže od graniþnog ubrzanja svakog moda pojedinaþno. 
- Ciljanom ubrzanju pripadni opüi slomni vektor oblikom se znaþajno razlikuje od 

oblika optereüenja prvog vektora ali i od oblika optereüenja s konstantnim 
ubrzanjem po visini konstrukcije sadržanim u  EN 1998. 

- Višemodalna metoda naguravanja apriori polazi od pretpostavke da su u stvarnom 
potresnom djelovanju svi relevantni modovi i aktivirani.  

- Praktiþna primjena višemodalnog naguravanja pokazuje da je potresna otpornost, 
promatranih okvirnih a/b konstrukcija, niža od one prema kriteriju ciljanog pomaka 
u skladu s EN 1998 (Dodatak B). 

- Ukljuþivanje viših modova u prikazanim primjerima redovito znaþajno smanjuje 
graniþno vršno ubrzanje tla, a u nekim situacijama i za više od dva puta, što je 
znatno nepovoljnije od zahtjeva za rezervom u krivulji kapaciteta nosivosti od 
150% u odnosu na karakteristiþni ciljani pomak vrha konstrukcije. 
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MODELIRANJE ZAOSTALIH NAPREZANJA U 
ZAVARENIM OREBRENIM PANELIMA  

�
�

Barjašiü, D., Božiü, Ž. 
�
�

Sažetak: Koristeüi programski paket ANSYS, metodom konaþnih elemenata istražena je 
raspodjela faktora intenzivnosti naprezanja KI kao funkcija duljine pukotine u 
eksperimentalnom uzorku orebrenog panela sa središnjom pukotinom, pri þemu su zaostala 
naprezanja uslijed zavarivanja uzeta u obzir. Ukupni faktor intenzivnosti naprezanja Ktot 
utvrÿuje se superpozicijom vrijednosti uslijed vanjskog optereüenja te uslijed zaostalih 
naprezanja, Kapp i Kres. U konkretnom primjeru pokazano je da zaostala vlaþna naprezanja 
poþetno poveüavaju vrijednost Ktot, a zatim zaostala tlaþna naprezanja snižavaju vrijednost Ktot. 
Faktor intenzivnosti naprezanja uslijed zaostalih naprezanja Kres ima znaþajan utjecaj na ukupnu 
vrijednost faktora intenzivnosti naprezanja Ktot. 
 
Kljuþne rijeþi: zaostala naprezanja, faktor intenzivnosti naprezanja, orebreni panel 
 

1. UVOD�
!

Tijekom procesa zavarivanja u osnovni materijal se unosi toplina,  a nakon hlaÿenja se 
zbog nastalih plastiþnih deformacija javljaju zaostala naprezanja. Tipiþna raspodjela 
zaostalih naprezanja u ploþi sa zavarom po sredini dana je na slici 1 [1]. Vidi se da su 
zaostala naprezanja na podruþju zavara vlaþna i dosežu granicu teþenja, a s 
udaljavanjem od zavara opadaju i postaju negativna, te se na taj naþin meÿusobno 
uravnotežavaju. 

Mahmoud and Dexter [2, 3] su istraživali ponašanje rasta pukotine zavarenog 
orebrenog panela. Probni uzorak je bio dio brodske oplate s þetiri ukrute, koji je bio 
pola veliþine od originalnog brodskog dijela. Rezultate simulacije su usporedili s 
eksperimentom. Izmjerena zaostala naprezanja su aproksimirali pravokutnom odnosno 
trokutnom raspodjelom. 

Xian and Yazhi [4] su istraživali rast pukotine orebrenog panela oplate krila 
zrakoplova. Prvi eksperimentalni uzorak se sastojao od integriranog rebra u panelu, 
dok se drugi uzorak sastojao od zavarenog rebra na panel. Pokazalo se da integrirani 
panel ima manju brzinu rasta pukotine od zavarenog panela. 

Od usvajanja modernih tehnika zavarivanja za proizvodnju zrakoplovnih 
konstrukcija, procjena faktora intenzivnosti naprezanja (FIN) uzrokovanog zaostalim 
naprezanjima zbog postupka zavarivanja postala je neizostavni dio u analizi ošteüenja 
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konstrukcije. U linearno elastiþnoj mehanici loma FIN se koristi kao mjerodavan 
parametar za predviÿanje napredovanja pukotine. 

U ovom radu su prouþavana tri razliþita profila aproksimacije stvarnih zaostalih 
naprezanja s primjenom na uzorke orebrenih panela. Korištene su pravokutna, trokutna 
i aproksimacija pomoüu Green-ove funkcije. Ukupni faktor intenzivnosti naprezanja 
Ktot utvrÿuje se superpozicijom vrijednosti uslijed vanjskog optereüenja te uslijed 
zaostalih naprezanja, Kapp i Kres. Cilj rada je validirati izraþun FIN za jednostavnu 
geometriju i uspostaviti proceduru koja se može primjeniti za izraþun FIN-a za složene 
geometrije zavarenih konstrukcija koristeüi metodu konaþnih elemenata. 

 
2. Modeliranje zaostalih naprezanja u zavarenoj ploþi 

Utvrÿivanje faktora intenzivnosti naprezanja metodom konaþnih elemenata je važan 
zadataka u numeriþkoj mehanici loma. U ovom radu je ramatran faktor intenzivnosti 
naprezanja povezan s prvim naþinom otvaranja pukotine, KI. Bao i ostali [5] definiraju 
zaostala naprezanja kao unutarnje sile koje su uravnotežene same sa sobom kroz cijelu 
ploþu, bez djelovanja vanjskih sila.  Zaostala naprezanja su uravnotežena u smislu da je 
integral funkcije naprezanja po širini slobodne neoptereüene ploþe jednak nuli. 
Razvijeni su razni modeli koji opisuju funkciju raspodjele zaostalih naprezanja. Vrlo 
þesto se koristi Green-ova metoda [2] dana jednadžbom 1, (Slika 1). 

 

                                           (1) 

Wu i Carlosson [6] su dali izraz za raþunanje faktora intenzivnosti naprezanja 
uslijed zaostalih naprezanja, Kress.  je granica teþenja materijala, a je poloviþna 
duljina pukotine i c je odsjeþak na kojem krivulja naprezanja sijeþe os x.  

 

                                       (2) 

Ukupni faktor intenzivnosti naprezanja Ktot utvrÿuje se superpozicijom vrijednosti  
FIN uslijed vanjskog optereüenja i uslijed zaostalih naprezanja Kapp i Kres, prema 
jednadžbi 3, 

 

                                                      (3)  

Posebnu pažnju treba posvetiti naþinu unošenja vrijednosti zaostalih naprezanja u 
numeriþki model. Ako postavimo globalni koordinatni sustav tako da je y-os paralelna 
s linijom zavara, tada svi elementi na x udaljenosti od zavara moraju imati istu 
vrijednost zaostalih naprezanja. U daljnjem radu üe se istražiti raspodjela naprezanja i 
deformacija u ploþi poloviþne širine 120 mm i poloviþne duljine 300 mm (slika 1 a), sa 
i bez pukotine koristeüi INISTATE naredbu.  Uzeti parametri Green-ove funkcije su: 
ıt=235 MPa i c=12 mm. Zbog dvostruke simetrije dovoljno je modelirati samo jednu 
þetvrtinu ploþe.Primjer konvergencije numeriþkog rješenja ovisno o finoüi mreže 
konaþnih elemenata za rezmatranu ploþu je prikazan na slici 1b, gdje su prikazane 
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vrijednosti komponente naprezanja ıy po širini ploþe. Zakljuþeno je da se za finoüu 
mreže kada je duljina stranice elementa veliþina jedanog milimetra rezultati 
uravnoteženog naprezanja najbolje slažu s unesenim vrijednostima.  

 

 
Slika 1 Geometrija analizirane ploþe i raspodjela zaostalih naprezanja -konvergencija 

numeriþkog rješenja ovisno o gustoüi mreže u ploþi 
 

Na slici 2 je prikazana mreža konaþnih elemenata analizirane ploþe s detaljem vrha 
pukotine i KI vrijednosti uslijed zaostalih naprezanja Kres, vanjskog optereüenja Kapp, te 
ukupna vrijednost FIN Ktot. 
 

  a)   b)   c)  
 

Slika 2 Analizirana ploþa: a) mreža jedne þetvrtine analizirane ploþe, b) mreža u okolici 
vrha pukotine, c) KI vrijednosti  

3. Modeliranje zaostalih naprezanja za eksperimentalni uzorak 

orebrenog panela 
U eksperimentalnom istraživanju napredovanja pukotine korišten je uzorak orebrenog 
panela koji ima tri ukrute zavarene na ploþu [8]. Materijal uzorka je meki 
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konstrukcijski þelik (E = 206 000 N/mm2, Ȟ = 0.3, ıt=235 MPa). Izgled i dimenzije 
uzorka orebrenog panela, oblik mreže panela, te oblik mreže u okolici vrha pukotine 
prikazani su na slici 3. 

 

 
Slika 3 Orebreni panel: a) geometrija panela, b) mreža 1/4 orebrenog panela, c) mreža oko 

vrha pukotine 
U analizi MKE koriste se izoparametrijski ljuskasti elementi drugog reda s osam 

þvorova, Shell 281 [7]. U okolici vrha pukotine koriste se singularni elementi pri þemu 
su meÿuþvorovi postavljeni na jednu þetvrtinu udaljenosti od vrha pukotine.  

 
Tabela 1  Specifikacija modela konaþnih elemenata 

Vrsta�konaēnog�elementa Broj�ēvorova�elementa Ukupni�broj�elemenata
Shell�281� 35757 11863
Shell�281�singularni 6 8  

U orebreni panel su unesena zaostala naprezanja na naþin kako je to predložio 
Dexter [2] koristeüi pravokutnu raspodjelu  kao što je prikazano na slici 4a, odnosno 
trokutnu raspodjelu [3] kao što je prikazano na slici 4b, te u treüem sluþaju je korištena 
Green-ova raspodjela [5], slika 4c. Puna linija predstavlja uravnotežena naprezanja 
dobivena kao rezultat simulacije, dok isprekidana linija predstavlja unesena zaostala 
naprezanja. Opüenito, sve tri raspodjele se dobro slažu s narinutim vrijednostima. 

Utvrÿena je promjena vrijednosti faktora KI ovisno o duljini pukotine za sluþaj 
vanjskog optereüenja i za sluþaj kombiniranog vanjskog optereüenja i utjecaja zaostalih 
naprezanja. Za sluþaj vanjskog optereüenja, bez zaostalih naprezanja, vrijednosti 
faktora intenzivnosti naprezanja Kapp rastu s porastom duljine pukotine do 73 
milimetra, a nakon toga poþinju opadati zbog djelovanja drugog neošteüenog rebra, 
kao što se vidi na  slici 5. Vlaþna zaostala naprezanja u okolici ukruta znaþajno 
poveüavaju vrijednost faktora intenzivnosti naprezanja. Izmeÿu ukruta djeluju tlaþna 
zaostala naprezanja i ona umanjuju vrijednost KI.  

Na slici 5 su prikazane vrijednosti faktora intezivnosti naprezanja utvrÿene 
metodom konaþnih elemenata za pretpostavljenu raspodjelu zaostalih naprezaznja 
prema pravokutnoj, trokutnoj i Green-ovoj razdiobi. Takoÿer, dane su vrijednosti 
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faktora intezivnosti naprezanja za vanjsko optereüenje. Pravokutna zaostala naprezanja 
najviše povüavaju vrijednosti faktora intezivnosti u blizini ukruta i najviše snižavaju 
vrijednosti faktora intezivnosti naprezanja izmeÿu ukruta. To je iz razloga što 
pravokutnom aproksimacijom u blizini ukruta unosimo veüa optereüenja nego u 
sluþaju trokutne, odnosno raspodjele prema Green-u. Raspodjela zaostalih naprezanja 
prema Green-u najmanje snižava vrijednosi faktora intezivnost u sredini panela jer su 
unešene vrijednosti zaostalih naprezanja na tom mjestu vrlo male. 

 

 
Slika 4 Raspodjela zaostalih naprezanja, ıy, u orebrenom panelu za pravokutnu, trokutnu i 

Green-ovu raspodjelu 
 

 
Slika 5 Vrijednosti faktora intezivnosti naprezanja za pravokutnu, trokutni i Green-ovu 

raspodjelu 
 

4. ZAKLJUýAK 
 

Koristeüi programski paket ANSYS istražena je raspodjela faktora intenzivnosti 
naprezanja KI kao funkcija duljine pukotine u uzorku orebrenog panela sa središnjom 
pukotinom, pri þemu su zaostala naprezanja uslijed zavarivanja uzeta u obzir. Ukupna 
vrijednost faktora intenzivnosti naprezanja Ktot utvrÿuje se superpozicijom vrijednosti 
FIN uslijed vanjskog  optereüenja Kapp i vrijednosti uslijed zaostalih naprezanja Kres.  
Zaostala naprezanja u okolici ukruta imaju vlaþni karakter i poveüavaju vrijednosti 
ukupnog faktora intenzivnosti naprezanja Ktot. Izmeÿu ukruta zaostala naprezanja 
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djeluju tlaþno i snižavaju vrijednosti faktora intenzivnosti naprezanja. Pokazano je da 
zaostala vlaþna naprezanja u okolici ukruta poveüavaju vrijednost Ktot, a izmeÿu ukruta 
zaostala tlaþna naprezanja snižavaju vrijednost Ktot. Faktor intenzivnosti naprezanja 
uslijed zaostalih naprezanja Kres ima znaþajan utjecaj na ukupnu vrijednost faktora 
intenzivnosti naprezanja Ktot. 
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O TOPLINSKIM POJAVAMA PRI ELASTIýNIM I 
PLASTIýNIM DEFORMACIJAMA  

  
ýanaÿija, M. & Munjas, N.  

 
Sažetak: Rad predstavlja izvore topline koji se pojavljuju prilikom elastiþnog i plastiþnog 
deformiranja metala. Naime, kako je to vrlo dobro poznato u problemima termodinamike 
plinova, ekspanzija plina uzrokuje sniženje temperature plina. Vrijedi i obrat. Iako se ovaj 
fenomen pojavljuje i kod þvrstih tijela, manje je poznat i uglavnom se zanemaruje. S druge pak 
strane, toplinske su pojave pri plastiþnim procesima znaþajnije, te se ih stoga þešüe mora 
uzimati u obzir. U radu se ukratko predstavlja fizikalnu pozadinu ovakvih spregnutih pojava. 
Polazeüi od osnovnih zakona mehanike kontinuuma, koristeüi varijacijski konzistentni pristup, 
dolazi se do evolucijskih jednadžbi osnovnih varijabli. Nakon predstavljanja osnovnih znaþajki 
numeriþkih modela, cjelokupna se procedura verificira putem jednog primjera.  
 
Kljuþne rijeþi: Termoelastiþnost, Termoplastiþnost, Taylor-Quinney faktor, Varijacijska 
formulacija   

 
1 UVOD 

  
Postojanje veze izmeÿu mehaniþkih i toplinskih pojava odavno je primijeüena. U 
prvom se redu ovo odnosi na pojavu zagrijavanja metala prilikom njegove plastiþne 
obrade. Takoÿer, od antiþkih vremena poznat je fenomen da se zagrijavanjem metala 
olakšava njegova plastiþna obrade. No, toþan fizikalni opis ovih pojava nije bio 
postavljen i koristile su se odreÿene empirijske relacije pri kvantificiranju istih. 
Posljednjih je godina ipak ostvaren znaþajan napredak u postavljanju fizikalnih modela 
koji objašnjavaju ovakvu termomehaniþku spregu. 

Imajuüi u vidu gornje napomene, namjera je ovog rada ukratko predstaviti spregu 
izmeÿu mehaniþkih i toplinskih procesa. Isto üe biti uþinjeno u drugom odjeljku. Treüi 
odjeljak postavit üe fizikalne osnove za procese koji ukljuþuju elastiþnost, vremensku 
neovisnu plastiþnost te pojavu ošteüenja materijala. Posljednji odjeljak predstavit üe 
aplikaciju modela na problemu jednoosno optereüene epruvete te usporedbu numeriþki 
dobivenih rezultata sa eksperimentalno dobivenim pojavama. 

  
2 SPREGA MEHANIýKIH I TOPLINSKIH PROCESA 

   
Utjecaj topline na mehaniþke pojave nešto je jednostavniji od inverznog problema. U 
prvome redu, isti se oþituje u promjeni materijalnih znaþajki uslijed promjene 
temperature. Primjerice – modul elastiþnosti mijenja se sa promjenom temperature. Isto 
se može primijetiti za sve materijalne znaþajke. Valja istaüi da je ovakva ovisnost u 
pravilu linearna funkcija temperature, vidjeti [1] za više detalja.  
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Ipak, toplinske pojave mogu imati i složeniji utjecaj na mehaniþko ponašanje. 
Tipiþan su primjer fazne promjene – primjerice iz taline u krutinu. Takve se pojave 
neüe razmatrati unutar ovog rada. 

No, inverzni problem, utjecaj mehaniþkih pojava na toplinske znaþajno je složeniji 
te još uvijek nije u potpunosti istražen. Veü u podruþju elastiþnih deformacija dolazi do 
potencijalno zanimljivih pojava. Naime, u termodinamici plinova dobro je poznato da 
stlaþivanje plina vodi porastu temperature. Vrijedi i obrat – nagla ekspanzija plina vodi 
snižavanju temperature. Dakle, promjena volumena i temperature meÿusobno su 
povezani. Isti se efekt može primijetiti i kod þvrstih tijela. Eksperimentalna istraživanja 
[2] jasno demonstriraju ovaj efekt – pri aksijalnom rastezanju epruvete u elastiþnom 
podruþju dolazi do poveüanja volumena. Imajuüi u vidu analogiju sa termodinamikom 
plinova, i kod þvrstih tijela dolazi do pada temperature. Valja napomenuti i da  je ovaj 
efekt linearan za veüinu metala.  

Nakon ulaska u podruþje trajnih deformacija dolazi do porasta temperature. Do ove 
pak pojave dolazi zbog loma veza unutar kristalne rešetke. Energija osloboÿena 
ovakvim lomom pretvara se u toplinu. Iako je ova pojava veü dugo poznata, njezina 
teorijska formulacija još nije u potpunosti postavljena. Naime, najþešüi pristup koji se 
koristi u veüini aplikacija temelji se na tzv. Taylor-Quinney faktoru [3]. Rijeþ je o 
sustavno provedenom eksperimentalnom istraživanju kojim je pokazano da se 85-95% 
utrošene snage na plastiþnu deformaciju metalnih materijala pretvori u toplinu. Stoga je 
najþešüi pristup u proraþunima odabir konstantnog faktora iz spomenutog raspona. 
Vrlo je brzo postalo jasno da odabir konstante vrijednosti nije najbolje rješenje. Naime, 
daljnja su istraživanja pokazala ovisnost Taylor-Quinney faktora kako o razini 
deformacije, tako i o brzini deformacije. Time je problem dodatno usložen, no postoje i 
odreÿeni problemi sa fizikalnom pozadinom takvog pristupa. Takav izraþun topline 
koja se pojavi u procesima cikliþkog plastiþnog deformiranja vodi narušavanju drugog 
zakona termodinamike, pogledati u [4] za više detalja.  

Naposljetku, iako se može þiniti da je ranije opisan termoelastiþni efekt zanemariv, 
treba naglasiti da isti ima aplikaciju u eksperimentalnoj mehanici pri izraþunu 
naprezanja u elastiþnom podruþju iz izmjerenog polja temperature. Novije aplikacije 
ukljuþuju i odreÿivanje granice teþenja temeljem promatranja porasta temperature [2]. 
Ovakav se postupak može koristiti kao alternativna metoda konvencionalnom 
odreÿivanju granice teþenja putem naprezanja koje odgovara 0.2% trajne deformacije.   
 
3 TERMODINAMIýKI MODEL  

 
Prema [4] varijacijska struktura termoplastiþnosti može se rastaviti u lokalni i globalni 
oblik: 

Lokalni oblik:

p,� , �N� �  arg inf
�N ,p,�

�I inc �M , p,� , �N ,4� �
�M const ,4 const

Globalni oblik:
�M ,4� �  arg inf

�M
sup
4

�Iinc
red �M ,4� �

�Iinc
red �M ,4� �  inf

�N , p,�
�I inc �M , p,� , �N ,4� �

�M const ,4 const
,

              (1) 
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intD  je unutrašnja disipacija, PF  je snaga uslijed vanjskog volumenskog i površinskog 

optereüenja i P4  je snaga zbog zadanog toplinskog toka i toplinskih izvora.  
Na problem (1-2) mogu se narinuti uvjeti stacionarnosti, što vodi sljedeüem skupu 

jednadžbi [4]: 
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Jednadžba (3)1 povezuje naprezanja Ȅ�  sa pseudo-naprezanjimaȈ . Uvjeti 

stacionarnosti obzirom na 
1

p
D

O
 

�
 (gdje je O plastiþni multiplikator i D skalarni 

parametar koji opisuje stanje ošteüenja) pokazuje da je funkcija teþenja ukljuþena u 
formulaciju. Dobivena naprezanja su dopustiva, 0I   za sluþaj plastiþnosti i 0I �  za 
elastiþni sluþaj. Globalna minimizacija obzirom na brzinu konfiguracije daje jednadžbu 
oþuvanja linearnog momenta (3)5. Maksimizacija obzirom na vanjsku temperaturu daje 
prvi zakon termodinamike.  
 
4 PRIMJER 

    
U ovome primjeru bit üe razmotreno ponašanje alfa-titana prilikom aksijalnog vlaþnog 
testa. Eksperimentalna analiza provedena je u [5]. Kako je ustanovljeno u spomenutom 
eksperimentalnom istraživanju, mehaniþko ponašanje alfa-titana ovisi o brzini 
deformacije, te je stoga za njegovu analizu prikladno upotrijebiti viskoplastiþni model, 
poput u [6]. Ipak, u svrhu provjere elastoplastiþnog modela opisanog u ovom radu, isti 
üe eksperimentalni rezultati biti iskorišteni jer üe se promatrati samo jedna brzina 
deformacije þime se problem transformira u elastoplastiþni. 

Materijalne znaþajke prikazane su u Tab. 1. 
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Tab. 1. Materijalne znaþajke alfa-titana 

E, GPa  Q 0y , MPa kH  
MPa 

kB  

116 0,361 300 4500 10 
D, K-1� 0Z , K-1 ,  J/kgKc  k, 

W/Km 
2W/m Kconvh  

68,9 10��  0,001 522 11,4 8 

env4 , K radH  2 4W/m KradV   

293 1 85,67 10��    
 

Dobiveni rezultati vidljivi su na sl. 1 i 2. Kao što je vidljivo iz sl. 1, numeriþka 
krivulja naprezanje-deformacija ne prati jednako kvalitetno eksperimentalne rezultate u 
svim svojim dijelovima. Valja uoþiti da u prvom dijelu krivulja ima malo izražen 
konkavni dio. Na ovome se mjestu mora naglasiti da se takvi konkavni dijelovi tipiþno 
javljaju kod materijala osjetljivih na tzv. „twinning“ oblik plastiþne deformacije. 
Ovakav je vid deformacije vrlo þest kod magnezijevih slitina, pogledati npr. [7] i 
reference navedene u tom radu. Kod takvih se slitina, nakon tlaþne deformacije, a pri 
ulasku u vlaþnu deformacija javlja upravo takav konkavni oblik krivulje. U tom smislu 
valja reüi da se na opisu takvih materijala još uvijek intenzivno radi te da konaþno 
rješenje još uvijek nije predstavljeno znanstvenoj javnosti. 

Dijagram porasta temperature – plastiþna deformacija pokazuje dobro podudaranje 
izmeÿu eksperimentalnih i numeriþkih rezultata. Varijacije u nagibu eksperimentalnih 
rezultata takoÿer bi trebalo dublje istražiti i ustanoviti mogu li se iste pripisati 
„twinning“ efektima. U tu bi svrhu valjalo poznavati prethodni proces plastiþne 
deformacije, uveden pri izradi uzorka materijala, što se u radu koji predstavlja 
eksperimentalno istraživanje ne opisuje. 

 

 
Sl. 1. Dijagram naprezanje – deformacija. Brzina deformacije 11 sH � � . Puna linija – 

eksperimentalni rezultati, isprekidana numeriþki rezultati. Dijagram eksperimentalnih rezultata 
preuzet iz [5]. 
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Sl. 2. Dijagram porast temperature – plastiþna deformacija. Brzina deformacije 11 sH � � . Puna 
linija – eksperimentalni rezultati, isprekidana numeriþki rezultati. Dijagram eksperimentalnih 

rezultata preuzet iz [5].  
  

5 ZAKLJUýAK 
 

U radu su predstavljeni osnovne toplinske pojave koje se javljaju prilikom mehaniþkih 
utjecaja na konstrukciju. Postavljene su teorijske osnove za matematiþki opis ovih 
pojava, te smjernice za numeriþko rješavanje problema. Verifikacija je osigurana 
putem usporedbe numeriþkih i eksperimentalnih rezultata. Može se reüi da 
predstavljeni model kvalitativno dobro opisuje termomehaniþku spregu. Daljnja 
verifikacija modela zahtijeva ciljano provedeno eksperimentalno istraživanje 
popraüeno istovremenim razvojem numeriþkom modela.   
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UDARNO OPTEREûENJE HARFE IZMJENJIVAýA 
TOPLINE  

  
Damjanoviü, D., Kozak, D., Sertiü, J., Gelo, I., Konjatiü, P. & Novoselac, S. 

 
Sažetak: Izgaranjem u parnom kotlu spalionice smeüa stvaraju se dimni plinovi koji 
struje preko izmjenjivaþa topline. Struja dimnih plinova sa sobom nosi i þestice pepela 
koje prianjaju na izmjenjivaþke površine te na taj naþin stvaraju sloj naslaga koji 
smanjuje efikasnost izmjene topline. Na izmjenjivaþima topline tipa harfa naslage 
pepela otklanjaju se pomoüu udaraþa koji može biti mehaniþki ili pneumatski. Udaraþ 
posredno preko trna udara u podnicu donje komore harfe izmjenjivaþa i predaje joj 
kinetiþku energiju. Kinetiþka energija, koja se udarom predaje harfi, treba biti dostatna 
da se harfa zanjiše. Uslijed njihanja harfe pojavljuju se inercijalne sile na sloj naslaga 
koje su veüe od athezijskih sila izmeÿu površine cijevi izmjenjivaþa i sloja zaprljanja. 
Zbog toga dolazi do odvajanja naslaga pepela s površine cijevnog izmjenjivaþa. 
Projektiranje harfe izmjenjivaþa provodi se prema EN12952 obzirom na utjecaj 
proraþunskog tlaka i mase harfe, medija i zaprljanja. U ovome radu predložiti üe se 
analitiþki postupak utvrÿivanja ekvivalentne statiþke sile deformiranja cijevi harfe 
zbog udara trna udaraþa o podnicu komore harfe izmjenjivaþa. Biti üe analiziran utjecaj 
udara udaraþa na naprezanje i pomak harfe izmjenjivaþa.  

 
Kljuþne rijeþi: udarno optereüenje, izmjenjivaþ topline tipa harfa, ekvivalentna sila 
deformiranja, zamor 

 
1 UVOD 

    
Izmjenjivaþ topline tipa harfa za vrijeme eksploatacije izložen je utjecaju radnog 

tlaka, mase harfe, radnog medija i zaprljanja, utjecaju povišene temperature, korozije, 
trošenja, ali i udarnog optereüenja udaraþa. Projektiranje harfe izmjenjivaþa izvodi se 
prema EN12952 [1] i ne obvezuje razmatranje utjecaja udarnog optereüenja. Udarno 
optereüenje vrlo je kompleksan mehaniþki problem koji u opüem sluþaju može 
ukljuþivati velike deformacije, materijalnu nelinearnost, elastiþnu i plastiþnu stabilnost 
te materijalna svojstva kod visokih brzina deformiranja [2,3]. Fizika udara neophodno 
ukljuþuje zakon oþuvanja energije i zakon oþuvanja koliþine gibanja. Disipaciju 
energije u kontaktnoj zoni sudara teško je predvidjeti, stoga je zakon oþuvanja koliþine 
gibanja osnova za prouþavanje mehanike udara. Prilikom udara udaraþa o podnicu 
komore harfe dolazi do elastiþnog deformiranja harfe, ali i lokalne plastiþne 
deformacije u zoni udara. Prema St Venantovom principu lokalni efekti deformiranja 
mogu se izdvojiti iz globalnog odziva harfe uslijed udarnog optereüenja te se zasebno 
razmatrati. Problem udarnog zamornog utjecaja na podnicu neüe biti predmet 
razmatranja ovoga rada, ali je dio integralnog istraživanja provedenog na 
izmjenjivaþkoj harfi kotla spalionice smeüa Vaasa [5]. Obzirom da je zamor materijala 
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problem površine, znatna poboljšanja zamorne þvrstoüe mogu se postiüi površinskom 
toplinskom obradom [4]. S ciljem odreÿivanja utjecaja udarnog optereüenja na harfu 
izmjenjivaþa topline ovdje üe se analizirati samo elastiþno deformiranje harfe. Zbog 
uþestalosti udara udaraþa udarno optereüenje harfe može se svrstati pod visoko-
cikliþko zamorno optereüenje. Najizloženiji dio izmjenjivaþke harfe zamoru, uz 
podnicu, je zavareni spoj cijevi harfe i komore. Ukupna amplituda dinamiþkog 
optereüenja harfe biti üe jednaka zbroju efekta udarnog optereüenja i optereüenja 
masom naslaga pepela za þiji se iznos harfa rastereüuje u trenutku udara udaraþa. Na 
smanjenje dinamiþke þvrstoüe harfe dodatno utjeþe optereüenje radnim tlakom, masom 
harfe, rupiþasta korozija i prisutno trošenje. Ovdje üe se analizirati samo utjecaju 
udarnog optereüenja. Visoko-cikliþki zamor uslijed udarnog optereüenja na 
konstrukcijskim þelicima istraživao je B. S. Shul'ginov [6], pri þemu je dokazano da je 
uz istu amplitudu dinamiþkog optereüenja iznos trajne dinamiþke þvrstoüe ispitivanog 
materijala nešto veüi za udarno, nego za mirno promjenjivo (harmonijsko) optereüenje. 
Utjecaj udarnog optereüenja na zamornu þvrstoüu þelika pri sobnoj temperaturi 
ispitivan je i može se naüi u [7-10]. 

 
2 ODREĈIVANJE EKVIVALENTNE SILE DEFORMIRANJA CIJEVI 
HARFE 

 
Harfa izmjenjivaþa topline predstavlja okvirnu konstrukciju. Klip mase mp posredno 

udara preko trna u podnicu donje komore harfe izmjenjivaþa u pravcu njezine uzdužne 
osi. Pomoüu opruge osigurano je da trn cijelo vrijeme naliježe na podnicu te üe se 
njegov utjecaj ovdje zanemariti. Harfa se sastoji od n cijevi, stoga je dovoljno 
razmotriti problem elastiþnog deformiranja samo jedne cijevi prema sl. 1. Kod udara 
klipa udaraþa u harfu izmjenjivaþa, harfa üe dobiti koliþinu gibanja  

cppp � k . (1) 
Donja komora üe dobiti koliþinu gibanja koja se može izraþunati pomoüu izraza 

� �lvmp 0kk � , (2) 
gdje je mk masa donje komore, a v0(l) brzina donje komore odmah nakon udara 
udaraþa. Koliþina gibanja cijevi u harfi može se izraþunati prema izrazu 

n1c � pp , (3) 
gdje je p1 koliþina gibanja jedne cijevi izmjenjivaþke harfe, a n broj cijevi u harfi. 
Prema definiranim rubnim uvjetima (sl. 1), nakon udara trna udaraþa, doüi üe do 
deformiranja cijevi harfe. Koliþina gibanja cijevi harfe i pripadajuüeg volumena 
naslaga pepela jednaka je 

� �³�� 
l

xxvAp
0

01 dU . (4) 

Ako se uzme da je ekvivalentna sila deformiranja cijevi harfe konstantna, tada je 
progib cijevi w proporcionalan s brzinom v0 

� �
� �

� �
� �xv
lv

xw
lw

0

0 . (5) 

Jednadžba elastiþne linije cijevi harfe izmjenjivaþa glasi 
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Sl. 1.  Mehaniþki model elastiþnog deformiranja cijevi izmjenjivaþke harfe 

 
Prema izrazu (6), maksimalni progib cijevi harfe iznosi 
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Uvrste li se izrazi (6) i (7) u (5) dobiti üe se izraz za brzinu cijevi harfe neposredno 
nakon udara udaraþa 
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Koliþina gibanja cijevi harfe, neposredno nakon udara udaraþa, može se izraþunati 
pomoüu izraza (4) i (8), pri þemu je m1 masa cijevi i pripadajuüeg volumena zaprljanja 

� �lvmp 011 5,0 �� . (9) 
Primjenom izraza (1), (2), (3) i (9) slijedi koliþina gibanja harfe izmjenjivaþa 

� � � �lvmmp 01k n5,0 ���� . (10) 
Kod pneumatskih udaraþa moguüe je regulirati kinetiþku energiju klipa, koji dio svoje 
kinetiþke energije u sudaru predaje harfi. Brzina klipa udaraþa vp, neposredno prije 
sudara, m Ek. Ako je k faktor restitucije sudara, a cp brzina klipa udaraþa nakon sudara, 
primjenom zakona oþuvanja koliþine gibanja može se doüi do izraza za brzinu v0(l)  
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Ako se izraz (11) uvrsti u (8) dobiti üe se izraz za brzinu cijevi harfe odmah nakon 
udara udaraþa 
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1)( xxlexv , (12) 

pri þemu je ek konstanta za odreÿenu izmjenjivaþku harfu i pneumatski udaraþ 
1
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Tijekom sudara, harfa izmjenjivaþa dobiti üe kinetiþku energiju koja üe se najveüim 
djelom pretvoriti u potencijalu energiju elastiþnog deformiranja harfe. Kinetiþka 
energija n cijevi harfe jednaka je  

� � n
2520
13d 

2
n 62

k11
2
0k,c

1

���� � ³ lemmxvE
m

. (14) 

Primjenom izraza (11), kinetiþka energija donje komore harfe može se izraziti kao 
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Ukupna kinetiþka energija, koju harfa izmjenjivaþa dobije kod udara udaraþa, je 
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Kinetiþke energije harfe najveüim dijelom üe se potrošiti na savijanje cijevi harfe pa üe 
se ovdje zanemariti energija deformiranja komora. Ukupna potencijalna energija 
elastiþnog deformiranja harfe, zbog djelovanja ekvivalentne sile deformiranja F, 
približno je jednaka potencijalnoj energiji deformiranja cijevi harfe 
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Ekvivalentnu silu deformiranja harfe može se dobiti iz jednakosti kinetiþke energije 
harfe (16) i potencijalne energije elastiþnog deformiranja (17)  
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3 NUMERIýKI PRIMJER I REZULTATI MJERENJA 

 
U kotlu spalionice smeüa Vaasa harfa pregrijaþa pare SH2 izvedena je od cijevi 

materijala P235GH-TC2. Cijevi harfe su mm 6,557 uI , dok je donja komora 
mm 5,126,101 uI . Duljina cijevi harfe je mm 6910 l , a duljina donje komore 

mm 2690k  l . Klip udaraþa ima masu kg 12p  m . Harfa se sastoji od 46n   cijevi. 

Kinetiþka energija klipa udaraþa je J 140k  E . Faktor restitucije za þelik-þelik neka je 
5,0 k . Prosjeþna radna temperatura pregrijaþke harfe SH2 je C 340 q - . Masa 

komore je kg 74k  m , a masa jedne cijevi harfe s pripadajuüim zaprljanjem 
kg 751  m . Modul elastiþnosti za materijal harfe pri radnoj temperaturi [11] je 

GPa 48,180 E . Ekvivalentna sila deformiranja cijevi harfe SH2 može se odrediti 
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prema izrazu (18) te ona iznosi N 534 F . Na kotlu je provedenao mjerenje pomaka 
donje komore izmjenjivaþke harfe SH2, primjenom sustava monitoringa, koji je 
sastavni dio upravljaþke opreme kotla. Uvjeti mjerenja za harfu SH2 bili su kao što je 
zadano u numeriþkom primjeru. 

 
 

Sl. 2 Rezultati proraþuna dobivenih primjenom predloženog postupka i dijagram pomaka 
 

4 ZAKLJUýAK 
 
Primjenom predloženog postupka izraþuna ekvivalentne sile deformiranja i 

numeriþkog (FEM) proraþuna, dobiven je pomak donje komore harfe SH2 
� � mm 22,6 lw  i maksimalno naprezanje MPa 6,10ekv  V . Mjerenjem je ustanovljeno 

da je pomak nešto manji od 6 mm (sl. 2). Razlike su nastale zbog uvedenih 
pojednostavljenja u matematiþkom modelu, ali i nemoguünosti toþnog utvrÿivanja 
mase harfe s pripadajuüim zaprljanjem.  

Predloženi postupak proraþuna omoguüuje projektantu konstrukcije harfe 
izmjenjivaþa da u svoj proraþun þvrstoüe ukljuþi utjecaj udarnog optereüenja. 
Primjenom predloženog postupka može se utvrditi maksimalna dopuštena energija 
udara udaraþa, obzirom na zamornu þvrstoüu harfe. 

Nastavak istraživanja iüi üe u smjeru utvrÿivanja utjecaja udara udaraþa na þvrstoüu 
i vijek trajanja konstrukcije harfe izmjenjivaþa, s posebnim osvrtom na razliþite tipove 
izmjenjivaþkih harfi te zavareni spoj cijevi ogrjevne površine i gornje komore. 
 
 

Polje pomaka harfe u 
smjeru osi x, u mm

Maksimalno ekvivalentno naprezanje prema 
Misesu kod spoja cijevi i gornje komore, u MPa

Rezultat mjerenja 
pomaka donje  
komore SH2

Proraþun pomaka i 
naprezanja proveden 

je u Abaqusu. 
Primijenjen je shell 

konaþni element 
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GEOMETRIJSKI TOýAN 3D GREDNI KONAýNI 
ELEMENT – KONCEPT NEPOMIýNOG POLA 

Maja Gaüeša i Gordan Jeleniü 
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ZAGRIJAVANJE VODE PRIRODNOM KONVEKCIJOM 
POMOûU HORIZONTALNO URONJENOG GRIJAýA  

 
Holik, M., Krizmaniü, S., Ferdelji, N., Živiü, M. & Galoviü, A.  

 
Sažetak: U radu se prikazuje naþin zagrijavanja zadane mase vode prirodnom konvekcijom 
pomoüu horizontalno uronjenog cilindriþnog grijaþa. Razmatraju se dva naþina zagrijavanja, 
održavanjem konstantne površinske temperature grijaþa i održavanjem konstantne snage 
grijaþa. Za rješenje postavljenog nestacionarnog problema korištene su dvije metode, analitiþka 
metoda s kvazistacionarnim modelom i numeriþka metoda konaþnih volumena u okviru 
FLUENT raþunalnog paketa.  
 
Kljuþne rijeþi: prirodna konvekcija, horizontalni grijaþ, kvazistacionarno zagrijavanje vode  

  
1 UVOD 

    
Prijenos topline  prirodnom konvekcijom s horizontalnog cilindra ima razliþite  

primjene, od grijaþa vode, izmjenjivaþa topline, do solarnog grijanja i hlaÿenja  
elektroniþkih paketa. Prirodna konvekcija oko horizontalnog cilindra [1] i cijevi [2]  
ispitivana je u prošlosti, a ispituje se  i  danas, s naglaskom na eksperimentalnu potvrdu 
[3, 4]  numeriþki dobivenih rezultata [5]. U ovom radu se daje usporedba rezultata 
(vrijednosti temperature i toplinskog toka) dobivenih analitiþkim modelom prijenosa 
topline korištenjem Eulerove vremenske integracije izvedene putem programskog 
jezika FORTRAN (u nastavku teksta - fortranskog koda) te numeriþki dobivenih 
rezultata korištenjem komercijalnog softvera FLUENT. Cilj je rada utvrditi uvjete pod 
kojima se s dovoljnom toþnošüu može primijeniti analitiþka metoda.  

   
2 DEFINICIJA PROBLEMA  

    
Razmatra se problem zagrijavanja vode mase mw = 5 kg pomoüu uronjenog 

horizontalnog grijaþa oblika cilindra. Riješena su dva sluþaja zagrijavanja vode: 
održavanjem konstantne površinske temperature grijaþa i održavanjem konstantne 
snage grijaþa. U prvom sluþaju, površina grijaþa ima konstantnu temperaturu -s,0 = 90 
°C, a voda je u poþetnom trenutku temperature -w,0 = 20 °C.  Drugi sluþaj ima iste 
poþetne uvjete, dok je na stjenci grijaþa zadana konstantna snaga.  

U radu su korištena dva pristupa: 
- Analitiþki pristup, primjenom Churchillove korelacijske funkcije za raþunanje 

koeficijenta prijelaza topline. Jednadžbe dobivenog modela kvazistacionarnog  
prijelaza topline integrirane su Eulerovom metodom korištenjem fortranskog 
koda. 
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- Numeriþki pristup, rješavanjem sustava parcijalnih diferencijalnih jednadžbi koji 
opisuje prirodnu konvekciju u vodi. U tu svrhu korišten je komercijalni softver 
FLUENT.  

-  
3 MATEMATIýKI MODEL  

   
Problem je definiran sustavom parcijalnih diferencijalnih jednadžbi: jednadžbom 

kontinuiteta, jednadžbom koliþine gibanja i energijskom jednadžbom primijenjenim za 
fluid. Vanjska granica podruþja zadana je kao nepropusna stijenka s adijabatskim 
rubnim uvjetom, a unutarnja  granica: nepropusna stijenka s, u dva sluþaja, 
postavljenim sljedeüim  rubnim uvjetima  (prikazanim na sl. 1) 

1. sluþaj:  konstantna temperatura grijaþa,   -s,0 = 90 °C 
2. sluþaj:  konstantan toplinski tok na površini grijaþa, ĭgr = 350 W. 

Model podrazumjeva dvodimenzijski proces s vertikalnom ravninom simetrije. 
U ovom nestacionarnom problemu zagrijavanja vode  prirodnom konvekcijom 

potrebno je riješiti istovremeno þetiri jednadžbe: jednadžbu kontinuiteta, dvije 
komponente jednadžbe koliþine gibanja i energijsku jednadžbu, dane niže 
 � � � � 0 ���

w
w v

t
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UU
 (1) 

 � � � � � �� �> @ gpvvvv
t
v &&&&&
&

UPUU
�������� ���

w
w T (2) 

 � � � � � �-O-U-U
��� ���

w
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t
c &  (3) 

gdje je t - vrijeme, v&  - vektor brzine, ȡ - gustoüa vode, ȝ - viskoznost vode, c - 
specifiþni toplinski kapacitet vode, Ȝ - toplinska provodnost vode,  - - temperatura u 
Celzijevim stupnjevima, p  - tlak, g&  - vektor ubrzanja zemljine sile teže  ( 9.80665 
m/s2), �  - diferencijalni operator i  � �Tv&�  - transponirani vektor gradijenta brzine. 

Navedeni sustav jednadžbi sa zadanim rubnim uvjetima riješen je pomoüu softvera 
FLUENT. Kao rezultat proraþuna dobivene su: vremenska promjene srednje 
temperature vode, vremenska promjena temperature grijaþa  te vremenska promjena 
toplinskog toka na grijaþu kao i polje brzine te polje temperature.  

  
3.1 Jednadžba prijelaza topline 

U analitiþkom pristupu,  prijelaz topline s grijaþa na vodu modeliran je pomoüu 
koeficijenta prijelaza topline. Toplina Q, koju u vremenskom intervalu ¨t  uronjeni 
grijaþ preda vodi raþuna se prema jednadžbi 
 � � wwwsgr  ---SD ' '� ' cmtLdtĭQ  (4) 

Koeficijent konvektivnog prijelaza topline D za model prirodne konvekcije oko 
horizontalne stijenke cijevi, s konstantnom površinskom temperaturom, odreÿuje se 
prema sljedeüoj jednadžbi, [6]  
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dok za sluþaj horizontalno uronjenog grijaþa s nametnutim konstantnim toplinskim 
tokom, koeficijent konvektivnog prijelaza topline se raþuna prema jednadžbi 
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U gornjim jednadžbama veliþina Ra predstavlja Rayleighovu znaþajku koju se raþuna 
prema izrazu 
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Fizikalna svojstva vode koja se javljaju u gornjim jednadžbama, uzimaju se  za 
srednju vrijednost temperature vode ׇm = (ׇw+ׇs)/2. 
Fizikalna svojstva vode u funkciji temperature opisana su sljedeüim jednadžbama: 
 U (- ) = 1000,844264 - 0,07091626�- - 0,00368037159�- 2 (8) 
 E (- ) = -5.3359889�10-5 + 1,52289953710-5�- - 1,285025336�10-7�- 2 

              + 5,793796383�10-10�- 3 (9) 
 O (- ) = 0,5593847001+0,002168741815�- -9,791336261�10-6- 2 (10) 
 µ (- ) = 0,001731202336 – 4,608068794�10-5�- +5,799206954�10-7�- 2 

             - 2,713558598�10-9�- 3 (11) 
 c(- ) = 4207,07135-1,289804126�- +0,01429382011�- 2 (12) 

Zagrijavanje vode pripada skupini nestacionarnih procesa, a korelacijske funkcije 
su definirane za sluþaj stacionarnog prijelaza topline. Njihovo korištenje u ovom 
problemu podrazumijeva tako sporu promjenu  temperaturnog polja  da se može 
pretpostaviti potpuno razvijena prirodna konvekcija u svakom trenutku procesa. 
Proraþun je proveden korištenjem jed. (4-12) iz kojih se dobiva poveüanje temperature 
vode u promatranom vremenskom intervalu: 
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Koeficijent prijelaza topline Į odreÿen je u iteracijskom postupku,   u kojem je, u 
svakom vremenskom koraku, postavljen kriterij: -s,i - -s, i+1 � 0,1 °C. Prema algoritmu, 
u svakom vremenskom intervalu   't = 1 s, temperatura vode u k+1 iteraciji raþuna se 
prema jednadžbi 
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1
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4 REZULTATI PRORAýUNA  
 

4.1 Detalji rješenja u FLUENT-u 
Mreža konaþnih volumena, prikazana na slici 2, je usitnjena uz površinu grijaþa 

kako bi se obuhvatili veliki gradijenti temperature i brzine. Ukupan broj volumena je 
54534. Pri proraþunu je korišten SIMPLE algoritam, uz implicitnu vremensku 
integraciju drugog reda toþnosti i uzvodne prostorne diskretizacije drugog reda 
toþnosti. Vremenski korak je iznosio 0.005 s u sluþaju sa zadanom konstantnom 
površinskom temperaturom grijaþa, odnosno 0.02 s u sluþaju sa zadanom konstantnom 
snagom grijaþa. 

  
Sl.1. Podruþje proraþuna s rubnim uvjetima Sl. 2. Mreža konaþnih volumena s detaljima 

 
4.2 Usporedbe rezultata 
 
4.2.1 Sluþaj sa zadanom konstantnom površinskom temperaturom grijaþa 

Dijagram na sl. 3. prikazuje vremensku zavisnost temperature vode i toplinskog 
toka izraþunate analitiþkom (Fortran) i numeriþkom (Fluent) metodom.  

 

 
Sl. 3. Vremenska promjena temperature vode i toplinskog toka u sluþaju sa zadanom 

konstantnom površinskom temperaturom grijaþa od 90 °C 
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Na toj su slici vidljiva  primjetna odstupanja vrijednosti temperature vode  (puna i 

crtkana crvena linija) kao i vrijednosti toplinskog toka  (puna i crtkana plava linija) 
dobivene u numeriþkom i analitiþkom proraþunu. Vidljivo je da su trendovi ovih 
promjena jednaki, te da temperatura vode kontinuirano raste tijekom  vremena 
integracije od 1500 s, dok se vrijednost toplinskog toka kontinuirano smanjuje. 

 
4.2.2 Sluþaj sa zadanom konstantnom snagom  grijaþa 

Dijagram na sl. 4. prikazuje vremensku zavisnost temperature vode i toplinskog 
toka izraþunate analitiþkom (Fortran) i numeriþkom (Fluentu) metodom. 

 

 
Sl. 4. Vremenska promjena temperature vode i trenutne površinske temperature grijaþa u 

sluþaju sa zadanom konstantnom snagom grijaþa od 350 W 
 

Zadana konaþna temperatura vode od 80 °C postignuta je nakon 3502 s. Odstupanja 
vrijednosti temperature u numeriþkom i analitiþkom proraþunu (puna i crtkana crvena 
linija) su mala, dok odstupanja vrijednosti temperature grijaþa (puna i crtkana crna 
linija) rastu tijekom vremena.  

 
5 ZAKLJUýAK 

   
Provedena analiza zagrijavanja vode pomoüu horizontalno uronjenog cilindriþnog 
grijaþa je pokazala da se ovaj tipiþno nestacionarni problem može rješavati analitiþkom 
metodom, primjenom kvazistacionarnog modela prijelaza topline.  Rezultat analitiþkog 
proraþuna su vremenske promjene srednje temperature ukupne mase vode te toplinskog 
toka, za razliku od numeriþkog rješenja  koje daje prostornu raspodjelu trenutnih 
vrijednosti temperature vode, te polje brzine i tlaka.  Usporedbom rezultata analitiþkog 
i numeriþkog proraþuna mogu se uoþiti odstupanja. Buduüi da je u analitiþkom 
proraþunu, u zadanom vremenskom intervalu pretpostavljen stacionarni prijelaz 
topline, odstupanja od nestacionarnog proraþuna su oþekivana. U daljnjem  istraživanu 
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potrebno je izvršiti   numeriþke simulacije procesa zagrijavanja vode u kojem üe 
poþetni uvjet za nestacionarni proraþun biti polje temperature i brzine dobiveno 
simulacijom prirodne konvekcije  u stacionarnom stanju, kako bi se zanemarila inercija 
strujanja vode. Stacionarnu prirodnu konvekciju moguüe je postiüi u domeni puno 
veüeg promjera, u kojoj temperatura  na vanjskoj granici ostaje nepromijenjena. 
Promjenom veliþine vremenskog intervala u analitiþkom proraþunu, ispitat üe se 
njegov utjecaj te  toþnost kvazistacionarnog modela. 
Na osnovi daljnjih istraživanja, provoÿenjem numeriþkih i analitiþkih proraþuna te 
eksperimenta bit üe moguüe odrediti, za zadanu geometriju grijaþa,  koeficijent 
prijelaza topline u nestacionarnom procesu zagrijavanja vode, odnosno prilagoditi 
Churchillove korelacijske funkcije nestacionarnim uvjetima zagrijavanja. Korištenjem 
analitiþkog pristupa s kvazistacionarnim modelom zagrijavanja vode u odnosu na 
numeriþki pristup bitno se skraüuje vrijeme rada procesora i zauzeüe memorije 
raþunala.  
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USPOREDBA MIKROMEHANIýKIH KRITERIJA 
POPUŠTANJA KOMPOZITNIH MATERIJALA  

  
Ivanþeviü, D. & Smojver, I. 

 
Sažetak: U ovom radu usporeÿena su tri kriterija popuštanja vlaknima ojaþanih kompozitnih 
materijala koja se primjenjuju u mikromehaniþkim modelima. Za analizu kompozitnih 
materijala na mikromehaniþkoj razini korištena je teorija High Fidelity Generalized Method of 
Cells (HFGMC). Rezultat HFGMC modela je izraþunavanje tenzora koncentracije deformacija, 
koji povezuje tenzore deformacija homogeniziranog materijala i podüelija, þime se odreÿuje 
polje deformacija unutar jediniþne üelije heterogenog materijala. Mikromehaniþki se kriteriji 
popuštanja primjenjuju na razini podüelija HFGMC modela, þime se u procesu modeliranja 
ošteüenja kompozitnih materijala dolazi do dodatnih informacija o procesu popuštanja. 
Vizualizacijom krivulja popuštanja dobivenih za kompozitni materijal pokazano je da postoje 
znatne razlike izmeÿu usporeÿenih kriterija popuštanja. 
 
Kljuþne rijeþi:kompozitni materijali, kriteriji popuštanja, mikromehanika, HFGMC   

  
1 UVOD 

   
Kompozitne se konstrukcije u inženjerskoj praksi proraþunavaju korištenjem kriterija 
popuštanja koji su definirani za homogenizirani kompozitni sloj. Mehanizmi 
popuštanja vlaknima ojaþanih kompozitnih materijala ovise o procesima unutar 
mikrostrukture heterogenog materijala. Kako bi se u analizama kompozitnih 
konstrukcija uzeli u obzir procesi unutar nehomogenog materijala koriste se analize na  
više razina, koje omoguüavaju uvid u procese na mikromehaniþkoj razini.  

Za analize na mikro-razini se u ovom radu koristi metoda üelija HFGMC (High 
Fidelity Generalized Method of Cells) koja pruža sliþnu toþnost kao i MKE 
mikromehaniþki modeli uz kraüa vremena raþunanja. Pomoüu mikromehaniþkog 
modela odreÿuje se polje naprezanja i deformacija unutar jediniþne üelije kompozitnog 
materijala koja, ponavljanjem u ravnini okomitoj na smjer vlakana, karakterizira 
heterogenu mikrostrukturu materijala. 

Mikromehaniþki kriteriji odreÿuju popuštanje na razini konstituenata kompozitnog 
materijala – vlakna i matrice. U ovom radu usporeÿeni su neki od važnijih kriterija 
popuštanja na mikro-razini. Tako su za popuštanje matrice usporeÿeni 3D Tsai-Hill 
kriterij, 3D Hashin kriterij zapisan preko komponenata deformacija te Multi  
Continuum Theory (MCT) kriterij koji definira i popuštanje vlakna. Za popuštanje 
vlakna se u literaturi koriste jednostavni kriteriji poput kriterija maksimalnih 
naprezanja i kriterija maksimalnih deformacija. Navedeni kriteriji popuštanja 
usporeÿeni su pomoüu HFGMC mikromehaniþkog modela koji odreÿuje krivulje 
popuštanja kompozitnog materijala u ovisnosti o stanju naprezanja/deformacija na 
razini homogeniziranog kompozitnog sloja.  
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2 MIKROMEHANIýKI MODEL  
 

HFGMC model pripada skupini mikromehaniþkih modela nastalih razvojem Aboudi-
eve metode üelija [1]. U ovom istraživanju korištena je modificirana verzija HFGMC-
a, koju odlikuje znatno poboljšana raþunalna uþinkovitost [3,4]. Glavna karakteristika 
mikromehaniþkih modela temeljenih na metodi üelija je diskretizacija jediniþne üelije 
heterogenog materijala koristeüi Nȕ x NȖ pravokutnih podüelija koje, u 
najjednostavnijem obliku ovog modela, mogu biti „popunjene“ materijalom matrice ili 
materijalom vlakna. Ukupan broj razliþitih materijalnih modela (tj. faza), te broj i 
dimenzije podüelija su proizvoljni. Princip diskretizacije, kao i osnovni parametri 
modela prikazani su na Slici 1, lijevo. Važna pretpostavka opisanog modela je da se os 
x1 globalnog koordinatnog sustava podudara sa pravcem pružanja vlakana, koja je u 
mehanici kompozitnih materijala oznaþena kao os 1. Druge dvije osi mogu biti 
proizvoljno odabrane, a radi konzistentnosti sa zapisom korištenim u mehanici 
kompozitnih materijala odabrano je da se os x2 poklapa s materijalnom osi 2, koja se 
nalazi u ravnini sloja. Sukladno tome, os x3 usmjerena je okomito na ravninu 
kompozitnog sloja. Koristeüi ovakav dvodimenzionalni mikromehaniþki model mogu 
se modelirati samo jednousmjereni kompozitni materijali, koji su najzastupljeniji u 
suvremenim kompozitnim konstrukcijama. 

Primijenjena verzija HFGMC [3,4] razlikuje se od originalne [2] po naþinu 
stvaranja i rješavanja sustava jednadžbi kojim se odreÿuje polje pomaka unutar 
jediniþne üelije. Rješavanje sustava jednadžbi u primijenjenom HFGMC zapoþinje 
formulacijom lokalnih matrica krutosti podüelija koje povezuju komponente pomaka i 
sila na granicama podüelija. Matrice krutosti podüelija povezuju komponente pomaka 
sa komponentama sila izmeÿu podüelija koje su takoÿer osrednjene duž ruba 
odgovarajuüih podüelija. Uvoÿenjem uvjeta na spojevima pojedinih podüelija te na 
rubovima jediniþne üelije formulira se globalni sustav jednadžbi. Na spojevima 
podüelija zadani su uvjeti kontinuiteta osrednjenih sila i pomaka, dok su na rubovima 
jediniþne üelije zadani rubni uvjeti periodiþnosti u smjerovima osi x2 i x3. Sprjeþavanje 
pomaka jediniþne üelije kao krutog tijela riješeno je fiksiranjem pomaka rubnih 
podüelija, što je oznaþeno strelicama na Slici 1, lijevo.  

Krajnji rezultat HFGMC modela je odreÿivanje tenzora raspodjele deformacija 
(Strain Concentration Tensor) ( , )E JA , koji povezuje polje deformacija svake pojedine 
podüelije ( , )E Jİ  sa homogeniziranim stanjem deformacije İ  koristeüi jednadžbu (1). 

( , ) ( , ) İ A İE J E J .     (1) 
  

 

Sl. 1. Lijevo: HFGMC model, desno: princip analize na više razina  
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HFGMC model se u okviru opisane metodologije koristi kao mikromehaniþki 
model unutar okruženja analize na više razina. Problem na makro-razini se pri tome 
rješava korištenjem MKE programa Abaqus/Explicit, koji je povezan sa HFGMC 
programom korištenjem potprogram za implementaciju korisniþkih konstitutivnih 
jednadžbi VUMAT. HFGMC je zbog toga programiran u Fortran programskom jeziku 
kao samostalan potprogram, te se poziva za svaku pojedinu materijalnu toþku modela 
konaþnih elemenata. Rješavanjem HFGMC jednadžbi odreÿuju se polja deformacija i 
naprezanja unutar jediniþne üelije te se na taj naþin dolazi do informacija koje odreÿuju 
naþine popuštanja vlaknima ojaþanih kompozitnih materijala. Princip opisane 
metodologije prikazan je Slikom 1, desno. 

 
3 MIKROMEHANIýKI KRITERIJI POPUŠTANJA  

  
Krivulje popuštanja kompozitnih materijala dobivene korištenjem mikromehaniþkih 
kriterija moraju uzimati u obzir razliþite naþine popuštanja jer do popuštanja 
konstituenata bitno razliþitih mehaniþkih svojstava dolazi pri razliþitom optereüenju 
homogeniziranog materijala. U ovom radu su analizirana tri modela popuštanja koja se 
u literaturi koriste na mikromehaniþkoj razini. Prvi model koristi 3D Tsai- Hill kriterij 
za matricu, uz kriterij maksimalne deformacije u smjeru osi 1 za vlakno, prema [8]. 
Zapis kriterija za matricu je  
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gdje je sa Y oznaþena þvrstoüa matrice, dok je T smiþna þvrstoüa matrice. Vrijednost 
þvrstoüe matrice Y ovisi o karakteru optereüenja modela u smjeru osi 2. Popuštanje 
matrice, prema izrazu (2), nastaje kada vrijednost parametra md  postaje veüa od 1. 

Drugi model popuštanja preuzet je iz MultiContinuum Theory (MCT) modela 
popuštanja prema [7]. MCT teorija korištena je u [7] za MKE mikromehaniþko 
predviÿanje popuštanja kompozitnih materijala, a izrazi za kriterij popuštanja izvedeni 
su iz kvadratiþnog kriterija popuštanja. Za razliku od izvorne primjene ovih kriterija, 
koja je koristila osrednjene vrijednosti kriterija po konstituentima, u ovom radu se u 
obzir uzima raspodjela kriterija unutar jediniþne üelije. Izvod kriterija naveden je u [7], 
a za popuštanje matrice koristi se izraz 

3 3 4 4 1m mK I K I�  ,      (3) 
gdje su parametri 3mK  i 4mK  definirani kao 

3 2 2
22 33
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K
S

 .     (4) 

22mS  i 33mS  su þvrstoüe matrice u smjerovima 2 i 3, koje, prema [7], ovise o predznaku 
naprezanja. 12mS  je smiþna þvrstoüa matrice. Popuštanje vlakna predviÿa se kada je 
zadovoljen izraz  

2
1 1 4 4 1f fK I K I�  ,      (5) 

u kojemu je  
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Treüi model popuštanja za matricu koristi 3D Hashin-ov kriterij zapisan pomoüu 
komponenata deformacija, prema [5]. Ovim kriterijem definiraju se tri komponente 
„deformacija ošteüenja“ (damage strains), D

iH , 1,2,3i   koji iniciraju popuštanje pri 
vrijednostima veüim od 1.  
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U ovim izrazima su sa X H , YH  i ZH  oznaþene dopuštene deformacije matrice u 
smjerovima osi 1, 2 i 3, dok RH , QH  i SH  oznaþavaju najveüu dopuštenu kutnu 
deformaciju. U ovom modelu se za popuštanje vlakna koristi kriterij najveüeg 
dopuštenog naprezanja u smjeru osi pružanja vlakna. 
  
4 REZULTATI 

  
Mikromehaniþki kriteriji popuštanja usporeÿeni su korištenjem samostalnog programa 
koji simulira ulazne veliþine koje ulaze u HFGMC potprogram kada se koristi unutar 
Abaqus/Explicit analize. Na taj se naþin simulira optereüenje koje odgovara 
homogeniziranom stanju deformacije kompozitnog sloja u njegovom lokalnom 
koordinatnom sustavu. Rezultati prikazani u ovom radu dobiveni su mikromehaniþkim 
modelom diskretiziranim koristeüi 40 x 40 podüelija, uz jediniþnu üeliju koja ima jedno 
vlakno u sredini üelije. Svojstva konstituenata su izotropna, a dana su u Tablici 1, 
prema [5]. Razmatrani kompozitni sustav predstavlja staklenim vlaknima ojaþanu 
epoksidnu smolu sa volumnim udjelom vlakana od 60%. U Tablici 1 su navedene 
maksimalno dopuštene deformacije, dok se þvrstoüe materijala mogu jednostavno 
izraþunati iz elastiþnih svojstava. 

Slikom 2 prikazane su krivulje popuštanja razmatranih kriterija koje odreÿuju 
homogenizirano stanje naprezanja pri kojemu dolazi do inicijacije ošteüenja u prvoj 
podüeliji jediniþne üelije. Krivulje na lijevoj slici odnose se na popuštanje materijala 
matrice (bez vlakana) u 22 33V V�  ravnini. Krivulje 3D Tsai-Hill kriterija i MCT 
kriterija imaju prekide koji nastaju zbog promjena predznaka naprezanja, odnosno  

 
Mehaniþka svojstva vlakna (Silenka E-glass) 

> @ E GPa  Q  TX H  CXH  

74 0.2 2.85% -1.74% 
Mehaniþka svojstva epoksidne matrice (MY750/HY917/DY063) 

> @ E GPa  Q  T T TX Y ZH H H   C C CX Y ZH H H   SH  

3.7 0.35 0.0125 0.0287 0.0443 
Tablica 1. – Svojstva vlakna i matrice 
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Sl. 2. Krivulje popuštanja matrice (lijevo) i kompozitnog materijala (desno) 

 

 
Sl. 3. Raspodjela razmatranih kriterija popuštanja unutar jediniþne üelije 

 
þvrstoüa i dopuštenih deformacija pri tlaþnom i vlaþnom optereüenju. Najviše odstupa 
MCT kriterij, vjerojatno zbog þinjenice da je jednadžba 3, koja predviÿa popuštanje 
matrice unutar MCT teorije, izvedena uz pretpostavku da se matrica koristi unutar 
vlaknima ojaþanog kompozitnog materijala te zbog toga ovaj kriterij nije primjenjiv na 
sam materijal matrice. Lomovi krivulja prisutni su i u krivuljama popuštanja na desnoj 
slici u Slici 2, koje se odnose na kompozitni materijal u ravnini naprezanja 11 22V V� . 
Krivulja popuštanja za treüi model popuštanja koji koristi Hashin-ov kriterij zapisan 
pomoüu komponenata deformacije za matricu i kriterij maksimalnog naprezanja za 
vlakno dobro se poklapa sa rezultatima navedenim u [5]. Za usporedbu sa 
eksperimentalnim rezultatima potrebno je u postojeüi model dodati i model 
napredovanja ošteüenja kojim se degradiraju mehaniþka svojstva podüelija. 

Razlika izmeÿu raspodjela kriterija popuštanja matrice unutar jediniþne üelije 
prikazana je Slikom 3. Ovi rezultati dobiveni su za homogenizirano vlaþno stanje 
naprezanja u smjeru osi 2, pri kojem MCT kriterij predviÿa popuštanje. U razmatranom 
sluþaju optereüenja najveüa vrijednost Hashin-ovog kriterija je 0.93, a 3D Tsai-Hill 
kriterija tek 0.78. Na temelju raspodjele vrijednosti kriterija unutar jediniþne üelije 
može se zakljuþiti da relativno velik broj podüelija popušta pri istom homogeniziranom 
optereüenju. 

 
5 ZAKLJUýAK 

  
Analizom rezultata može se zakljuþiti da meÿu usporeÿenim kriterijima postoje velika 
odstupanja, što je uobiþajeno kada se meÿusobno usporeÿuju razliþiti kriteriji 
popuštanja kompozitnih materijala [6]. Iako mikromehaniþki kriteriji predviÿaju 
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popuštanje na razini podüelije jediniþne üelije, relativno velik udio jediniþne üelije 
popušta pri istom stanju homogeniziranog optereüenja. Usporedbom vrijednosti 
naprezanja pri kojem pojedini kriteriji predviÿaju popuštanje dobiva se uvid u 
problematiku modeliranja popuštanja kompozitnih materijala. Buduüi da je predviÿanje 
inicijacije ošteüenja samo prvi korak u modeliranju cijelog procesa popuštanja, od 
velike je važnosti odabir pravog kriterija na temelju kojega üe se razvijati modeli  
procesa ošteüivanja, odnosno degradacije mehaniþkih svojstava.  

Prednost primjene modeliranja kompozitnih materijala na mikromehaniþkoj 
razini, u odnosu na homogenizirani pristup koristeüi diskretizaciju na razini 
kompozitnih slojeva, je u tome što pruža uvid u same procese popuštanja unutar 
jediniþnih üelija kompozitnog materijala. Ta moguünost je od posebne važnosti za 
modeliranje složenijih kompozitnih materijala poput kompozitnih materijala sa šupljim 
vlaknima, materijala sa sposobnošüu samo-obnavljanja mehaniþkih svojstava i sliþnih 
suvremenih tehnologija. 

  
Literatura:  

[1] Aboudi, J., “Closed Form Constitutive Equations for Metal Matrix Composites”, 
Interna-tional Journal of Engineering Science, Vol.25, 1987, str. 1229-1240. 
[2] Aboudi, J., Pindera, M.J., Arnold, S.M., “Higher-Order Theory for Periodic Multiphase 
Materials with Inelastic Phases”, International Journal of Plasticity, Vol. 19, 2003, str. 805-
847. 
[3] Bansal, Y., Pindera, M.J., “A Second Look at the Higher-Order Theory for Periodic 
Mul-tiphase Materials”, Journal of Applied Mechanics, Vol. 72, 2005, str. 177-195. 
[4] Bansal, Y., Pindera, M.J., “Finite-Volume Direct Averaging Micromechanics of Hetero-
geneous Materials with Elastic-Plastic Phases”, International Journal of Plasticity, Vol. 22, 
2006, str. 775-825. 
[5] Bednarcyk, B.A., Aboudi, J., Arnold, S.M., “Micromechanics Modeling of Composites 
Subjected to Multiaxial Progressive Damage in the Constituents”, AIAA Journal, Vol.48, 
No. 7, 2010, str. 1367-1378. 
[6] Hinton, M. J., Kaddour, A.S., Soden, P.D., “A Further Assessment of the Predictive 
Capabilities of Current Failure Theories for Composite Laminates: Comparison with 
Experimental Evidence”, Composites Science and Technology, Vol. 64., 2004, str. 549-588. 
[7] Mayes, J.S., Hansen, A.C., “Composite laminate failure analysis using multicontinuum 
theory”, Composites Science and Technology, Vol. 64, 2004, str. 379-394. 
[8] Pineda, M.J., Waas, A.M., Bednarcyk, B.A. “Multiscale Model for Progressive Damage 
and Failure of Laminated Composites Using an Explicit Finite Element Method”, 
Proceedings of the 50th AIAA/ASME/ASCE/AHS/ASC Structures, Structural Dynamics, 
and Materials Conference, Palm Springs, California, USA, 2009. 
 

Autori:  
Darko Ivanþeviü, Sveuþilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, Zavod za 
zrakoplovstvo, Ivana Luþiüa 5, 10000 Zagreb, tel. 01 6168260, e-mail: 
darko.ivancevic@fsb.hr, web stranica: aerodamagelab.fsb.hr  
Ivica Smojver, Sveuþilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, Zavod za 
zrakoplovstvo, Ivana Luþiüa 5, 10000 Zagreb, tel. 01 6168267, e-mail: 
ismojver@fsb.hr, web stranica: aerodamagelab.fsb.hr 



 57 

Peti susret Hrvatskog društva za mehaniku 
Terme Jezerþica, Donja Stubica, 6.-7. lipnja 2013.  

 
 
 

OPTIMIZACIJA TRASE CJEVOVODA S OBZIROM NA 
ISPLATIVOST INSTALACIJE I EKSPLOATACIJE  

  
Iviü, S., Sušanj, A. & Družeta, S.  

 
Sažetak: U radu se definira metodologija odreÿivanja najbolje trase cjevovoda po kriteriju 
minimalnih troškova instalacije i eksploatacije. Cjevovod se virtualno polaže na digitalni model 
terena, koji dodatno ukljuþuje informacije o cijeni korištenja i vrsti terena (vegetacija, tip tla, 
itd.) te prisutnim linijskim infrastrukturnim objektima (u danom primjeru prometnice). Za 
dobivenu trasu izraþunavaju se pojednostavljene procjene troškova izgradnje cjevovoda po 
predloženoj trasi, ukljuþno sa troškovima savladavanja infrastrukturnih zapreka. Povrh toga, na 
predloženoj trasi provodi se stacionarni hidrauliþki proraþun strujanja u cjevovodu iz kojeg 
slijede troškovi transporta fluida cjevovodom u zadanom projektiranom periodu eksploatacije 
cjevovoda. Trasa cjevovoda koja predstavlja najisplativiju investiciju s obzirom na sve 
procjenjene troškove dobija se optimizacijskim postupkom primjenom Particle Swarm 
Optimization (PSO) metode, kao jedne od najmodernijih optimizacijskih metoda.  
 
Kljuþne rijeþi: trasiranje, cjevovod, optimizacija, Particle Swarm Optimization 

   
1 UVOD 

   
Odreÿivanje optimalne trase cjevovoda u svom punom smislu podrazumijeva uzimanje 
u obzir kako troškova instalacije (zajedno sa svim troškovima savladavanja prirodnih i 
infrastrukturnih zapreka na izabranoj trasi), tako i operativnih troškova rada cjevovoda 
(tj. savladavanja visinske razlike i hidrauliþkih gubitaka). Tipiþna je situacija po kojoj 
se inicijalne uštede u fazi projektiranja i izvedbe cjevovoda s jednostavnijom trasom 
kasnije skupo plaüaju kroz dugogodišnje više troškove eksploatacije cjevovoda. 

Postupak opisan u ovom radu odreÿuje optimalnu trasu cjevovoda koji povezuje 
zadanu poþetnu i krajnju toþku na digitalnom modelu terena, uzimajuüi u obzir 
troškove instalacije cjevovoda (troškovi cijevi, korištenja zemljišta i izgradnje 
cjevovoda) i operativne troškove eksploatacije cjevovoda (troškovi rada pumpi). Pri 
tome se protok fluida u cjevovodu i promjer cijevi cjevovoda zadaju kao ulazni podaci. 
 
2 IZRAýUN TROŠKOVA TRASE CJEVOVODA 
 
Trasa cjevovoda definirana je nizom ravnih segmenata koji povezuju unaprijed zadanu 
poþetnu i krajnju toþku. Trasa cjevovoda odreÿuje se na digitalnom modelu terena za 
koji su poznate geodetske visine, cijena korištenja zemljišta i tip tla, kao i geometrija 
prisutnih infrastrukturnih objekata (prometnice). 

Za svaku varijantu trase cjevovoda izraþunavaju se troškovi instalacije (izgradnje) 
cjevovoda Cinst i troškovi eksploatacije (rada) cjevovoda Ceksp te se u optimizacijskom 
postupku traži minimum njihovog zbroja. 
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2.1 Troškovi instalacije  
Troškovi instalacije cjevovoda su definirani kao skup troškova samih cijevi, korištenja 
zemljišta kojem prolazi trasa, tehniþkih radova na trasi te savladavanja infrastrukturnih 
i drugih prepreka (prometnice, vodotoci). 

Cijena samih cijevi odreÿuje se iz duljine cjevovoda i osnovne cijene cijevi 
cc [€/m]: 

¦ 
i

icc lcC .     (1) 

Trošak korištenja zemljišta (odnosno trošak odštete ili otkupa zemljišta) odreÿuje se 
iz karte cijene korištenja zemljišta koja odreÿuje cijenu korištenja zemljišta u bilo kojoj 
toþki terena cz = cz (x,y), na temelju þega se raþuna srednja cijena za svaki segment 
cjevovoda cz,i [€/m2]. Ukupan trošak zemljišta dakle jest: 

¦� 
i

iziz clBC , ,     (2) 

gdje je B širina koridora trase cjevovoda, a li duljina pojedinog segmenta cjevovoda. 
Trošak tehniþkih radova na trasi grubo se procjenjuje na temelju karte koeficijenta 

zahtjevnosti terena Kt = Kt (x,y) (vegetacija, mehaniþke osobine tla), gdje se za svaki 
segment cjevovoda uzima pripadna srednja vrijednost Kt,i : 

¦� 
i

ititt KlcC , ,     (3) 

gdje je ct = 32 €/m osnovna cijena tehniþkih radova na instalaciji cjevovoda. 
Trošak savladavanja prepreka pojednostavljeno je modeliran na naþin da se 

prebrojavaju sjecišta trase cjevovoda sa linijskim objektima (ceste, vodotoci) 
prisutnima na lokaciji trase i za utvrÿenih s sjecišta uzima se trošak sCp [€]. Za potrebe 
ovog rada usvojena je cijena Cp = 10000 €. 

Ukupni troškovi instalacije cjevovoda Cinst [€] dakle jesu: 
ptzcinst sCCCCC ��� .    (4) 

 
2.2 Troškovi eksploatacije  
Pod troškovima eksploatacije cjevovoda ovdje se podrazumijevaju troškovi rada 
pumpe (ili više njih) potrebnog za transport fluida cjevovodom. Pumpe su smještene u 
poþetnoj toþki trase. 

Lokalni hidrauliþki gubici raþunaju se samo na pregibima cjevovoda, tj. na 
spojevima ravnih segmenata. Koeficijent lokalnog gubitka na spoju raþuna se po 
formuli dobivenoj regresijom provedenom na podacima iz [2]: 

TTT 004393,0000025,00000008,0 23 �� k ,  (5) 
gdje je ș [°] kut spoja izmeÿu dva segmenta. Lokalni se hidrauliþki gubici za cijeli 
cjevovod (izraženi u metrima piezometriþke visine) raþunaju po izrazu: 

    24

2

,
8

SgD
Qkh

i
ilg ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¦ ,     (6) 

gdje je Q protok u cjevovodu, D promjer cijevi (jednak za sve segmente), a g ubrzanje 
sile teže. 

Faktori trenja za dužinske hidrauliþke gubitke raþunaju se po Swamee-Jain formuli 
za turbulentno strujanje u cijevima:  
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gdje je e visina neravnina na stijenki cijevi, a  

SQD
Q4Re        (8) 

Reynoldsov broj, gdje je pak Ȟ kinematska viskoznost fluida. Analogno lokalnim, 
dužinski hidrauliþki gubici raþunaju se po izrazu: 
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gdje je li duljina pojedinog segmenta cjevovoda. 
Predviÿeno je da cjevovod radi potpuno u pretlaku, što znaþi da je dobavna visina 

pumpe: 
     dglg hhzH ,, �� ' ,     (10) 

gdje je z'  visinska razlika od poþetne do najviše toþke cjevovoda, a potrebna snaga 
pumpanja je: 

K
UgHQP  ,      (11) 

gdje je ȡ gustoüa fluida, a Ș stupanj korisnosti pumpe. Za potrebe ovog rada usvojena 
je vrijednost Ș = 0,8. 

Iz navedenog slijedi da se troškovi rada cjevovoda u njegovom vijeku eksploatacije 
Ceksp [€] mogu izraþunati po izrazu: 

PGcC kwh
eksp ���� 36524

1000
,    (12) 

gdje je ckwh cijena za 1 kWh elektriþne energije, a G broj godina eksploatacije 
cjevovoda. Za potrebe ovog rada usvojeno je ckwh = 0,1 €/kWh ([1]) i G = 30. 
 
3 OPTIMIZACIJSKI POSTUPAK 
 
Optimizacijski postupak temeljen je na PSO (Particle Swarm Optimization) metodi. U 
posljednjih nekoliko godina PSO se uspješno primjenjuje na raznim optimizacijskim 
problemima u tehnici, gdje se þesto pokazuje kao brža i uþinkovitija od ostalih metoda. 

Izraþun troškova trase cjevovoda i PSO metoda implementirani su u jedinstvenoj 
paraleliziranoj raþunalnoj aplikaciji za desktop raþunala. 
 
3.1 PSO metoda  
Particle Swarm Optimization ([3], [4]) je inovativna stohastiþka optimizacijska metoda 
koja na relativno jednostavan naþin simulira gibanje jata þestica koje pretražuju prostor 
u potrazi za optimalnim rješenjem. 

PSO inicijalno kreira poþetno jato (swarm), tj. sluþajno odreÿuje odreÿeni broj 
þestica (particle). Svaka þestica je definirana u n dimenzija (gdje je n broj 
optimizacijskih parametara), što znaþi da se za svaku þesticu sluþajno odreÿuje n 
pozicija (tj. n vrijednosti optimizacijskih parametara) x = (x1, x2, ... xn) i n sluþajnih 
brzina v = (v1, v2, ... vn). 
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Tijekom optimizacijskog postupka, svaka se pojedina þestica u n-dimenzionalnom 
prostoru iz trenutne toþke xi 

k pomiþe u sljedeüu toþku xi 
k+1 brzinom vi 

k-1 koju se 
raþuna kao linearnu kombinaciju triju vektora:  

x vektor "inercije" (vektor brzine i-te þestice u prethodnoj iteraciji) vi 
k-1, 

x radij-vektor od i-te þestice do najbolje toþke njene trajektorije pi 
k, 

x radij-vektor od i-te þestice do najbolje toþke trajektorija svih þestica gi 
k, 

s tim da se vektori pk i gk u svakoj iteraciji dodatno skaliraju faktorima rp i rg koji se 
sluþajno biraju u intervalu (0,1): 

k
igg

k
ipp

k
iv

k
i wrwrw gpvv �� �1 ,    (13) 

gdje su wv, wp i wg težinski faktori. 
 
3.2 Parametrizacija trase cjevovoda  
Inicijalna trasa cjevovoda definirana je nizom ravnih segmenata jediniþne duljine koji 
su meÿusobno zakrenuti pod proizvoljnim kutevima. Ovi kutevi izmeÿu segmenata 
predstavljaju parametre trase cjevovoda odnosno optimizacijske parametre. Nakon što 
optimizacijska metoda kreira niz parametara (kuteva) inicijalne trase, ona se iz poþetne 
toþke trase rotira i skalira (produljuje) tako da joj krajnja toþka padne u zadanu ciljnu 
toþku trase (Sl. 1). Pri tome se trasa polaže (projicira) na digitalni model terena, što 
znaþi da svaka toþka trase dobiva pripadnu geodetsku visinu, a segmenti, zbog 
nejednolikog nagiba terena, u konaþnici više ne budu jednake duljine. Na rotiranoj, 
skaliranoj i polegnutoj trasi provodi se izraþun troškova izgradnje i eksploatacije 
cjevovoda. 
  

 
Sl. 1. Formiranje trase cjevovoda na temelju izabranih parametara 

 
Ovaj naþin parametrizacije trase cjevovoda izabran je radi relativno malog broja 

parametara dovoljnih za definiranje trase, što predstavlja preduvjet za uspješnu i brzu 
optimizaciju. 
 
3.3 Implementacija optimizacijskog postupka  
Parametri optimizacije trase cjevovoda su kutevi izmeÿu segmenata trase, odnosno 
svaka þestica PSO metode x = (ș1, ș2, ... șn) predstavlja jednu varijantu trase cjevovoda 
odreÿenu sa n kuteva odnosno n+1 segmentom. 

Funkcija cilja je zbroj troškova instalacije (4) i eksploatacije cjevovoda (12) za 
predloženu varijantu trase cjevovoda: 

� � � � � �xxx ekspinst CCf � .    (14) 
Nakon provedenih testnih proraþuna usvojeni su težinski faktori za (13) kako 

slijedi: wv = 0,95; wp = 0,25; wg = 0,30. 
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Optimizacijski postupci provedeni su na populaciji od 5000 þestica. Postupak se 
zaustavlja kad L2 norma pomaka svih þestica padne ispod 10-6. 
  
4 PRIMJER 
 
Opisana metodologija testirana je na digitalnom modelu osmišljenom za potrebe ovog 
rada koji opisuje podruþje dimenzije 4x4 km unutar kojeg se nalaze dva brijega koja 
formiraju sedlastu topografiju. Podruþje zapadnog brijega je uglavnom pokriveno 
šumom (Kt = 3), istoþni brijeg je stjenovit (Kt = 10), a preostalo podruþje je 
kategorizirano kao livada (Kt = 1). Naknadu za korištenje zemljišta treba platiti samo 
za podruþje vinograda (jugo-istok) u iznosu od cz = 100 €/m2. Unutar podruþja prisutno 
je više prometnica (Sl. 2).  

Trasa cjevovoda diskretizirana je na 50 segmenata. Maksimalni dopušteni kut meÿu 
segmentima je ±30°. 

Optimizacijskim postupkom odreÿena je najbolja trasa cjevovoda (širina trase 
B = 5 m) za transport vode (ȡ = 1000 kg/m3, Ȟ = 10-6) i protok od Q = 0,2 m3/s. 
Izabrane su betonske cijevi promjera D = 0,6 m, srednje visine neravnina e = 0,2 mm te 
cijene cc = 137 €/m ([5]). 

Za potrebe analize, osim optimizacije na temelju izvedene funkcije cilja (14) (trasa 
A), dodatno su provedene još i optimizacije uzimajuüi u obzir samo troškove 
instalacije cjevovoda (4) (trasa B) te uzimajuüi u obzir samo troškove eksploatacije 
cjevovoda (12) (trasa C). Dobiveni rezultati prikazani su na Sl. 2. 
 

 
Sl. 2. Izgled domene i dobivene trase cjevovoda; konvergencija optimizacijskog postupka 

  
Iz dobivenih rezultata vidljivo je da izraþunata optimalna trasa (trasa A) uspješno 

prati teren i izbjegava skupe prepreke te se u tom smislu þini kao razumno rješenje. 
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Oþekivano, trasa B zanemaruje troškove savladavanja visinske razlike duž trase, a trasa 
C prolazi skupljim i tehniþki zahtjevnijim dijelovima terena. Sukladno tome, ukupni 
troškovi (14) za trase B i C prelaze troškove optimalne trase A: f(xA) = 1,371·106 €; 
f(xB) = 5,516·106 €; f(xC) = 1,473·106 €. 

Imajuüi na umu veliku dimenziju problema (49 optimizacijskih varijabli), može se 
primijetiti da je konvergencija optimizacijskog postupka vrlo brza (Sl. 2), što upuüuje 
na zakljuþak o zaista visokoj uþinkovitosti izabrane optimizacijske metode. 
 
5 ZAKLJUýAK 
 

Osim što se opisana metodologija odreÿivanja optimalne trase cjevovoda pokazala 
uspješnom, iz dobivenih rezultata je vidljivo da uzimanjem u obzir samo troškove 
instalacije ili samo troškove eksploatacije dolazimo do bitno razliþitih rješenja, što 
upuüuje na korist od projektiranja trase cjevovoda na temelju svih poznatih troškova. 

Iz problema odreÿivanja optimalne trase neizbježno proizlazi velikih broj 
optimizacijskih parametara, za što se Particle Swarm Optimization pokazala kao 
adekvatna i vrlo uþinkovita optimizacijska metoda. 

Ovdje korištena metodologija mogla bi se unaprijediti u više smjerova: (a) izraþun 
troškova izgradnje cjevovoda mogao bi se proširiti specifikacijom pojedinih 
graÿevinsko-instalacijskih troškova, kao i zasebnim tretiranjem troškova savladavanja 
razliþitih prirodnih i infrastrukturnih prepreka, (b) hidrauliþki proraþun trebalo bi 
proširiti dopuštanjem upotrebe sifonskog efekta (koji može znantno smanjiti troškove 
rada cjevovoda) te provjerom na potlaþne zone, (c) moguünosti za definiranje 
geometrije trase cjevovoda mogu se proširiti upotrebom koljena (zavoja), kao i 
varijabilnim brojem segmenata, (d) za definiranje trase moglo bi se koristiti spline 
funkcije, što bi smanjilo broj optimizacijskih parametara. 

Opisana metodologija mogla bi se uz manje preinake i proširenja primijeniti na 
sliþne tehniþke probleme, kao što su odreÿivanje trase prometnica, dalekovoda i sliþno. 
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O BEZMREŽNOM MODELIRANJU HETEROGENIH 
MATERIJALA   

(8pt)  
Jalušiü, B., Jarak, T. & Soriü, J. 

 
Sažetak: U radu je izložen pregled bezmrežnih metoda za numeriþko modeliranje heterogenih 
materijala pri þemu je posebna pažnja posveüena spajanju podruþja s razliþitim materijalnim 
svojstvima. Opisane su metoda Lagrangeovih multiplikatora, metoda skoþnih funkcija, 
modificirane aproksimacijske sheme i metoda direktnog zadovoljavanja Dirichletovih i 
Neumannovih rubnih uvjeta, te je dan kritiþki osvrt na njihovu numeriþku uþinkovitost. 
Predstavljen je koncept bezmrežne mješovite kolokacijske metode.  
 
Kljuþne rijeþi: bezmrežne metode, modeliranje spoja, heterogeni materijali  

(11pt)  
1 UVOD 

  (8pt)  
Jedna od prednosti bezmrežnih numeriþkih metoda u odnosu na metodu konaþnih 
elemenata (MKE) je jednostavno definiranje aproksimacijskih funkcija visokog stupnja 
kontinuiteta na razini modela bez upotrebe globalnih geometrijskih mreža. Iako je to  
povoljno svojstvo pri rješavanju problema kao što su analiza savijanja tankih ploþa i 
ljusaka ili modeliranje materijala s razmatranjem gradijenta deformacije [13], visok 
stupanj kontinuiteta bezmrežnih funkcija uzrokuje poteškoüe u rješavanju problema s 
diskontinuitetom derivacija nepoznatih veliþina polja. Tako se pri modeliranju 
heterogenih materijala na granicama dijelova modela s razliþitim homogenim 
svojstvima javljaju diskontinuiteti u polju deformacija. Modeliranje takvih materijala 
pomoüu bezmrežnih metoda stoga zahtijeva primjenu posebnih numeriþkih postupaka 
koji osiguravaju globalni kontinuitet aproksimacijske funkcije nepoznate veliþine polja 
(npr. pomaci ili temperatura), ali i nagli skok u njenim derivacijama na samom spoju 
[3,5]. Nepovoljno svojstvo bezmrežnih metoda je složeno izraþunavanje funkcija 
oblika i njenih derivacija te numeriþki neuþinkovita  integracija, što se može ublažiti 
primjenom mješovitog pristupa [2,9]. Pregled najþešüih postupaka za modeliranje 
diskontinuiranih derivacija veliþina polja u bezmrežnim metodama, zajedno s kritiþkim 
osvrtom na njihovu numeriþku uþinkovitost pri modeliranju heterogenih materijala, 
prikazan je u poglavlju 2. U 3. poglavlju predstavljena je ideja za mješovitu bezmrežnu 
kolokacijsku metodu za modeliranje heterogenih materijala. 

 
2 OPISIVANJE DISKONTINUITETA PRI MODELIRANJU 
HETEROGENIH MATERIJALA POMOûU BEZMREŽNIH METODA 

  (8pt)  
Na slici 1 shematski je prikazano dvodimenzijsko (2D) tijelo naþinjeno od heterogenog 
materijala koje zauzima podruþje :  omeÿeno globalnom granicom * . Krivulja s*  
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predstavlja granicu izmeÿu dva podruþja �:  i �:  s razliþitih homogenim materijalnim 
svojstvima. s*  dijeli :  tako da vrijedi � �:  : � :  i � �*  * � * .  

 

 

 
Sl. 1. Dvodimenzijski heterogeni materijal  

 
Prilikom modeliranja heterogenih materijala pomoüu bezmrežnih metoda, potrebno je 
zbog visokog stupnja kontinuiteta aproksimacijskih funkcija primijeniti posebne 
procedure za opisivanje diskontinuiteta u polju deformacija, odnosno derivacija 
aproksimacijske funkcije za pomake duž s* . Istodobno, polje pomaka treba biti 
kontinuirano po : . Trenutno najznaþajniji takvi postupci navedeni su u tablici 1, 
zajedno sa svojim komparativnim prednostima i nedostacima. 

 
2.1 Metoda Lagrangeovih multiplikatora 
Metoda Lagrangeovih multiplikatora koristi se uglavnom u bezmrežnim formulacijama 
temeljenim na slabom obliku jednadžbi ravnoteže [3,6]. Heterogeno tijelo promatra se 
kao unija odvojenih homogenih podruþja i po svakom od njih diskretizacija se provodi 
zasebno, ukljuþujuüi i aproksimaciju nepoznatih veliþina polja. Za spajanje spomenutih 
podruþja koriste se uvjeti kontinuiteta koji za polje pomaka na granici s*   glase  

                                             
s

( )d 0i iu uO � �

*

� *  ³ .                          (1) 

U relaciji (1) O  je Lagrangeov multiplikator, a iu�  i iu�  predstavljaju  pomake u �: , 
odnosno �: . Lagrangeovi multiplikatori fizikalno se mogu interpretirati kao 
površinske sile potrebne za nametanje kontinuiteta pomaka. 
 
2.2 Metoda skoþnih funkcija 
Metoda skoþnih funkcija (jump functions) temelji se na proširenju aproksimacijske 
funkcije prikladnom “skoþnom funkcijom” � �j x< , definiranom lokalno u podruþju 

oko granice s* . Aproksimacijska funkcija pomaka opisuje se preko cijelog 
heterogenog tijela kao  

   � � � � � �
s

1

n
h m j

j
j

u x u x q x
*

 

 � <¦ ,                         (2) 
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gdje se � �mu x  odnosi na neku od standardnih bezmrežnih aproksimacijskih funkcija, a 
jq  predstavlja amplitudu skoþne funkcije. Skoþnu funkciju � �j x<  potrebno je 

konstruirati tako da su aproksimacija (2) i njena prva derivacija kontinuirane svugdje u 
:�* , osim na s* , gdje prva derivacija � �hu x  mora biti diskontinuirana. 
 
2.3 Modificiranje baznih funkcija  
U ovom pristupu odabiru se bazne funkcije standardnih bezmrežnih aproksimacija tako 
da se na s*  dobije njihov diskontinuitet derivacija. U [12] je za jednodimenzijski (1D) 
problem umjesto standardne linearne metode pomiþnih najmanjih kvadrata (moving 
least squares, MLS) definirana bilinearna MLS aproksimacijska funkcija koja ima 
diskontinuiranu derivaciju na granici 

s
x*   

    � � � �
s s s s1 2( ) za , ( ) zah hu x a b x x x x u x a c x x x x* * * * � �  d  � �  !p a p a ,    (3) 

gdje su 
s1 1 0x x*ª º �¬ ¼p  i 

s2 1 0 x x*ª º �¬ ¼p  vektori baznih funkcija. 

Koeficijenti � � � � � �a x b x c x ª º¬ ¼a  odreÿuju se minimiziranjem težinskog 
funkcionala, sliþno kao i kod standardne MLS aproksimacije [12]. 

 
2.4 Direktno zadovoljavanje Dirichletovih i Neumannovih rubnih uvjeta 
Metoda direktnog zadovoljavanja rubnih uvjeta na s*  zbog svoje jednostavnosti þesto 
se primjenjuje u bezmrežnim metodama. Heterogeno tijelo promatra se kao unija 
odvojenih homogenih podruþja, sliþno kao u metodi Lagrangeovih multiplikatora. Na 
granici s*  diskretizacija se vrši pomoüu dvostrukih þvorova, odnosno pozicije þvorova 
koji pripadaju podruþjima �:  i �:  se meÿusobno poklapaju. U svakom od þvorova na 

s*  postavlja se kontinuitet pomaka i reciproþnosti vektora naprezanja  
        0, 0i i i iu u t t� � � ��  �  .                       (4) 

 
3 MJEŠOVITA BEZMREŽNA KOLOKACIJSKA METODA ZA 
MODELIRANJE HETEROGENIH MATERIJALA  

  (8pt)  
Sve dostupne bezmrežne metode za modeliranje heterogenih materijala temeljene su na 
metodi pomaka (primarne metode) u kojima je potrebno izraþunavati derivacije 
bezmrežnih funkcija drugog reda, što poveüava raþunalne troškove i smanjuje toþnost i 
stabilnost. Numeriþku uþinkovitost moguüe je poveüati primjenom mješovitog pristupa 
[2,9] koji se može primijeniti i za modeliranje heterogenih materijala. 

Jednadžbe za sustav prema slici 1 su jaki oblici 2D jednadžbi ravnoteže koje moraju 
biti zadovoljene u svim þvorovima unutar : , koje je podijeljeno na �:  i �:  
   

, ,
0, unutar , 0, unutarj ji iij X ij X

ı b ı b� � � � � ��  : �  : .      (5) 

Jednadžbe (5) moraju zadovoljavati rubne uvjete propisane na vanjskoj granici w:  
 u u, na , , nai i i iu u u u� � � � � � *  * ,    (6) 
                               +

t t, na , , nai ij j i i ij j it n t t n t� � � � � � � � �  *   *V V           (7) 
te rubne uvjete prema (4) na granici s* . 
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Vrijedi da je + +
u u t t

� �w:  * �* �* �* , gdje +
u u u

�*  * �*  oznaþava dio w:  s 
zadanim pomacima iu , dok su na +

t t t
�*  * �*  zadane površinske sile it . 2D 

kontinuum se aproksimira pomoüu dvaju skupova þvorova 1,2,...,I N , i 
1,2,...,M P  gdje su N i P ukupni brojevi þvorova u podruþju �: , odnosno �: . 

Prema mješovitom kolokacijskom postupku iz [9], nepoznate veliþine polja su  
komponente naprezanja i pomaka. Sve nepoznate veliþine aproksimirane su zasebno u 
podruþjima �:  i �: , pri þemu se koriste iste aproksimacijske funkcije za sve 
komponente pomaka i naprezanja. Za �:  vrijedi 

                      � � � � � �� �
1

ˆ
N

h
i J i J

J
u u� �

 

 ¦X XI ,    � � � � � �� �
1

ˆ
N

h
ij J ij J

J

� �

 

 ¦X XV I V ,                   (8) 

gdje JI  predstavlja 2-D þvorne funkcije oblika za þvor J, a � �ˆi J
u�  i � �ˆ ij J

�V  pripadne 

þvorne vrijednosti za pomake i naprezanja. Analogno su aproksimirani pomaci i 
naprezanja po podruþju �: . Diskretizacijom jednadžbi (4)-(7), pomoüu aproksimacija 
(8) dobiva se nerješivi sustav jednadžbi jer je ukupni broj nepoznatih þvornih 
naprezanja i pomaka veüi od broja raspoloživih jednadžbi. Stoga se u svim þvorovima 
uvode konstitutivne relacije  

 � � � � � �� � � � � � � �� �, , , ,

1 1ˆ ˆ,
2 2i j j i i j j i

h h h h
ij ijkl ij ijklJ J

C u u C u uV V� � � �� � � � �  � ,      (9) 

iz kojih je moguüe izraþunati þvorna naprezanja pomoüu aproksimiranih pomaka iz (8). 
,ijkl ijklC C� �  u jednadžbi (9) predstavljaju komponente materijalnih tenzora u �:  i �: . 

Eliminacijom þvornih naprezanja, dobiva se zatvoreni sustav linearnih algebarskih 
jednadžbi u kojima se kao nepoznanice javljaju samo þvorni pomaci. (8pt 
 
4 ZAKLJUýAK 

  (8pt)  
U radu je dan pregled numeriþkih postupaka za modeliranje diskontinuiteta  derivacija 
aproksimacijskih funkcija u bezmrežnim metodama, s primjenom na modeliranje 
heterogenih materijala. Njihovom usporedbom može se zakljuþiti da je direktna 
metoda trenutno najpogodnija zbog svoje jednostavnosti i numeriþke uþinkovitosti. 

Osim toga predstavljen je koncept mješovite bezmrežne kolokacijske metode 
namijenjene modeliranju heterogenih materijala. Opisana strategija pogodna je za 
implementaciju direktne metode za opisivanje diskontinuiteta na granicama podruþja s 
razliþitim homogenim materijalnim svojstvima. Na temelju iskustva autora i rezultata 
iz dostupne literature, oþekuje se da üe primjena predloženog mješovitog pristupa biti 
znatno toþnija od sliþnih metoda temeljenih na metodi pomaka. 
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MODELIRANJE NESIGURNOSTI U SREDNJE-
FREKVENCIJSKOM PODRUýJU 

 
Jokiü, M., Ji, L. 

 
Sažetak: Dinamiþko ponašanje konstrukcije gdje su u istom frekvencijskom podruþju prisutne 
deformacije kratkih valnih duljina i velike gustoüe formi vibriranja, te dugih valjnih duljina i 
jasno odvojenih formi vibriranja naziva se srednje-frekvencijskim ponašanjem. Analiza takvog 
ponašanja metodom konaþnih elemenata zahtjeva vrlo finu mrežu, a niti tada ne daje pouzdane 
rezultate radi osjetljivosti vibracija kratkih valnih duljina na nesigurnosti modela. Statistiþke 
metode nisu podesne radi vibracija dugih valnih duljina, koje su u naþelu deterministiþke. Iz tih 
razloga, razvijen je niz hibridnih metoda koje, uz prihvatljivu raþunalnu složenost, dobro 
opisuju prosjeþno dinamiþko ponašanje. Ovaj rad predstavlja poopüenje modalne hibridne 
metode gdje se, uz prosjeþno dinamiþko ponašanje, odreÿuje matematiþki model nesigurnosti. 
Rezultat je matematiþki model podesan za sintezu sustava robustnog upravljanja, þime se 
doprinosi robustnoj regulaciji vibracijskih i vibro-akustiþkih sustava s srednje-frekvencijskim 
ponašanjem. 
 
Kljuþne rijeþi: Modeliranje nesigurnosti, srednje-frekvencijsko podruþje 

 
1 UVOD 

 
Srednje-frekvencijsko vibracijsko ponašanje konstrukcije definiramo kao dinamiþko 
ponašanje pri kojemu su u istome frekvencijskome podruþju prisutne deformacija 
kratkih valnih duljina i velike gustoüe formi vibriranja, te deformacije dugih valnih 
duljina i jasno odvojenih formi vibriranja . Ovakvo ponašanje susreüemo kod složenih 
konstrukcija sastavljenih od krutih i fleksibilnih konstrukcijskih elemenata, poput 
rebrima ojaþanih ploþastih konstrukcija, karoserija osobnih automobila, trupova 
þeliþnih brodova, itd. Isto tako, srednje-frekvencijsko ponašanje svojstveno je vibro-
akustiþkim sutavima gdje je prisutan nesrazmjer u valnim duljinama konstrukcije i 
akustiþkog medija – brojni primjeri ukljuþuju akustiku sobe s deformabilnim zidovima, 
vibracije trupa broda uronjenog u fluid, itd. 

Opisana svojstva predstavljaju poteškoüe pri numeriþkim simulacijama sustava sa 
srednje-frekvencijskim ponašanjem [1, 8]. Komponente sustava s kratkim valnim 
duljinama i visokom gustoüom formi vibriranja su u naþelu stohastiþke. Nažalost, 
prisutnost (u naþelu deterministiþkih) komponenti s dugim valnim duljinama 
onemoguüava primjenu stohastiþkih metoda poput SAE [9] (eng. statistical energy 
analysis) za numeriþko modeliranje cijelog sustava. Naime, za primjenu SAE nužno je 
da je cijeli sustav ''dovoljno stohastiþan'', što ovdje nije sluþaj. 

S druge strane, primjena metode konaþnih elemenata (MKE) zahtjeva vrlo finu 
mrežu radi prisutnosti deformacija kratkih valnih duljina, þime se znatno poveüava 
raþunalna složenost modela. Isto tako, dinamiþko ponašanje komponenti s kratkim 
valnim duljinama je vrlo osjetljivo na greške modeliranja (npr. idealizirani rubni uvjeti 
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i spojevi pojedinih dijelova konstrukcije) i u naþelu je stohastiþko, tako da þak i 
primjenom MKE s vrlo detaljnim modelom dobivamo samo jedno od (velikog broja 
moguüih) dinamiþkih ponašanja konstrukcije. 

Radi prevladavanja gore navedenih poteškoüa, tijekom zadnjeg desteljeüa razvijen 
je niz ''hibridnih'' metoda podesnih za analizu sustava sa srednje-frekvencijskim 
ponašanjem [4—7,11—13]. Napominjemo da citirani pristupi, najþešüe kombinacijom 
deterministiþkih i stohastiþkih metoda, raþunaju prosjeþan dinamiþki odziv sustava. 
Svega nekolicina pristupa (npr. [7] gdje se uz prosjeþan dinamiþki odziv raþuna i 
varijanca dinamiþkog odziva) daju dodatne informacije o nesigurnosti dinamiþkog 
sustava. 

S druge strane, robustna regulacija vibracijskih ili vibro-akustiþkih sustava [10] 
temelji se na ''worst-case'' utjecaju nesigurnosti na dinamiþki sustav. Sukladno tome, 
nesigurnosti dinamiþkog sustava nužno moraju biti modelirane na odgovarajuüi naþin 
[2, 3], a navedene hibridne metode nam ne daju dovoljno informacija za takvo 
modeliranje. 

U ovom radu predstavljamo istraživanje na modeliranju dinamiþke nesigurnosti 
odziva sustava sa srednje-vibracijskim ponašanjem, i to na primjeru konstrukcije koje 
se sastoji od rebrom ojaþane kvadratne ploþe. Pritom koristimo “mode-based“ pristup 
[6] za izraþun prosjeþnog dinamiþkog odziva, uz redukciju reda modela i Monte Carlo 
pristup za odreÿivanje dinamiþke nesigurnosti. Nadalje, pokazujemo kako rezultirajuüi 
matematiþki model formulirati u oblik podesan za robustnu regulaciju vibracija. 

 
2 NUMERIýKI PRIMJER MODELIRANJA NESIGURNOSTI 

 
Konstrukcije koju razmatramo sastoji se od kvadratne ploþe oslonjene na rubovima i 
ojaþane gredom, kako je to prikazano na Sl. 1. Ploþa i greda izraÿeni su od polimera, 
modula elastiþnosti 4,4 GPa, Poissonovog koeficijenta 0,38 i gustoüe 1152 kg m-3. 
Duljina ploþe je 2 m, širina 0,9 m, a debljina ploþe može varirati izmeÿu 3 i 7 mm. 
Greda je pravokutnog popreþnog presjeka visine 4 cm, širine 3 cm i duljine 2 m, i 
priþvršüeno je za ploþu tako da je x1 = 2 cm, y1 = 30 cm, ș = 10° (vidi Sl. 1). 

Vibracije opisane konstrukcije posljedica su harmonijske uzbudne sile koja djeluje 
na gredu, okomito na ploþu, i to na udaljenosti ȟ = 73 cm od kraja grede. Kao kriterij 
vibracijskog ponašanja uzimamo pomak okomit na ploþu na mjestu djelovanja sile. 
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Sl. 1. Ploþa ojaþana gredom 

 



71 

2.1 Numeriþki model i dinamiþka analiza konstrukcije 
Ploþu ojaþanu gredom smo opisali diskretiziranim modelom korištenjem programskog 
paketa za MKE. Model ploþe se sastoji od 14732 ploþasta konaþna elementa, dok smo 
gredu opisali pomoüu 167 grednih elemenata. Modeli ploþe i grede smo povezali 
pomoüu svih (translacijskih i rotacijskih) stupnjeva slobode þvorova grede. 

Analizom formi vibriranja, i to zasebno za gredu i za ploþu, dobivamo da greda ima 
27 formi vibriranja (prvih 6 su pomaci krutog tijela) u rasponu od 0 Hz do 1000 Hz, 
dok ploþa ima 271 formu vibriranja u navedenom rasponu. Drugim rijeþima, 
konstrukciji sastavljenoj od ploþe i grede prema Sl. 1 svojstveno je srednje-
frekvencijsko ponašanje u širokom frekvencijskom podruþju. 

Proveli smo analizu frekvencijskog odziva (vidi Sl. 2) opisanog sustava s jednim 
ulazom (hramonijska sila) i jednim izlazom (pomak na mjestu sile), i to zasebno za 
gredu (puna crta na Sl. 2) i zasebno za ploþu ojaþanu gredom uz varijacije debljine 
ploþe (isprekidane crte na Sl. 2). Iz analize frekvencijskih odziva zakljuþujemo 
sljedeüe: 

1. frekvencijskim odzivom sastavljene konstrukcije (ploþa i greda) i dalje 
dominiraju vlastite forme grede, 

2. rezonancije u frekvencijkom odzivu sastaljavljene konstrukcije su nižih 
frekvencija od odogovarajuüih vlastitih formi grede i osjetljive su na 
perturbacije u debljini ploþe (nesigurne su), 

3. u podruþju niskih frekvencija, gdje je frekvencijski odziv najveüi, vlastite forme 
grede nisu meÿusobno spregnute nakon spajanja s ploþom. 

Temeljem navedenih zakljuþaka smatramo da se, barem u podruþju nižih 
frekvencija, dinamiþko ponašanje sastavljene konstrukcije može opisati 
matematiþkim modelom koji þine nominalni modeli pojedninih formi vibriranja, 
spregnutih s nesigurnim dinamiþkm modelima. U nastavku dajemo primjer takvog 
matematiþkog modela za prvu formu vibriranja. 
 

 
Sl. 2. Frekvencijski odzivi grede i sastavljene konstrukcije 
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2.2 Modeliranje nesigurnosti sustava 
Pojedine forme vibriranja opisujemo nominalnim linearnim dinamiþkim sustavom s 
aditivnom dinamiþkom nesigurnosti, kako je to prikazano na Sl. 3. Nominalni sustav 
oznaþen je s G, dinamiþka nesigurnost s ' , a Wf je težinski frekvencijski filter. 
Dinamiþka nesigurnost zadovoljava uvjet 1' d , a težinski filter je odabran tako da 
serijski spoj Wf i '  opisuje najveüu moguüu grešku odziva stvarnog sustava u odnosu 
na odziv nominalnog sustava. 

 

 
Sl. 3. Model aditivne nesigurnosti pojedinih formi vibriranja 

 
Za prvu formu vibriranja, nominalni sustav smo opisali linearnim dinamiþkim 

sustavom s dvije variable stanja, a njegov odziv smo izraþunli “mode-based“ 
pristupom [6]. Težinski filter smo konstruirali tako da u frekvencijskom podruþju prve 
forme vibriranja obuhvatimo sve moguüe greške stvarnog odziva sustava spram 
nominalnog sustava. Pritom smo koristili korištena Monte Carlo metodu uz redukciju 
reda modela, a rezultirajuüi Wf je eliptiþni filter 3. reda. 

Usporedbu frekvencijskog odziva ovako konstruiranog sustava (puna crta) s 
frekvencijskim odzivima stvarnog sustava (isprekidane crte) smo prikazali na Sl. 4. 

 

 
Sl. 4. Frekvencijski odzivi originalnog sustava i najveüi frekvencijski odziv sustava s 

nesigurnostima 
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3 ZAKLJUýAK 
 

Dinamiþke sustave sa srednje-frekvencijskim ponašanjem možemo toþno opisati 
matematiþkim modelom koji se sastoji od (meÿusobno neovisnih) nominalnih formi 
pojedinih formi vibriranja, a pritom je svaka od navedenih formi u sprezi s dinamiþkim 
modelim nesigurnosti. Pritom polazimo od pretpostavke da forme vibriranja koje 
najviše utjeþu na vibracijski odziv nisu spregnute. Opisani pristup nam omoguüava 
jednostavan izraþun težinskih filtera, rezultira matematiþkim modelom vrlo niskoga 
reda koji vjerno opisuje dinamiþko ponašanje konstrukcije, te je podesan za sintezu 
robustnog sustava upravljanja. 
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UTJECAJ OPTEREûENJA NA BIOMEHANIýKU 
STABILNOST PRIJELOMA DISTALNOG HUMERUSA 

 
Kodvanj J., Sabaliü S., Surjak M. & Pamukoviü F. 

 
Sažetak: Osteoporotiþni prijelomi zauzimaju sve znaþajnije mjesto u sveukupnom morbiditetu 
stanovništva razvijenih zemalja. Veliki broj takvih prijeloma zahtijeva sekundarne zahvate, a 
posljedica toga su kroniþna stanja kao što su bol, funkcionalna i psihosocijalna invalidnost. 
Ekstraartikularni prijelomi distalnog humerusa zahtjevaju drugaþije postupke lijeþenja od 
intraartikularnih prijeloma. Tijekom otvorene repozicije i unutrašnje fiksacije, osobito kod 
višeiverinih ekstraartikularnih prijeloma distalne dijafize i metafize humerusa, zahtijeva se 
adekvatna biomehaniþka stabilnost koštanih ulomaka koja omoguüuje rano postoperativno 
razgibavanje lakatnog zgloba, a time i dobar funkcionalni rezultat. 

U ovom radu je ispitana biomehaniþka stabilnost osteosinteze s ploþicama na zakljuþavanje 
(LCP) i s konvencionalnim rekonstrukcijskim ploþicama s kortikalnim vijcima bez 
zakljuþavanja. Ispitivanja su provedena pri aksijalnom optereüenju i savijanju na umjetnim 
osteoporotiþnim modelima proksimalnog humerusa s osteotomijom koja simulira nestabilnost 
na mjestu prijeloma. Rezultati su pokazali da se kod oba modela najveüi pomaci na frakturnoj 
pukotini pojavljuju u podruþju donjeg anteriornog ruba. 

 
Kljuþne rijeþi: distalni humerus, biomehanika, osteoporoza 

 
1 UVOD 

 
Prijelomi distalnog humerus su rijetki prijelomi, a javljaju se s uþestalošüu od 2-6% 
svih prijeloma. Najþešüe se javljaju kod mlaÿih osoba i osoba starije životne dobi, a 
uzrokovani su padovima, prometnim nezgodama i traumama u industriji. 

Distalni humerus je nastavak tijela humerusa, a najvažniji su djelovi zglobna tijela: 
trohlea (lat. trochlea) i glavica (lat. capitulum). Zbog prirode anatomije (živci, krvne 
žile) prijelomima distalnog humerusa se pristupa sa stražnje strane. Cilj operativnog 
lijeþenja prijeloma je postizanje dovoljne stabilnosti pomoüu implantata, kako bi se 
osiguralo mirovanje koštanih fragmenata i time stvorili uvjeti za cijeljenje prijeloma. 
Prijelomi distalnog humerusa se dijele na zglobne (artikularne) i izvanzglobne 
(ekstraartikularne) prijelome. Stabilnost se u veüini sluþajeva kod obje vrste prijeloma 
operativnim postupkom postiže ploþicama i vijcima, pri þemu ploþice mogu biti 
meÿusobno postavljene u perpendikularnoj ili paralelnoj konfiguraciji (sl. 1). 

Ploþice mogu biti konvencionalne s obiþnim vijcima (rekonstrukcijske ploþice) i 
ploþice na zakljuþavanje (LCP ploþice). LCP ploþice karakterizira aksijalna i angularna 
stabilnost konstrukcije koja je omoguüena þvrstim spojem izmeÿu glave vijka i ploþice 
te se time sprijeþava izvlaþenje vijka i bitno smanjuje moguünost komplikacija koje 
nastaju zbog smanjenja stabilnosti i krutosti konstrukcije. 
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   a)           b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sl. 1. Konfiguracija ploþica: perpendikularna a), paralelna b) 
 
Dosadašnje biomehaniþke studije raÿene su na artikulacionom segmentu, nijedna 

studija nije uþinjena na ekstraartikulacionom segmentu humerusa. Veüina relevantnih 
studija, osobito posljednih godina, zastupa mišljenje kako je paralelna konfiguracija 
znaþajno stabilnija od perpendikulare [2, 4, 5, 7]. 

 
2 MATERIJALI I METODE 

 
Ispitivanje stabilnosti osteosinteze ekstraartikularnog prijeloma distalnog humerusa 
provedeno je na osteoporotiþnim modelima kosti (Synbone AG, Malans, Švicarska). 
Osteotomija koja simulira nestabilnost na mjestu prijeloma uþinjena je 25 mm 
proksimalno od fose olecrani. Duljina frakturne pukotine iznosila je 10 mm. Koštani 
fragmenti u paralelnoj konfiguraciji fiksirani su s þeliþnim rekonstrukcijskim 
ploþicama 3,5 mm i titanskim LCP ploþicama 2,5 mm. Konvencionalne þeliþne ploþice 
s osam rupa postavljene su pomoüu þeliþnih kortikalnih vijaka promjera 3,5 mm, a 
LCP ploþice takoÿer s osam rupa sa samonarezujuüim vijcima na zakljuþavanje od 
titana. Radi lakšeg prihvata i pozicioniranja modela za vrijeme ispitivanja proksimalni 
krajevi modela su zaliveni u þeliþnoj cijevi promjera 48 mm i duljine 50 mm polimetil-
metakrilatom (PMMA) SCS-Beracryl D-28 (Suter – Kunststoffe AG, Švicarska). 

Ispitivanje uzoraka provedeno je kao u posljednim biomehaniþkim studijama [3, 6] 
pri: 
x aksijalnom optereüenju ili anteriornoj defleksiji kod koje je nadlaktica postavljena 

pod kutom fleksije 5° u odnosu na uzdužnu os dijafize humerusa, 
x savijanju ili posteriornoj defleksiji pri þemu je nadlaktica flektirana pod kutom od 

75° u odnosu na uzdužnu os dijafize humerusa, 
x postraniþnom ili varusnom optereüenju kod kojega je optereüenje narinuto 

postraniþno na radijalni kondil. 
Naþini optereüivanja uzoraka prikazani su na sl. 2. Za kvazi-statiþko ispitivanje 

uzoraka korištena je kidalica Beta 50-5 (Messphysik, Austrija), a pomaci koštanih 
fragmenata tijekom ispitivanja mjereni su optiþkim mjernim sustavom Aramis (GOM 
mbH, Njemaþka). Prije samog mjerenja na površinu anteriorne strane modela nanesen 
je stohastiþki uzorak (raster) izrazitoga kontrasta, koji tijekom optereüivanja prati 



77 

promjene oblika mjernog objekta, odnosno pomake na njegovoj površini. Za odabrani 
mjerni volumen sustav je kalibriran odgovarajuüim kalibracijskim objektom [1]. 

Modeli s rekonstrukcijskim i LCP ploþicama su kod sva tri optereüenja ispitana s tri 
ponavljanja. Sva ispitivanja provedena su do loma uzorka.  

 
 a)       b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sl. 2. Optereüenje ispitnih modela: savijanje a), aksijalno optereüenje b), postraniþno 
optereüenje c) 

 
 REZULTATI I ZAKLJUýAK 

 
Na sl. 3 prikazan je dijagram sila – pomak za model s rekonstrukcijskim ploþicama pri 
savijanju. Krutost u elastiþnom podruþju dobivena iz dijagrama sila – pomak za sve 
ispitne uzorke prikazana je u tab. 1. 
 

Tab. 1. Krutost modela u elastiþnom podruþju 

  Krutost  N/mm 
Uzorak Rekonstrukcijska ploþica LCP ploþica 

  Savijanje Aksijalno Postraniþno Savijanje Aksijalno  Postraniþno  
1 7,25 260,30 6,99 6,53 437,26 6,02 
2 8,69 276,24 7,29 6,23 340,98 7,48 
3 7,57 239,52 7,84 7,12 375,69 6,17 

Sred. 
vrijed. 7,84 258,69 7,37 6,63 384,64 6,56 

St. 
devijacija 0,76 18,41 0,43 0,45 48,76 0,80 
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Sl. 3. Dijagram sila – pomak za model s rekonstrukcijskim ploþicama pri savijanju 

  
Rezultati za krutost dobiveni iz podataka od kidalice u elastiþnom podruþju 

pokazuju da rekonstrukcijska ploþica ima veüu krutost pri savijanju i postraniþnom 
optereüenju. Kod savijanja krutost modela s LCP ploþicama iznosi 85%, a kod 
postraniþnog optereüenja 89% krutosti modela s rekonstrukcijskim ploþicama. Znatno 
veüa razlika u krutosti je nastala pri aksijalnom optereüenju, pri kojem krutost modela s 
rekonstrukcijskim ploþicama iznosi 67% krutosti LCP modela. 

 

 
Sl. 4. Promjena duljine frakturne pukotine kod LCP modela pri aksijalnom optereüenju 
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Pri ispitivanju mjerena je i promjena duljine pukotine mjernim sustavom Aramis. 
Na sl. 4 prikazani su rezultati za LCP ploþicu pri aksijalnom optereüenju. Iz rezultata je 
vidljivo da je rekonstrukcijska ploþica bolja kod savijanja i postraniþnog optereüenja, 
dok je promjena duljine pukotine manja kod modela s LCP ploþicama. Kod oba 
modela najveüi pomaci na frakturnoj pukotini pojavljuju se u podruþju donjeg 
anteriornog ruba. 

Iz ovih rezultata je vidljivo da prednost ploþice na zakljuþavanje najviše dolazi do 
izražaja pri aksijalnom optereüenju. Zbog veze glave vijka s ploþicom preko navoja 
sustav ploþica-vijci predstavlja kruti sklop i ne dozvoljava pomak ploþice neovisno o 
vijcima što je sluþaj kod konvencionalnih ploþica bez zakljuþavanja. 

Razlike u svojstvima izmeÿu modela s rekonstrukcijskim i LCP ploþicama postoje, 
meÿutim one su u granicama koje zadovoljavaju uvjete dovoljne biomehaniþke 
stabilnosti u vremenu koje je uobiþajeno za cijeljenje prijeloma u toj regiji. 
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STABILNOST OSTEOSINTEZE PLOýICOM KOD 
PRIJELOMA PROKSIMALNOG HUMERUSA 

 
Kodvanj, J., Surjak, M. & ûurko, D. 

 
Sažetak: Starenje stanovništva dovodi do sve veüeg broja osteoporotiþnih oboljenja kostiju, 
poglavito u starijih osoba.  
Osteosinteza ukljuþuje spajanje i unutarnju fiksaciju koštanih fragmenata nakon frakture 
pomoüu implantanata napravljenih od biokompatibilnih materijala, s ciljem cijeljenja kosti. Od 
svoje pojave, osteosintetske ploþice na zakljuþavanje pokazale su se boljima u odnosu na 
konvencionalne osteosintetske ploþice, jer osiguravaju veüu biomehaniþku stabilnost koštanih 
ulomaka te pridonose oþuvanju biološkog integriteta kosti što rezultira bržim i boljim 
cijeljenjem prijeloma. 

U ovom radu ispitana je biomehaniþka stabilnost osteosinteze s Philos ploþicom (Synthes, 
Švicarska) i novokonstruiranom ploþicom na zakljuþavanje tvrtke Zrinski AG (Njemaþka). 
Eksperimentalna ispitivanja provedena su za ekstraartikularni prijelom proksimalnog humerusa 
na osteoporotiþnim umjetnim kostima s osteotomijom u podruþju kirurškog vrata humerusa, te 
na osteoporotiþnim i neosteoporotiþnim kostima bez osteotomije, kod aksijalnog optereüenja i 
abdukcije. Pomaci i deformacije odreÿeni su pomoüu korelacije digitalne slike (DIC- Digital 
Image Correlation). 
 
Kljuþne rijeþi: biomehanika; osteoporoza; proksimalni humerus; ploþica na zakljuþavanje 
 
1 UVOD 

 
Produljenjem životnog vijeka ljudi dolazi do rastuüe pojave starenja stanovništva. 
Sukladno tome, dolazi do znaþajnog porasta populacije zahvaüene osteoporozom. 
Osteoporoza, kao bolest koštanog tkiva koja zahvaüa prvenstveno stariju populaciju, 
þini kosti krhkijima tako da i najmanja sila može izazvati prijelom [5]. Veüina 
osteoporotiþnih prijeloma zahtijeva sekundarne zahvate što podrazumijeva zahtjevno, 
dugotrajno i skupo lijeþenje. Frakture proksimalnog humerusa spadaju u najþešüe 
osteoporotiþne traume, i njihov broj je u stalnom porastu. Unatoþ napretku operacijske 
tehnike, komplikacije za vrijeme operacije ili nakon nje, te broj loše sraslih prijeloma 
proksimalnog humerusa je znaþajan. 

 Takvi prijelomi se danas operativno lijeþe s ploþicama na zakljuþavanje, obiþnim 
anatomskim prilagoÿenim ploþicama i kod pojedinih vrsta prijeloma intramedularnim 
þavlima [3, 4]. Kod upotrebe ploþica na zakljuþavanje koriste se posebno oblikovani 
vijci koji imaju glave s navojem te su þesto samonarezujuüi, što uklanja potrebu za 
narezivanjem navoja u samoj kosti. 

Cilj ovog istraživanja je odreÿivanje krutosti osteosinteze Philos ploþicom, odnosno 
novokonstruiranom ploþicom, pri statiþkom optereüenju  

 



82 

 
2 EKSPERIMENTALNO ISPITIVANJE 

 
Eksperimentalno ispitivanje statiþke izdržljivosti osteosinteze ploþicama na 
zakljuþavanje kod prijeloma proksimalnog humerusa provedeno je s dvije vrste ploþica 
na zakljuþavanje: Philos ploþicama (Synthes, Švicarska), sl. 1 a), koje su služile za 
usporedbu kao referentne i novokonstruiranim ploþicama na zakljuþavanje tvrtke 
Zrinski AG, sl. 1 b). Na umjetnu osteoporotiþnu kost (Synbone, Švicarska), svaka 
ploþica fiksirana je pomoüu sedam vijaka na zakljuþavanje.  
 
                        a)                     b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Sl. 1. Ploþice na zakljuþavanje fiksirane na umjetnu kost         Sl. 2. Uzorak s osteotomijom 
 

Stabilnost osteosinteze kod obje skupine uzoraka s osteotomijom ispitana je pri 
statiþkom aksijalnom optereüenju i abdukciji pod 25° u odnosu na uzdužnu os kosti 
[2]. 

Ispitana su i po dva modela osteoporotiþne i neosteoporotiþne kosti na kojima nije 
raÿena osteotomija u svrhu odreÿivanja krutosti samih kostiju. Za pravilno 
pozicioniranje modela na kidalici tijekom ispitivanja, modeli su zaliveni u þeliþne 
kalupe (sl. 2.) dimenzija I 48x50 mm, smjesom SCS-Beracryl D-28 (PMMA), (Suter – 
Kunststoffe AG, Švicarska). 
Statiþka ispitivanja pri aksijalnom optereüenju i abdukciji provedena su na statiþkoj 
kidalici Messphysik Beta 50-5 na koju su ispitni uzorci postavljeni pomoüu posebne 
naprave koja omoguüuje precizno pozicioniranje uzoraka, sl. 3. 
Ekspereimenti su provedeni u elastiþnom podruþju s kontrolom pomaka pri þemu je 
brzina optereüivanja iznosila 1,2 mm/min za sluþaj aksijalnog optereüenja, a 5 mm/min 
prilikom abdukcije. 
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Sl. 3. Optereüivanje ispitnog uzorka i mjerenje pomaka optiþkim sustavom Aramis 
Pomaci koštanih ulomaka koji nastaju tijekom ispitivanja mjereni su optiþkim 

mjernim sustavom Aramis vidljivim na sl. 3. Optiþki sustav Aramis temelji se na 
principu objektnog raster postupka i koristi se za mjerenje promjene oblika u dvije ili 
tri dimenzije u realnom vremenu [1]. Prije mjerenja sustav je kalibriran za 
odgovarajuüi mjerni volumen, a na pripremljene modele nanešen je stohastiþki uzorak 
pomoüu kojeg sustav prati pomake na površini ispitnog uzorka. Uzorci su snimani 
svake sekunde tijekom ispitivanja. Slike dobivene mjerenjem diskretizirane su 
kvadratnim facetama veliþine 15x15 pixela koje predstavljaju mjerne toþke. 
 
3 REZULTATI I ZAKLJýAK 
 
Na sl. 4 prikazano je mjerno podruþje, raspodjela pomaka uzorka s osteotomijom pri 
aksijalnom optereüenju, kao i promjena duljine frakturne pukotine. 
 

 
Sl. 4. Pomaci prikazani pomoüu grafiþkog suþelja programskog paketa Aramis 

 
Uz pomoü podataka o sili i pomaku, dobivenih s kidalice, odreÿena je krutost ispitanih 
uzoraka u elastiþnom podruþju, a usporedba je dana na sl. 5. 
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Sl. 5. Usporedba krutosti ispitanih uzoraka  
Metoda korelacije digitalne slike (DIC) se pokazala jako dobrom metodom za 

odreÿivanje mehaniþkih svojstava medicinskih implantanata. 
Prema oþekivanju najveüu krutost imaju intaktne kosti, dok je kod modela s 

osteosintezom veüa krutost uzoraka sa novokonstruiranom ploþicom kako kod 
aksijalnog optereüenja, tako i kod abdukcije. Kod aksijalnog optereüenja krutost 
modela s Philos ploþicom iznosi 62,5%, a kod abdukcije 71,8% krutosti modela s 
novokonstruiranom ploþicom. Na osnovi dobivenih rezultata može se zakljuþiti da 
novokonstruirana ploþica osigurava bolju biomehaniþku stabilnost koštanih ulomaka 
od Philos ploþice pri statiþkom aksijalnom optereüenju i abdukciji. 

U daljnjem istraživanju planirana je usporedba stabilnosti prikazanih modela pri 
cikliþkom optereüenju, a rezultati dobiveni statiþkim ispitivanjem koristiti üe se za 
definiranje parametara cikliþkih optereüenja 
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ANALIZA PULSIRAJUûEG STRUJANJA U CIJEVI 
 

Korade, I., Virag, Z. & Korbar, R. 
 

Sažetak: U radu je izvedeno analitiþko rješenje za sluþaj pulsirajuüeg laminarnog, nestlaþivog 
strujanja u okrugloj cijevi pod djelovanjem poznatog gradijenta tlaka (zadanog harmonijskom 
funkcijom). Bezdimenzijsko rješenje ovisi o bezdimenzijskom Womerslyjevom broju, koji 
oznaþuje omjer inercijske i viskozne sile. Analiziran je utjecaj Womerslyjeva broja na protok i 
smiþno naprezanje na stijenci cijevi. Zakljuþuje se da su pri niskim vrijednostima 
Womerslyjeva broja (kad je utjecaj viskoznosti veüi) sile tlaka uravnotežene uglavnom 
viskoznim silama, a pri visokim vrijednostima Womerslyjeva broja uravnotežene uglavnom 
inercijskim silama. Poveüanjem Womerslyjeva broja dolazi do smanjenja amplituda smiþnog 
naprezanja i protoka.  
 
Kljuþne rijeþi: strujanje u cijevi, pulsirajuüe strujanje, Womerslyjev broj 

 
1 UVOD 

 
Strujanje krvi u krvožilnom sustavu je izrazito pulsirajuüeg karaktera. Krvne žile su 
elastiþne odnosno viskoelastiþne cijevi, promjenjivog promjera i fizikalnih svojstava 
stijenke, te zbog toga ne postoji analitiþko rješenje toga problema. Za objašnjavanje 
pulsirajuüeg strujanja u velikim arterijama u hemodinamici se najþešüe koristi 
analitiþko rješenje koje je još davne 1955. godine izveo Womersly [1] za strujanje 
fluida pod djelovanjem harmonijskog gradijenta tlaka. To rješenje se zasniva na 
pojednostavljenom matematiþkom modelu u kojem je pretpostavljena beskonaþno 
velika brzina širenja tlaþnih poremeüaja (teorija krutog stupca) što ne odgovara 
stvarnosti. Bez obzira na tu þinjenicu model može objasniti prirodu pulsirajuüeg 
strujanja i pulsacije smiþnog naprezanja na stijenci cijevi [2, 3], pri þemu se 
pretpostavka o konaþnoj brzini širenja tlaþnih poremeüaja može naknadno uvesti u 
analizu. 

Prednost pojednostavljenog modela leži u þinjenici da on predstavlja linearnu 
diferencijalnu jednadžbu, što omoguüuje princip superpozicije. Na taj naþin se s 
pomoüu Womerslyjeva rješenja mogu analizirati i stvarno izmjereni vremenski profili 
brzine i tlaka, na naþin da se signali prikažu Fourierovim redom, te se analizira svaka 
frekvencija za sebe. 

U literaturi se može pronaüi Womerslyjevo rješenje za sinusnu promjenu gradijenta 
tlaka, a u sluþaju primjene Fourierove analize, pojavljuje se i kosinusna komponenta. 
Cilj ovoga rada je izvesti Womerslyjevo rješenje za sluþaj obje komponente 
pulsirajuüeg gradijenta tlaka, te saþiniti raþunalni program za raþunanje brzine, protoka 
i smiþnog naprezanja na stijenci u funkciji parametara krvne žile. Ovaj program üe 
þiniti osnovu za analizu pulsirajuüih veliþina u stvarnom krvotoku. 
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2 MATEMATIýKI MODEL 
 

Nestlaþivo strujanje fluida u krutoj cijevi polumjera R, pod djelovanjem harmonijskog 
gradijenta tlaka zadanog jednadžbom: 

� � � �d sin cos
d
p S t C t
x

Z Z � ,     (1) 

uz zanemarenje konvekcijskog þlana opisano je jednadžbom koliþine gibanja, koja 
glasi: 

2

2

1 d
d

u u u p
t r r r x

U P
§ ·w w w

 � �¨ ¸w w w© ¹
.     (2) 

U gornjim jednadžbama su: r, x – radijalna i aksijalna koordinata cilindarskog 
koordinatnog sustava, t – vremenska koordinata, p(x, t) – polje tlaka, Z  – kružna 
frekvencija, S i C – amplitude gradijenta tlaka, U  – gustoüa fluida, � �,u r t  – aksijalna 
brzina i P  – viskoznost fluida. Ovaj model pretpostavlja beskonaþnu brzinu širenja 
tlaþnih poremeüaja, pa zato aksijalna brzina nije funkcija x koordinate. S druge strane, 
tlak nije funkcija r koordinate. Uz zadani gradijent tlaka jednadžba (2) daje 

jednoznaþno rješenje za aksijalnu brzinu uz sljedeüe rubne uvjete: za 0r  : 0u
r
w

 
w

 i 

za r R : 0u  . 
Množenjem jednadžbe (2) brzinom u dobije se jednadžba kinetiþke energije, koja glasi: 

2 d
2 d
u u u pr u

t r r r x
U P

§ ·w w w§ · �¨ ¸ ¨ ¸w w w© ¹© ¹
,     (3) 

gdje svaki þlan ima dimenziju snage po jedinici volumena, a þlan na lijevoj strani 
oznaþuje brzinu promjene kinetiþke energije (snagu inercijske sile), dok þlanovi na 
desnoj strani oznaþuju, redom, snagu viskozne sile (brzinu pretvorbe mehaniþke 
energije u toplinu) i snagu sile tlaka. 
 
 
3 ANALITIýKO RJEŠENJE 

 
Jednadžbu (2) üemo riješiti u frekvencijskoj domeni, pri þemu üemo gradijent tlaka 
prikazati pomoüu kompleksne amplitude (fazora): P̂ S iC � , gdje je 1i  � . U 
tom sluþaju izraz (1) se može prikazati realnim dijelom izraza: 

^ `d ˆ
d

i tp iPe
x

Z �Re .     (4) 

Rješenje za aksijalnu brzinu üemo pretpostaviti u obliku [1]: 

� � � �^ `ˆ, i tu r t U r e Z Re .    (5) 

Uvrštavanjem izraza (3) i (4) u jednadžbu (2) slijedi diferencijalna jednadžba: 
2
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w w
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þiji homogeni dio oznaþuje Besselovu jednadžbu [4, 5]. Rješenje jednadžbe (6) je 
oblika: 

3
4
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ˆˆ iPU CJ r e
SUZ

UZ P
§ ·

 � ¨ ¸¨ ¸
© ¹

,    (7) 

Gdje je C konstanta integracije, � �0J z  oznaþuje Besselovu funkciju prve vrste, nultog 
reda, a z je kompleksni broj. Uvoÿenjem bezdimenzijskog Womerslyjevog broja Wo , 
bezdimenzijskog radijusa y, brzine u0, te parametra /  prema izrazima: 
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te primjenom rubnih uvjeta dobije se konaþno rješenje za aksijalnu brzinu koje glasi: 
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Protok fluida kroz popreþni presjek cijevi 
0
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a smiþno naprezanje na stijenci cijevi w
r R

u
r

W P
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w
 definirano je izrazom: 
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U izrazima (10) i (11) � �1J z  oznaþuje Besselovu funkciju prve vrste, prvog reda, koju 
se može jednostavno izraþunati u programskom paketu Matlab, ili s pomoüu 
algoritama danih u [4]. Za izraþun vrijednosti brzine, protoka i smiþnih naprezanja u 
ovom se radu koristi programski paket Matlab. Jednom kad se odredi polje brzine, 
mogu se numeriþkom integracijom jednadžbe (3) po presjeku, odrediti snage pojedinih 
sila, tako da je snaga pP  sile tlaka i snaga iP  inercijske sile: 
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a snaga viskoznih sila 
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4 ANALIZA RJEŠENJA 
 

Iz rješenja postavljenog problema je jasno da üe brzina strujanja fluida zavisiti od 
gradijenta tlaka i Womerslyjeva broja. Ovdje üemo u svim primjerima imati isti 
gradijent tlaka (zadan sa S=1 Pa/m i C=0 ), a mijenjat üemo vrijednosti Womerslyjeva 
broja pri þemu on poprima vrijednosti: Wo=1, 2, 4 i 8. Rezultati proraþuna 
(bezdimenzijski protok, prema jednadžbi (9) i bezdimenzijsko smiþno naprezanje 
prema jednadžbi (10)) su prikazani na slici 1 u funkciji kuta tD Z  (za jedan period).  
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Sl. 1. Promjena protoka i smiþnog naprezanja unutar jednog perioda, za razliþite Wo brojeve 
 

Fizikalno je jasno da Womerslyjev broj oznaþuje odnos inercijske sile (uslijed 
lokalnog ubrzanja) i viskozne sile, pa üe niske vrijednosti Wo  broja oznaþavati veliki 
utjecaj viskoznosti (ili mali utjecaj inercijskih sila), dok üe visoke vrijednosti Wo  
broja oznaþavati mali utjecaj viskoznosti (ili veliki utjecaj inercijskih sila). Prema tome 
može se oþekivati da üe kod niskih vrijednosti Wo broja u ravnoteži biti sile tlaka i 
viskozne sile (jer se inercijske sile mogu zanemariti), dok üe kod visokih vrijednosti 
Wo broja u ravnoteži biti sile tlaka i inercijske sile. 
Kao što je vidljivo iz slike 1, pri Wo=1, u fazi su gradijent tlaka i smiþno naprezanje, 
što oznaþuje ravnotežu sila tlaka i viskoznih sila, dok je kod Wo=8 oþit fazni pomak 
protoka u odnosu na gradijent tlaka od približno 90°, što ukazuje da su u fazi sile tlaka 
i inercijske sile (jer inercijske sile odgovaraju vremenskoj derivaciji protoka, a 
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vremenska derivacija protoka je za 90° pomaknuta u odnosu na sam protok). Sluþaj 
kada Wo teži k nuli, odgovara stacionarnom režimu strujanja, u kojem je amplituda 
bezdimenzijske vrijednosti smiþnog naprezanja jednaka 2, a amplituda 
bezdimenzijskog protoka jednaka 0,5. Oþito je da s poveüanjem Wo broja (uz zadani 
promjer cijevi i svojstva fluida, to znaþi s poveüanjem frekvencije Z ) dolazi do 
smanjivanja amplitude smiþnih naprezanja i amplitude protoka, što je vidljivo i iz slike 
2(a). Jasno je da je rad inercijske sile unutar jednog takta jednak nuli, pa je prosjeþna 
snaga te sile jednaka nuli. Iz toga slijedi da se prosjeþna snaga sile tlaka 

sr 0

1 d
T

pP P t
T

 ³ , troši iskljuþivo na svladavanje viskozne sile, tj. da se disipira u toplinu. 

Slika 2(b) prikazuje promjenu te snage s Wo brojem, a oþito je da porastom Wo broja 
ta snaga teži k nuli (zbog smanjenja amplituda protoka i smiþnog naprezanja). 
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Sl. 2. (a) Zavisnost smiþnog naprezanja na stijenci o protoku kroz cijev, (b) Zavisnost prosjeþno 

disipirane snage od Wo broja 
 
Slika 3 prikazuje promjene snage sile tlaka, inercijske sile i viskozne sile za 

Wo=1 i Wo=8. Oþito je kod niskog Wo broja snaga viskozne sile približno jednaka 
snazi sile tlaka, što znaþi da se gotovo sva snaga sile tlaka disipira u toplinu, dok kod 
visokog Wo broja snaga inercijske sile slijedi snagu sile tlaka, a snaga viskozne sile 
teži k nuli. 
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Sl. 3. Promjena snaga sile tlaka, inercijske sile i viskozne sile za dva razliþita Wo broja 
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Slika 4 prikazuje profile aksijalne brzine za dva Wo broja. Ponovno se uoþava 
da je pri nižem Wo broju amplituda brzine veüa. 
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Sl. 4. Promjena profila brzine unutar jednog perioda, za dva razliþita Wo broja 
 
5 ZAKLJUýAK 

 
U radu je prikazano analitiþko rješenje pulsirajuüeg, laminarnog, nestlaþivog strujanja 
u okrugloj cijevi pod djelovanjem zadanog gradijenta tlaka (zadanog sinusnom i 
kosinusnom komponentom koja se može pojaviti pri razvoju funkcije gradijenta tlaka u 
Fourierov red). Ilustriran je utjecaj Womerslyjeva broja na brzinu, protok i smiþno 
naprezanje na stijenci cijevi. Zakljuþeno je da su pri niskim vrijednostima 
Womerslyjeva broja sile tlaka uravnotežene uglavnom viskoznim silama, a pri visokim 
vrijednostima Womerslyjeva broja inercijskim silama. Poveüanjem Womerslyjeva 
broja dolazi do smanjenja amplituda smiþnog naprezanja i protoka. Prikazano rješenje 
üe u daljnjem radu biti dobra osnova za analizu stvarnog strujanja krvi u 
cirkulacijskom sustavu. 
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USPOREDBA SHEMA INTERPOLACIJE KVAZI-2D 
MODELA HIDRAULIýKOG UDARA 

 
Korbar, R., Korade, I., & Mustapiü, N. 

 
Sažetak: Najtoþniji model hidrauliþkog udara koji se u praksi koristi je kvazi-dvodimenzijski. 
Ukoliko se za rješavanje tog modela, u okviru metode karakteristika, koristi iskljuþivo 
implicitna shema vremenske interpolacije, postupak rješavanja znatno se skraüuje. Ovdje su 
usporeÿeni rezultati dobiveni korištenjem implicitne i mješovitih shema s eksperimentalnima. 
Implicitna shema pokazala se superiornijom. 
 
Abstract: The most accurate practical model of water hammer is the quasi two-dimensional 
model. The solution procedure for this model becomes substantially shorter, if the implicit time 
interpolation scheme is used within the method of characteristics. Here, the results obtained 
using implicit and mixed schemes are compared with experimental results. The implicit scheme 
proved to be superior. 
 
Kljuþne rijeþi: hidrauliþki udar, interpolacijska shema, nestacionarno strujanje, strujanje u 
cijevi 
 
1. UVOD 
 

Zbog razvitka tehnologije i civilizacije problemi nestacionarnog strujanja fluida 
postaju sve znaþajniji u širokom podruþju, od cjevovoda za transport i opskrbu fluida 
do strujanja u krvožilnom sustavu. Sve þešüe potrebno je obraþunati i gubitke energije, 
tj. uzeti u obzir trenje, a toþnost proraþuna trenja znatno zavisi od složenosti modela 
hidrauliþkog udara. Potrebna toþnost modela odabire se prema potrebama zadatka i 
parametrima ispitivane pojave. Pri odabiru modela hidrauliþkog udara znaþajnu ulogu 
ima brzina proraþuna. Zato se modele u pravilu nastoji maksimalno pojednostaviti. 

Kvazi-dvodimenzijski (2D) model predstavlja najtoþniji model koji se u praksi 
koristi za simulaciju hidrauliþkog udara. Zbog složenosti, najþešüe se koristi za 
verifikaciju jednostavnijih jednodimenzijskih (1D) modela, a rjeÿe za komercijalnu 
simulaciju. Metoda [3] rješavanja kvazi-2D modela hidrauliþkog udara u cijevi brža je 
i jednostavnija od starijih srodnih metoda [4] i [5], ali zahtijeva korištenje implicitne 
sheme vremenske interpolacije radijalne brzine.  

U ovom radu pokazuje se da ograniþavanje na korištenje iskljuþivo implicitne 
sheme ne kvari toþnost rješenja. To se pokazuje usporedbom rješenja dobivenih 
primjenom implicitne i mješovitih shema interpolacije, za dvije situacije hidrauliþkog 
udara za koje postoje eksperimentalni podaci [1]. Pokazalo se i da bezuvjetna 
stabilnost implicitne sheme predstavlja znaþajnu prednost u odnosu na ostale sheme 
koje dovode do nestabilnosti postupka rješavanja. 

 
 



92 

2. MATEMATIýKI MODEL 
 
Kad se uvedu sljedeüe pretpostavke: 
� aksijalna simetrija, 
� 1D polje tlaka, tj. P=P(x,t), 
� zanemariv utjecaj svih konvektivnih þlanova, 
� Boussinesqova hipoteza za turbulentno strujanje, 
jednadžba kontinuiteta i jednadžba koliþine gibanja za nestacionarno strujanje slabo 
stlaþivog fluida u cilindarskim koordinatama glase 
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pri þemu je t=vrijeme; x=koordinata duž osi cijevi; r=radijalna udaljenost od osi cijevi; 
P(x,t)=tlak; u(x,r,t)=aksijalna brzina; v(x,r,t)=radijalna brzina; ȡ=gustoüa; c=brzina 
zvuka; ȣef=efektivna kinematiþka viskoznost (laminarna + turbulentna viskoznost). Uz 
ovaj kvazi-2D model uspješno se u [4] koristi pet-zonski model turbulencije [2], pa je 
isti model turbulencije primijenjen i u ovom radu. 
 
Rubni uvjeti 
Stacionarno strujanje u cijevi predstavlja poþetni uvjet. U radu se koriste þetiri tipa 
rubnih uvjeta: 
1) Spremnik. U cijevi, neposredno uz spremnik pretpostavlja se konstantni tlak P0 i 

radijalna brzina jednaka nuli 
2) Zatvoreni ventil. Aksijalna brzina uz ventil jednaka je nuli. 
3) Stijenka cijevi. Aksijalna i radijalna komponenta brzine jednake su nuli. 
4) Os simetrije. Radijalna brzina i promjena aksijalne brzine u radijalnom smjeru 

jednake su nuli. 
 
3. NUMERIýKA METODA 
 
Kvazi-2D model (1), (2) integrira se metodom karakteristika. Domena (cijev) 
podijeljena je na Nr cilindara razliþite širine (vidi sl. 1a). ývorovi u kojima se raþuna 
aksijalna brzina u smješteni su na sredini cilindara, dok su þvorovi u kojima se raþuna 
radijalna brzina v smješteni na rubovima cilindara. U aksijalnom smjeru podruþje je 
podijeljeno na Nx jednakih koraka duljine ǻx=cǻt (vidi sl. 1b) tako da je Courantov br. 
toþno jednak jedinici. Na sl. 1b) þvorovi su oznaþeni indeksima i, j i n, pri þemu 
i=indeks radijalnog koraka, j=indeks aksijalnog koraka, n=indeks vremenskog koraka, 
dok su pozitivna i negativna karakteristiþna krivulja oznaþene sa C+ i C–. 

Model se integrira po presjeku (dobiva se 1D model), pa se primjenom metode 
karakteristika dobiva sljedeüa diskretizirana jednadžba za tlak 
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pri þemu je U(x,t)=srednja brzina po presjeku, Ĳw(x,t)=smiþno naprezanje na stijenci 
cijevi, İ=parametar za odabir vremenske interpolacijske sheme za trenje (0�İ�1; 
eksplicitna: İ=0; implicitna: İ=1), ǻt=vremenski korak, R=polumjer cijevi.  
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Sl. 1 a) Princip podjele mreže u radijalnom smjeru;  

b) Princip podjele mreže pri r=const. 
 

Ista jednadžba može se dobiti i numeriþkom integracijom diskretiziranih jednadžbi 
iz [4], što znaþi da se u suštini radi o algebarskoj manipulaciji jednih te istih jednadžbi. 
Nakon što se na taj naþin odredi tlak, u svakom presjeku cijevi potrebno je riješiti 
sljedeüi trodijagonalni sustav linearnih jednadžbi za aksijalnu brzinu u 
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gdje je ș=parametar za odabir vremenske interpolacijske sheme za radijalnu brzinu 
(0�ș�1), dok se sustav jednadžbi za radijalnu brzinu v  
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rješava se eksplicitno. U ovom radu opisani postupak proraþuna koristi se. 
Eksplicitna shema vremenske interpolacije je ona u kojoj se vrijednosti izvorskih 

þlanova uzimaju u starom vremenskom trenutku, tj. u toþkama (i,j–1,n) i (i,j+1,n). U 
implicitnoj shemi uzimaju se u novom vremenskom trenutku, tj. u toþki (i,j,n+1), dok 
se u mješovitoj shemi uzimaju vrijednosti na karakteristiþnim krivuljama C+ i C– 
interpolirane u nekom trenutku izmeÿu tih krajnjih trenutaka. 

Ako se odabere samo implicitna vremenska interpolacija za radijalnu brzinu (tj. 
ș=1), uklanja se radijalna brzina v iz sustava jednadžbi (3), (4), tako da za odreÿivanje 
tlaka P i aksijalne brzine u uopüe nije potrebno rješavati sustav (5) za radijalnu brzinu 
v. Odabirom implicitne vremenske interpolacije za trenje (tj. İ=1), jednadžbe (3), (4) 
dodatno se još znatno pojednostavljuju. Ovakav pojednostavljeni proraþun prvi puta je 
primijenjen u [3], dok se u ovom radu istražuje utjecaj tog pojednostavljenja, tj. toþnost 
implicitne u odnosu na druge sheme. 
 
5) REZULTATI 
 
Proraþunski tlakovi dobiveni korištenjem implicitne (İ=1, ș=1), i mješovitih shema 
(0<İ<1, 0<ș<1) usporeÿeni su s rezultatima eksperimenta za dvije strujne situacije 
opisane u [1], u kojima je poþetno stacionarno strujanje laminarno (Reynoldsov br. 
Re=82) odn. turbulentno (Re=6132). Ispitni ureÿaj sastojao se od krute cijevi 
postavljene izmeÿu spremnika s konstantnim tlakom P0 na poþetku cijevi i brzo-
zatvarajuüeg ventila na njenom kraju. Osjetnici tlaka bili su postavljeni na kraju i na 
sredini duljine cijevi. Hidrauliþki udar ostvario se tako da se u režimu stacionarnog 
strujanja praktiþki trenutaþno zatvorio ventil. S proraþunom su usporeÿeni rezultati 
dobiveni na sredini duljine cijevi. 

Sve korištene mreže imaju jednolik korak u aksijalnom (x) smjeru dok se u 
radijalnom smjeru korak poveüava u geometrijskom nizu (kvocijent niza q=1,05) od 
stjenke cijevi prema unutrašnjosti. Zbog nestabilnosti proraþunskog postupka nije u 
svim situacijama bilo moguüe koristiti mješovite polu-implicitne sheme (tj. 
kombinacije İ=0,5; ș=0,5 niti İ=1; ș=0,5) od kojih se oþekivala poveüana toþnost 
buduüi da su to sheme drugog reda toþnosti. Koliko je stabilnost dozvoljavala, 
vrijednosti parametara İ i ș odabirane su ipak što bliže gornjim vrijednostima. 

Na sl. 2 prikazan je tlak dobiven za situaciju laminarnog strujanja proraþunat na 
relativno gruboj mreži (Nx×Nr = 30×15). Minimalna razlika dobivena korištenjem 
implicitne i polu-implicitne sheme primjeüuje se samo u trenucima prolaska 
poremeüaja, i tada implicitna metoda pokazuje veüu toþnost. Sliþni rezultati dobiveni 
su i korištenjem finijih mreža Nx×Nr = 30×30 (mješovita shema İ=0,6; ș=0,6) i Nx×Nr = 
60×60 (mješovita shema İ=0,7; ș=0,7), jedino se u rezultatima dobivenim mješovitim 
shemama zamjeüuju male nefizikalne oscilacije. Vrlo sliþni rezultati dobiveni su i na 
mreži Nx×Nr = 30×30 (mješovita shema İ=1; ș=0,5). 

Na sl. 3 prikazan je tlak dobiven za situaciju laminarnog strujanja proraþunat na 
relativno finoj mreži Nx×Nr = 60×60 (mješovita shema İ=1; ș=0,55). Pogreške 
dobivene korištenjem mješovite sheme su znatne, oscilatornog su karaktera, pa se 
može pretpostaviti da je to zbog blizine granice stabilnosti. 

Na sl. 4 prikazan je tlak dobiven za situaciju turbulentnog strujanja proraþunat na 
mreži Nx×Nr = 30×60 (mješovita shema İ=1; ș=0,5). Pogreške pri korištenju mješovite 
sheme su znatne i ponovo imaju oscilatorni karakter. Rezultati dobiveni korištenjem 
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implicitne sheme i mješovite sheme (İ=0,7; ș=0,7) na istoj mreži nemaju meÿusobnih 
zamjetnih razlika. Grublje mreže nisu korištene zbog zahtjeva za finijom mrežom uz 
stijenku cijevi kojeg postavlja model turbulencije. 
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Sl. 2 Tlak na sredini duljine cijevi,  Sl. 3 Tlak na sredini duljine cijevi, 

gruba mreža.   finija mreža. 
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Sl. 4 Tlak na sredini duljine cijevi za sluþaj turbulentnog strujanja. 

 
6) ZAKLJUýAK 
 

Za dvije situacije hidrauliþkog udara za koje postoje eksperimentalni podaci o tlaku, 
u radu su usporeÿeni rezultati dobiveni korištenjem potpuno implicitne sheme (İ=ș=1) 
i mješovitih shema (İ�1 i/ili ș�1). Oþekivana veüa toþnost mješovite sheme (formalno 
to je diskretizacija višeg reda toþnosti) nije uoþljiva þak niti na relativno gruboj mreži. 
Radi održanja stabilnosti postupka, pokazalo se da na finijim mrežama treba 
poveüavati parametre İ i ș (tj. shema mora biti sve bliže implicitnoj shemi). U 
rješenjima dobivenim pomoüu mješovitih shema na finijim mrežama pojavljuju se 
nefizikalne oscilacije koje znatno narušavaju toþnost.  

Korištenje potpuno implicitne sheme nije niti u jednom sluþaju zamjetno narušilo 
toþnost rezultata. S druge strane, sukladno [4], korištenje implicitne sheme pokazalo se 
povoljno radi osiguranja stabilnost rješenja. Dobiveni rezultati upuüuju na to da je 
upravo korištenje implicitne sheme preporuþljivo, pa nemoguünost odabira drugih 
shema u skraüenoj metodi proraþuna [3] u praksi ne predstavlja gubitak. 
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Peti susret Hrvatskog društva za mehaniku 
Terme Jezerþica, Donja Stubica, 6.-7. lipnja 2013.  

 
PREGLED MODELA KOŠTANE PREGRADNJE 

 
Leder Horina, J., Jurþeviü Luliü, T. 

 
Sažetak: Koštana pregradnja je mehanizam koji regulira odnos izmeÿu morfologije kosti i 
unutarnjih sila, te se temelji na þinjenici da kost, kao živo tkivo, ima moguünost obnove 
vlastitog tkiva uslijed mehaniþkih stanja u kojima se nalazi. U radu su opisani konstitutivni 
modeli ponašanja kosti, a temelje se na postojanju mehaniþkog stimulusa koji utjeþe na 
formiranje i resorpciju kosti. Prikazan je linearno elastiþni modeli koji povezuje Youngov 
modul s gustoüom kosti, te modeli koštane pregradnje koji se temelje na principima mehanike 
ošteüenja definirajuüi tenzor pregradnje u obliku prividne gustoüe i strukturnog tenzora koji je 
povezan s poroznošüu i smjerovima trabekula. Mehaniþki stimulus definiran je kao tenzor 
termodinamiþki povezan s tenzorom pregradnje. Kriteriji resorpcije i formiranja kosti izraženi 
su preko mehaniþkog stimulusa. Takoÿer je definirana i promjena brzine tenzora pregradnje. U 
radu su opisane prednosti i nedostaci prikazanih modela. 
 
Kljuþne rijeþi: koštana pregradnja, stimulus, strukturni tenzor, kriteriji resorpcije i formiranja 

 
1 UVOD 

 
Koštano tkivo je specijalizirano vezivno tkivo izgraÿeno od meÿustaniþne tvari, 
koštanog matriksa i tri razliþite vrste stanica: osteocita koji se nalaze u šupljinama 
matriksa, osteoblasta koji sintetiziraju organske sastojke matriksa i osteoklasta koji 
sudjeluju u resorpciji i pregradnji koštanog tkiva [10]. Makroskopski gledano kost 
dijelimo na kortikalnu kost i trabekularnu kost. 

Kost je vrlo zanimljiva zahvaljujuüi svojim svojstvima. Masa kosti je minimizirana 
s obzirom na funkciju. Kost ima moguünost prilagodbe strukture i orijentacije 
trabekula s obzirom na trenutno optereüenje. Zahvaljujuüi tom svojstvu Wolff je još u 
19. stoljeüu postavio tzv. Wolffov zakon [11] koji se temelji na hipotezama: trabekule 
se pokušavaju orijentirati duž smjerova osi glavnih naprezanja, a koštano tkivo ne 
postoji na mjestima gdje ima posmiþnih naprezanja. Kasnije su mnogi znanstvenici 
razvijali Wolffov zakon i tako su nastali temelji koštane pregradnje [2]. 

 

 
Sl. 1. Shematski prikaz koštane pregradnje [7] 

 
S biološkog stajališta koštana pregradnja je proces koji se odvija u pet faza (slika 1). 

Te faze su mirovanje, resorpcija, preokret, formacija, mineralizacija i ponovno slijedi 
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faza mirovanja. Proces se odvija, uz pomoü koštanih stanica, uglavnom na unutarnjoj 
površini kosti. 

Po Frostu [4], koštana pregradnja dijeli se, prema uzroku procesa, na unutarnju i 
vanjsku pregradnju. Unutarnja pregradnja je fiziološki proces koji je reguliran 
hormonima te joj je cilj održavati koncentraciju kalcija u kostima. Vanjska pregradnja 
je adaptivan proces koji ovisi o mehaniþkomu optereüenju kosti, a cilj joj je oþuvati 
mehaniþka svojstva kosti i prilagoditi strukturu kosti kao odgovor na mehaniþke 
zahtjeve. 

 

 
Sl. 2. Brzina pregradnje kao funkcija stimulusa kod Stanforda [1] 

 
2 PREGLED MODELA KOŠTANE PREGRADNJE 

 
Prikazani su fenomenološki modeli, od izotropnih linearno elastiþnih modela, do 
anizotropnih nelinearnih modela, kojima je cilj predvidjeti mehaniþko ponašanje kosti, 
a uzimaju u obzir mikrostrukturu kosti. 

Promatrano s fenomenološkog stajališta te opisano pomoüu mehanostatske teorije, 
pregradnja se pojavljuje u cilju homogenizacije stimulusa t\ . Stimulus je skalarni 
prikaz primijenjenog mehaniþkog optereüenja. Pregradnja, za izotropne modele, se 
može modelirati pomoüu odnosa brzine promjene prividne gustoüe U� , i brzine 
pregradnje r� . Prividna gustoüa (apparent density) je omjer mase þiste kosti (bez srži i 
masnoüa) i vanjskog volumena kosti. Brzina pregradnje je funkcija razlike trenutne 
vrijednosti odabranog stimulusa t\  i njegovog tzv. homeostatskog duplikata t

*\ . 
Veüina modela takoÿer pretpostavlja postojanje „mrtve“ ili lijene zone (lazy zone – 
interval širine 2Z , u sredini intervala se nalazi t

*\ ) kao što je prikazano na slici 2. 
Brzina pregradnje treba biti definirana u skladu s kriterijima pregradnje [1]: kost se 
resorbira tj. smanjuje gustoüu na mjestima gdje su podoptereüeni uvjeti ( t t

*\ \ Z� � ), 
a kosti se formira pod uvjetima preoptereüenja ( t t

*\ \ Z! � ). 
 

2.1 Izotropni Stanfordov model 
Izotropni Stanfordov model je model koji su Beaupre, Carter i ostali suradnici razvili 
na sveuþilištu u Stanfordu [1] S mehaniþkog stajališta, izotropni Stanfordov model 
pretpostavlja da je konstitutivni zakon za kost na razini kontinuuma izotropno linearno 
elastiþan, stoga se može zapisati u obliku Hookeovog zakona za male deformacije. 
Stanfordov model pretpostavlja da je kost potpuno kalcificirana (bez praznina – ima 
gustoüu 0U ), a brzina promjene prividne gustoüe U�  odreÿuje se prema: 

 0vkS rU U � � , (10) 
gdje je k  omjer izmeÿu površine koja se može pregraditi i ukupne unutarnje 

površine, vS  je specifiþna površina (unutarnja površina po jedinici volumena). 
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Resorpcija i formiranje kosti se pojavljuju na unutarnjoj površini, a stimulus je 
direktno povezan s brzinom pregradnje. Stanfordov kriterij pregradnje za formiranje 

St.
fg  i za resorpciju St.

rg , koji kvantificira formiran ili eliminiran volumen kosti preko 
dostupne površine po jedinici vremena glasi: 

 � � � �St. St.
t t t t   formiranje,       resorpcijarfg g\ \ Z \ \ Z  � � o  � � o .

 (11) 
Ovaj kriterij mjeri udaljenost izmeÿu trenutne vrijednosti stimulusa i granica lijene 

zone. Po dijelovima linearni odnos izmeÿu brzine pregradnje i kriterija pregradnje je 
naveden u (3), gdje je St.r�  brzina pregradnje po Stanfordu, a fc  i rc  konstante 
pregradnje eksperimentalno dobivene [1]: 

 � �
St. St.

St.
t t

St. St.

  za  0 
0  za   

  za  0

f f f

r r r

c g g
r

c g g
Z \ \ Z

!° � d � d®
�°̄

� . (12) 

Stimulus bi trebao biti proporcionalan intenzitetu ekvivalentnog naprezanja na 
razini tkiva tV , te je stoga potrebno naüi poveznicu izmeÿu razine tkiva i razine 
kontinuuma. Relacija koja povezuje intenzitet ekvivalentnog naprezanja na razini 
kontinuuma, V , i tkiva je � �2

0 tV U U V . Intenzitet ekvivalentnog naprezanja na 
razini kontinuuma se raþuna pomoüu gustoüe energije deformiranja pretpostavljajuüi 
izotropnu elastiþnost i male deformacije  : EV  V H , gdje je E  prividni koštani 
Youngov modul koji ovisi o gustoüi. Uobiþajeno prihvaüen model za parametre 
elastiþnosti kosti koji ovisi o gustoüi je � � � �E B E UU U  i � �Q X U , � �B U  je 
eksperimentalni parametar [1]. U konaþnici dobije se izraz za stimulus: 

 1 2
t 0 2 2

:
E\ U

U � 	�
��
mN B
C

V H . (13) 

 
2.2 Anizotropno proširenje - Jacobs 
Jacobs [5] je napravio anizotropno proširenje Stanfordovog modela koje se temelji na 
þinjenici da su prividna gustoüa i tenzor elastiþnosti unutarnje neovisne varijable. S 
mehaniþkog stajališta, proširenje Stanfordovog modela ukljuþuje konstitutivni zakon 
za kost na razini kontinuuma kao anizotropno linearno elastiþnog materijala. 

Brzina pregradnje i kriteriji pregradnje su dani pomoüu izraza (14) i (15) gdje je 
An.
fg  kriterij pregradnje za formiranje kod anizotropnog, Jacobsovog modela, a An.

rg  je 
kriterij pregradnje za resorpciju, te An.r�  je brzina pregradnje po Jacobsu. 
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Brzina promjene prividne gustoüe i stimulus se raþunaju prema Stanfordovim 
izrazima. 
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2.3 Formulacija mehanike ošteüenja na razini kontinuuma – Doblaré 
Jacobsov pristup koštanoj pregradnji je usko povezan s principima kontinuumske 

mehanike ošteüenja (CDM) te stoga Doblaré [4] predlaže modifikaciju elastiþnih 
svojstava prema iznosima odreÿenih unutarnjih varijabli, u obliku parametra ošteüenja 
d  koji se odnosi na efektivnu gustoüu pukotina ili šupljina u svakoj toþci i svakom 
smjeru. Zatim Doblaré proširuje parametar ošteüenja na veliþinu tenzora, D , te 
definira efektivno naprezanja �ı  prema izrazu � � � �1 2 1 21 1ı D ı D� � � ��  i postavlja 
konstitutivnu jednadžbu za tenzor ošteüenja izjednaþavajuüi ga s energijom \  prema 
� � � �0ı,D ı\ \ � . U sluþaju koštane pregradnje, ošteüenje se treba shvatiti kao mjera 

volumnog udjela praznina unutar tkiva kosti. Anizotropnost je kvantificirana pomoüu 
strukturnog tenzora Ĥ  (fabric tensor) koji je u svom radu uveo Cowin [3]. Stoga je 
mjera ošteüenja virtualna i odražava se na gustoüu kosti i orijentaciju koja se može 
razviti kod pregradnje. Važno je za naglasiti da ne postoji stvarno ošteüenje u tkivu. 

Takoÿer, Doblaré je definirao tenzor pregradnje H  koji ukljuþuje smjerove koštane 
mikrostrukture pomoüu strukturnog tenzora, kao i poroznost pomoüu smanjene 
gustoüe. Tenzor pregradnje je definiran preko tenzora ošteüenja izrazom 

2 2ˆD I H I HAEU �  �  gdje je U  volumni udio kosti, E  eksperimentalni 
parametar [1], a A  je parametar dobiven razlažuüi opüi anizotropni model u izotropni 
sluþaj. 

Buduüi da je model pregradnje anizotropan, treba se uzeti u obzir ponašanje u 
smjerovima osi. Stoga stimulus treba biti opisan, ne kao skalar, veü kao tenzor. 
Doblaré je odabrao stimulus pregradnje Y  kao varijablu termodinamiþki srodnu s 
njihovim tenzorom pregradnje (16) gdje su G  i O  Lamelove konstante. 
 � �� �> @ � � � �� �22 2 sym tr symY HİH Hİ H İ HİG O �  (16) 

Doblaré predlaže dva kriterija pregradnje, za kriterij za resorpciju, Dob.
rg  i za 

formiranje Dob.
fg   
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J  je u (17) funkcija stimulusa koja se kvantificira preko vrijednosti w, kao relativni 
utjecaj hidrostatskog ( w 0 ) i devijatorskog dijela ( w 1 ) stimulusa u kriteriju 

ošteüenja, a definiran je izrazom � � � �1 1 2w tr w
3

J Y I Y � � . 

Brzina pregradnje je prema tome 
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2.3 Zakon pregradnje u nelinearnoj konstitutivnoj teoriji 
Da bi se koštana pregradnja mogla opisati u nelinearnoj konstitutivnoj teoriji, 

potrebno je spregnuti ošteüenje s plastiþnošüu [8]. Doblaré je u svom modelu koristio 
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pristup ekvivalentne energije deformiranja, gdje razina naprezanja u ošteüenom 
materijalu s naprezanjem u neošteüenom materijalu vodi k istoj energiji deformiranja, i 
time se gubi fizikalni smisao. Zadržavajuüi fizikalni smisao sprezanja ošteüenja i 
plastiþnosti, kriterij plastiþnosti je izražen pomoüu efektivnih naprezanja. Prema 
Lemaitreu i Desmoratu [6] efektivno naprezanje za anizotropno ošteüenje koje može 
opisati efekte hidrostatskog s  i devijatorskog p  dijela naprezanja je definirano 

izrazom � �dev
1

HsH I s IH
p p
dK

 �  �
�

�� �V  gdje je H  efektivni tenzor ošteüenja 

definiran kroz strukturni tenzor 2 AEU�  H T . Da bi se održala linearna veza izmeÿu 
efektivnog i nominalnog naprezanja može se pisati : M�V V  gdje je M  tenzor 
þetvrtog reda definiran pomoüu tenzora ošteüenja 

� � � �2 2 21 1 1tr3 9 3 1
I IM H H H I I H H I I HdK
� � � � � � � � �
�

. Time se dobije izraz za 

hidrostatski i devijatorski dio efektivnog naprezanja: 

 
� �

:
1

dev :
I I M I

s HsH M s
H

pp p
dK
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�

�
. (19) 

Dekompozicijom tenzora brzine deformacije u teoriji velikih deformacija dobiva se 
elastiþni i plastiþni dio: E E Ee p � , a konstitutivni zakon efektivnog naprezanja glasi: 

0 : e C E��V  gdje je 0C  Hookeov tenzor za neošteüen materijal definiran 
0 2K G � �C I I 1  gdje su K  i G  parametri materijala. Da bi se ošteüenje i 

plastiþnost spregnuli (uzimajuüi u obzir von Miesesov kriterij za neošteüene materijale, 
trabekule u ovom sluþaju) ekvivalentno naprezanje je definirano kao efektivno 

naprezanje pomoüu relacije 3 :
2

s sM
eq
XV  � �� , a izotropno oþvršüenje je izraženo 

� �3 dev
2

E HsHpl

eq

O
V

 
�

�
�

 gdje je O�  plastiþni multiplikator [9]. 

Mehaniþki stimulus, Y , je identificiran s varijablom koja je termodinamiþki 
povezana s efektivnim tenzorom ošteüenja u smislu funkcije gustoüe slobodne energije. 
Stimulus je odreÿen pomoüu vanjskih varijabli, devijatorskog i hidrostatskog dijela 
naprezanja, i unutarnje varijable, tenzora pregradnje 
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. (20) 

Kriteriji pregradnje za formiranje i resorpciju su prema tome (21), a brzina 
pregradnje (22) je dobivena pomoüu kriterija pregradnje koji je trenutno aktivan. 
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3 ZAKLJUýAK 
 
Navedeni su modeli koštane pregradnje od izotropno linearno elastiþnog modela, do 
anizotropnog nelinearnog modela. Svi modeli su opisani pomoüu tri karakteristike, 
definicije stimulusa, funkcije brzine pregradnje i kriterija pregradnje. Doblaréov 
model, koji je direktna nadogradnja Stanfordovog i Jacobsovog anizotropnog modela, 
je fenomenološki model koji u sebi sadrži anizotropnu strukturu kosti opisanu preko 
strukturnog tenzora i prividne gustoüe kao unutarnje varijable pregradnje, te koristi 
elastiþan materijal za opis koštanog matriksa, toþnije trabekula, pri malim 
deformacijama. Nadogradnja na Doblaréov model je sprezanje plastiþnosti s 
anizotropnim ošteüenjem kod velikih deformacija koristeüi pristup ekvivalentnih 
deformacija za efektivno stanje u kontinuumskoj mehanici ošteüenja. Materijal 
koštanog matriksa je elastoplastiþan materijal s von Miesesovim kriterijem teþenja. 
Odabran je Doblaréov model jer je stimulus dobiven pomoüu termodinamiþkog 
koncepta mehanike kontinuuma. Nelinearni zakon pregradnje stoga može predvidjeti 
trajne deformacije koje nastaju u tkivu, a ne samo one koju su nastale uslijed varijacije 
gustoüe, promatrane u teorijama s malim deformacijama. 
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VIŠERAZINSKO MODELIRANJE HETEROGENIH 
MATERIJALA 

Lesiþar, T., Tonkoviü, Z.,  Soriü, J. 
 
Sažetak: U radu je prikazana metoda modeliranja procesa deformiranja heterogenih 

materijala na dvije razine primjenom raþunalne homogenizacije drugog reda uz pretpostavku 
malih deformacija. Detaljnije je istražen prijenos varijabli s makro na mikro razinu i primjena 
poopüenih uvjeta periodiþnosti na reprezentativnom volumenskom elementu (RVE-u). Prilikom 
izvoÿenja relacija koje povezuju varijable makro i mikro razine javlja se integralni uvjet mikro 
fluktuacija, koji je primjenom numeriþke integracije implementiran na rubne þvorove RVE-a. 
Za diskretizaciju makromodela izveden je dvodimenzijski trokutni element s C1 kontinuitetom, 
dok je RVE diskretiziran þetverokutnim elementom prvog reda s C0 kontinuitetom. 
Uþinkovitost i toþnost prikazane metode provjerena je na problemu þistog savijanja.  

 
Kljuþne rijeþi: heterogeni materijal, višerazinsko modeliranje, gradijentna teorija, 

raþunalna homogenizacija drugog reda, konaþni element s C1 kontinuitetom, poopüeni rubni 
uvjeti periodiþnosti, integralni uvjet mikrofluktuacija 

 
1 UVOD 

 
Gotovo svi materijali koji se koriste u inženjerskoj praksi su zbog svoje prirodne 

graÿe na mikro razini heterogeni. U novije vrijeme istraživanju utjecaja strukture 
materijala na njegovo mehaniþko ponašanje pridaje se posebna pažnja. Iz tog su 
razloga razvijene metode višerazinskog modeliranja materijala, koje se temelje 
postupcima homogenizacije [8]. Pritom se za rješavanje problema rubnih vrijednosti 
najþešüe koristi metoda konaþnih elemenata, mada se u novije vrijeme primjenjuju i 
druge diskretizacijske metode meÿu kojima se posebno istiþu bezmrežni postupci. Na 
temelju zavisnosti varijabli mikro i makro razine, razlikuju se metode homogenizacije 
prvog i drugog reda. Homogenizacija prvog reda uzima u obzir samo gradijent pomaka 
na makro razini, odnosno makro deformaciju [6]. Na taj se naþin zadržavaju osnovne 
pretpostavke lokalnog pristupa mehanike kontinuuma. Zbog toga homogenizacija 
prvog reda na odgovarajuüi naþin opisuje samo jednostavnije sluþajeve optereüenja, 
kao što su vlak, tlak i smik. Osim toga, primjenom homogenizacije prvoga reda ne 
može se opisati utjecaj okoline na ponašanje neke toþke („size effect“) u razmatranom 
kontinuumu. Stoga je razvijena homogenizacija drugog reda, temeljena na nelokalnoj 
teoriji, koja nadilazi ograniþenja homogenizacije prvog reda [2, 3, 4]. Za primjenu 
homogenizacije drugog reda, na makro razini mora biti zadovoljen C1 kontinuitet, što 
zahtijeva primjenu elemenata višeg reda, koji ukljuþuju dodatne stupnjeve slobode, kao 
što su prve i druge derivacije pomaka. U ovom sluþaju se na mikro razini i dalje 
zadržava C0 kontinuitet, u cilju pojednostavljenja numeriþkog proraþuna. Jedan od 
najveüih problema višerazinskog modeliranja materijala s primjenom homogenizacije 
drugog reda je prijenos makro deformacije i makro gradijenta deformacije na mikro 
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razinu. Prilikom izvoÿenja relacija izmeÿu makro i mikro varijabli zbog prijelaza s C1 
na C0 kontinuitet proizlazi integralni uvjet polja mikro fluktuacija [3, 4].  

U radu je prikazan algoritam višerazinskog modeliranja materijala uz primjenu 
raþunalne homogenizacije drugog reda za sluþaj malih deformacija. Posebna pažnja 
usmjerena je na primjenu poopüenih uvjeta periodiþnosti na RVE-u. Za diskretizaciju 
makro razine primijenjen je dvodimenzijski trokutni konaþni element s C1 
kontinuitetom, þija je formulacija prilagoÿena potrebama višerazinske analize [5]. 
Provedena je numeriþka implementacija integralnog uvjeta na rubove RVE-a. Svi 
numeriþki algoritmi ugraÿeni su u programski paket ABAQUS [1] primjenom 
korisniþkih rutina.  

 
2 C1 DVODIMENZIJSKI TROKUTNI KONAýNI ELEMENT  

 
U ovom poglavlju su prikazane osnovne relacije trokutnog konaþnog elementa s 3 

þvora koji zadovoljava C1 kontinuitet. Konaþni element opisuje ravninsko stanje 
deformacija, a temelji se na gradijentnoj teoriji [7, 9]. Kao što se vidi na slici 1, 
konaþni element ima 36 stupnjeva slobode, odnosno 12 stupnjeva slobode po þvoru. 
Polje pomaka u elementu je aproksimirano potpunim polinomom petog stupnja. 
Princip virtualnih pomaka iz kojeg je element izveden, za gradijentnu teoriju glasi 
 � �į d į d į d į grad dT T T T

A A s s

A A s s�  �³ ³ ³ ³İ ı Ș ȝ u t u T . (2) 

U jednadžbi (2), ı  i ȝ  predstavljaju vektore naprezanja i sekundarnog naprezanja. 
İ je vektor deformacije, dok je Ș  vektor sekundarnih deformacija, koji se sastoji od 
drugih derivacija vektora pomaka u . T  predstavlja tenzor sekudarnog površinskog 
optereüenja dobiven iz vektora sekundarnog površinskog optereüenja Ĳ  i normale n  
na plohu s na naþin da je  T Ĳn . Gradijenti pomaka prikazani su kao 
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pri þemu matrice HB  i KB  sadrže odgovarajuüe prve i druge derivacije matrice 
interpolacijskih polinoma N , a v  je vektor stupnjeva slobode elementa. 

 
Sl. 1 Trokutni konaþni element s C1 kontinuitetom 

 
Za analizu nelinearnog problema, jednadžba (2) se rješava inkrementalno-

iterativno, pri þemu se inkrementi naprezanja i sekundarnog naprezanja u tom sluþaju 
se raþunaju pomoüu konstitutivnih relacija 
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,

VH VK

PH PK

'  ' � '
'  ' � '
ı C İ C Ș
ȝ C İ C Ș  (3) 

gdje su , ,VH VK PHC C C  i PKC  materijalne matrice koje povezuju odgovarajuüe 
komponente naprezanja s deformacijama. Nakon provedbe uobiþajenih matematiþkih 
operacija u metodi konaþnih elemenata, dobiva se dobro poznata jednadžba konaþnog 
elementa e i'  �K v F F . U ovom sluþaju, matrica krutosti K  može se zapisati kao 
zbroj: VH VK PH PK � � �K K K K K , gdje su pojedine matrice jednake  
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Nadalje, vektori vanjskih i unutarnjih þvornih sila eF  i iF  su prikazani relacijama  
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Izvedeni konaþni element je implementiran u programski paket ABAQUS 
primjenom korisniþke rutine UEL. Za numeriþku integraciju matrice krutosti elementa 
primijenjen je Gaussov postupak reducirane integracije s 13 toþaka integracije. 

 
3 MIKRO-MAKRO ALGORITAM 

 
U tekstu koji slijedi dane su osnovne relacije algoritma višerazinskog modeliranja  

primjenom homogenizacije drugog reda. Algoritam se sastoji od dva modela, gdje 
svaki model predstavlja jednu razinu. Makro razinu þini makro model, diskretiziran 
prethodno opisanim trokutnim elementima. Mikrostrukturnu razinu predstavlja RVE, 
diskretiziran þetverokutnim elementima prvog reda. Pritom je svakoj veliþini makro 
razine dodijeljen indeks “M”, dok su veliþine mikro razine oznaþene indeksom “m”. 
Na taj naþin, u svakoj toþki integracije na makro razini provodi se analiza RVE-a. U tu 
svrhu, makro gradijent pomaka Mİ  i makro gradijent gradijenta pomaka MȘ  se 
primjenom poopüenih rubnih uvjeta periodiþnosti prevode u pomake rubnih þvorova 
RVE-a. Nakon rješavanja problema rubnih vrijednosti na mikrorazini, 
homogenizacijom se dobivaju vektor naprezanja Mı , vektor sekundarnih naprezanja 

Mȝ  i materijalna matrica MC , kao što je prikazano na slici 2. 
 

 
Sl. 2 Shema mikro-makro algoritma 
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U raþunalnoj homogenizaciji drugog reda polje pomaka rubova RVE-a je definirano 
kao  

 � �m M M
1
2

T Tu = x İ + x Ș x + r , (6) 

gdje je x  prostorna koordinata na rubovima RVE-a, a r predstavlja polje mikro 
fluktuacija. Iz uvjeta da varijable na makro razini moraju odgovarati volumenskom 
prosjeku varijabli na mikro razini slijede relacije 
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Nadalje, u sluþaju rubnih uvjeta periodiþnosti druga integralna relacija u (7) se 
može prikazati pomoüu pomaka nezavisnih rubova RVE-a (npr. lijevi i donji rub) na 
naþin da je 
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Iz Hill-Mandelova uvjeta slijedi veza izmeÿu vektora naprezanja na mikro i makro 
razini prikazana pomoüu površinskih integrala 
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pri þemu p  oznaþava površinsko optereüenje, bf  je vektor sila rubnih þvorova 
RVE-a, dok matrice D  i H  predstavljaju koordinatne matrice rubnih þvorova RVEa 
prikazane u [2, 6]. Za dobivanje materijalne matrice MC , potrebno je naüi vezu izmeÿu 
inkremenata naprezanja M'ı  i M'ȝ  s inkrementima deformacija M'İ  i M'Ș , kao što 
je to prikazano u izrazu (3). Potom se primjenom jednostavnog matematiþkog postupka 
dobivaju se slijedeüe relacije  
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koje predstavljaju vezu izmeÿu materijalnih matrica na makro razini i kondenzirane 
krutosti RVE-a, bbK� . 

 
4 NUMERIýKI PRIMJER 
 
Prikazani algoritam mikro-makro analize verificiran je na problemu þistog 

savijanja. Pritom je razmatran kvadratni makro model duljine stranice 1 mm  
diskretiziran s dva trokutna konaþna elementa, prikazan zajedno s pripadnim rubnim 
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uvjetima na slici 3a. Ovdje su odgovarajuüe prve i druge derivacije pomaka povezane 
jednadžbama periodiþnosti. Za definiranje ravnog lijevog i desnog brida, suspregnute 
su druge derivacije pomaka u pravcu normale na brid, zajedno s mješovitim drugim 
derivacijama. Odabrani materijal je odabran akademski primjer poroznog þelika, 
modula elastiþnosti 210GPaE   s Poissonovim faktorom 0,3Q  . Granica teþenja 
materijala je Y 250 MPaV  , nakon koje dolazi do izotropnog oþvršüenja materijala, 
pri þemu tangentni modul iznosi T 250 MPaE  . Model RVE-a, duljine stranice 0,2 
mm, diskretiziran je s 508 konaþnih elemenata i prikazan na slici 3c,. Sastoji se od 
sluþajno rasporeÿenih poroznosti srednjeg polumjera 0,043 mm površinskog udjela 
13%. Deformirani oblik makro modela prikazan je na slici 3b. 

 

                     
 a)  b) c) 
Sl. 3 Problem þistog savijanja: a) makro model s rubnim uvjetima, b) deformirani oblik, c) RVE 

 
Na slici 4 je prikazana raspodjela ekvivalentne plastiþne deformacije na 

deformiranim RVE-ima, za nekoliko karakteristiþnih toþaka integracije na makrorazini. 
Položaj toþaka integracije (T. I.) je prikazan na slici 3b.  

 

      
 a) b) 

      
 c) d) 
Sl. 4 Raspodjela ekvivalentne plastiþne deformacije: a) T. I. 1, b) T. I. 2, c) T. I. 3, d) T. I. 4 
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Iz slike 4 je jasno vidljivo da deformirani oblici RVE-a odgovaraju položajima 

pojedinih toþaka integracije, kao i da dolazi do izotropnog oþvršüenja materijala 
matrice i pojave zona plastiþnog teþenja. Kao što se može primijetiti, nakon formiranja 
plastiþne zone po cijeloj duljini, odnosno visini RVE-a, dolazi do svojevrsnog gubitka 
stabilnosti modela, gdje daljnji mehanizam deformiranja ovisi upravo o formiranoj 
zoni plastiþne deformacije. 

  
5 ZAKLJUýAK 
 
Prikazan je algoritam dvorazinskog mikro-makro modeliranja ponašanja 

heterogenih materijala primjenom raþunalne homogenizacije drugog reda u teoriji 
malih deformacija. Za diskretizaciju makro razine korišten je trokutni konaþni element 
s C1 kontinuitetom izveden u radu, dok je RVE diskretiziran þetverokutnim konaþnim 
elementom prvog reda s C0 kontinuitetom. Razraÿena je primjena poopüenih rubnih 
uvjeta periodiþnosti i integralnog uvjeta mikro fluktuacija na RVE-u. Izvedeni 
numeriþki algoritam je implementiran u programski paket ABAQUS i verificiran na 
primjeru þistog savijanja.  
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PROCES DEFORMIRANJA EPOKSIDNOG KOMPOZITA 
OJAýANOG STAKLENIM VLAKNIMA  

 
Lovreniü-Jugoviü, M., Tonkoviü, Z. & Slokar, Lj.  

 
Sažetak: U radu je izveden numeriþki algoritam za modeliranje nelinearnog i vremenski 
ovisnog ponašanja epoksidnog kompozita ojaþanog kratkim staklenim vlaknima za sluþaj 
puzanja s naknadnim rastereüivanjem. Konstitutivni model koji spreže mehanizam ošteüenja s 
efektima viskoelastiþnosti i viskoplastiþnosti temelji se na relacijama mehanike ošteüenja i 
termodinamike kontinuuma. Za izvoÿenje konstitutivnog modela i pripadnog numeriþkog 
algoritma provedena su vlastita eksperimentalna istraživanja. Zakljuþeno je da je mehaniþko 
ponašanje ovog kompozita sliþno ponašanju goveÿe kortikalne kosti. Analizom lomne površine 
primjenom elektronskog mikroskopa (SEM) objašnjen je mehanizam loma kompozita u vlaku 
za sluþaj monotonog optereüenja, puzanja i cikliþkog puzanja s naknadnim rastereüivanjem. 
Algoritam je ugraÿen u formulaciju konaþnih elemenata i testiran usporedbom s  
eksperimentalnim rezultatima.  
 
Kljuþne rijeþi: epoksidni kompozit ojaþan kratkim staklenim vlaknima, puzanje, 
viskoelastiþnost, viskoplastiþnost, ošteüenje, SEM analiza 

  
1 UVOD 

    
Materijal za izradu umjetnog kortikalnog koštanog tkiva koji se koristi za medicinska 
istraživanja je kompozitni materijal þija je matrica epoksidna smola ojaþana kratkim 
staklenim vlaknima. Spomenuti kompozitni materijal u kojem su staklena vlakna 
ravnomjerno rasporeÿena u matrici proizvodi tvrtka SAWBONES.  

Eksperimentalni rezultati pokazuju da navedeni kompozitni materijal ima približno 
sliþne mehaniþke karakteristike kao kortikalno koštano tkivo. Pritom se za sluþaj 
vlaþnog testa puzanja oba materijala ponašaju linearno viskoelastiþno ispod odreÿene 
granice vrijednosti naprezanja [3, 11]. Iznad graniþne vrijednosti naprezanja zapoþinje 
akumuliranje viskoplastiþne deformacije i ošteüenja [3]. Analizom eksperimentalnih 
podataka za ljudsku kortikalnu kost prikazanih u [10] uoþeno je da se pri nižoj 
graniþnoj vrijednosti naprezanja poþinju najprije akumulirati viskoplastiþne 
deformacije ( VP

thV ), dok pri višoj graniþnoj vrijednosti dolazi i do akumuliranja 

ošteüenja ( D
thV ). Isto ponašanje autori su uoþili tjekom eksperimentalnog istraživanja 

goveÿe kortikalne kosti. Na temelju toga, autori ovog rada u prvoj fazi svojih 
istraživanja predložili su numeriþki algoritam za integriranje konstitutivnog modela 
koji spreže mehanizam ošteüenja s efektima viskoelastiþnosti u ljudskom kortikalnom 
koštanom tkivu [8]. Pritom su eksperimentalno dobiveni parametri konstitutivnog 
modela preuzeti iz literature [11]. Daljnje istraživanje na poveüanju toþnosti 
predloženog numeriþkog algoritma motivirali su rezultati iz [10]. 
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Cilj ovog rada je proširiti postojeüi numeriþki algoritam na naþin da se uz efekt 
viskoelastiþnosti i akumuliranja ošteüenja ukljuþi i efekt viskoplastiþnosti uz 
pretpostavku malih deformacija. U tu svrhu, preuzet je konstitutivni model kojeg su 
autori predložili za kortikalno koštano tkivo za modeliranje viskoelastiþnog i 
viskoplastiþnog ponašanja spregnutog s akumuliranjem ošteüenja koji je prkazan u 
radovima [4, 6]. Pritom je model viskoelastiþnosti spregnute s ošteüenjem preuzet iz 
[8], dok je viskoplastiþno teþenje materijala opisano modelom Zapasa i Crissmana koji 
je prikazan u [2, 9]. Rad predstavlja eksperimentalno i numeriþko istraživanje 
mehaniþkog ponašanja spomenutog kompozitnog materijala u uvjetima 
inkrementalnog i cikliþkog puzanja s naknadnim rastereüivanjem. Na temelju 
provedenih eksperimenata dobiveni su potrebni parametri materijala. Osim toga, lomna 
površina vlaþno opeterüenih epruveta za sluþaj monotonog optereüenja, puzanja i 
cikliþkog puzanja s naknadnim rastereüivanjem analizirana je pomoüu elektronskog 
mikroskopa (SEM Tescan Vega TS 5136MM). 

U okviru numeriþkog modeliranja izveden je numeriþki algoritam za integraciju 
predloženog konstitutivnog modela. Vremenski ovisne konstitutivne jednadžbe 
zapisane su u inkrementalnom obliku te je predložen inkrementalno iterativni algoritam 
za njihovo rješavanje. Algoritam izveden na razini materijalne toþke konaþnog 
elementa ugraÿen je u programski paket ABAQUS [1] primjenom korisniþke rutine 
UMAT. Rezultati raþunalne simulacije usporeÿeni su s eksperimentalnim rezultatima. 

   
2 KONSTITUTIVNI MODEL  

    
Konstitutivni model predložen u ovom radu za opisivanje viskoelastiþnog i 
viskoplastiþnog procesa deformiranja kortikalne kosti spregnutog s akumuliranjem 
ošteüenja temelji se na pretpostavci malih deformacija. Ukupna deformacija puzanja, 
İ(t), aditivno se rastavlja na viskoelastiþni dio koji ujedno sadrži deformaciju povezanu 
s akumuliranjem ošteüenja � �D

VEH  te na viskoplastiþni dio � �VPH  tako da je 
D
VE VP( )tH H H � .      (1) 

Na slici 1 shematski je prikazana ovisnost naprezanja i pripadne deformacije o 
vremenu za epoksidni kompozit ojaþan kratkim staklenim vlaknima tijekom 
inkrementalnog i cikliþkog puzanja s naknadnim rastereüivanjem. Iz slike je vidljivo da 
nakon rastereüenja ostaje trajna, nepovratna viskoplastiþna deformacija, dok omjer 
İ0/İ0r odreÿuje konstantu akumuliranja ošteüenja. 

Za opisivanje viskoelastiþnih deformacija spregnutih s ošteüenjem primijenjen je u 
literaturi dobro poznati Shaperyev viskoelastiþan model. Njegovim raspisivanjem kao 
što je to prikazano u [7] proizlaze sljedeüi izrazi za puzanje 0(0 )t t� �  i rastereüenje 
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gdje su 0J , 1J  i J  viskoelastiþni parametri materijala. U izrazu (2), KT predstavlja 
omjer podatljivosti prilikom ratereüenja i poþetne podatljivosti (Jd/J0), dok je tc 
konstanta normalizacije:  
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gdje su a, b, C i r parametri ošteüenja materijala, a w0 predstavlja skalarnu varijablu 
ošteüenja. 
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Sl. 1. Shematski prikaz ovisnosti naprezanja i pripadne deformacije o vremenu za sluþaj 

puzanja i naknadnog rastereüivanja.  
 

Za opisivanje viskoplastiþnih deformacija korišten je model prikazan u radovima 
[2, 9], poznat kao Zapas i Crissmanov viskoplastiþni model. U radu autora [5] ovaj 
model viskoplastiþnosti za sluþaj puzanja 0(0 )t t� � , odnosno rastereüenja 0( )t t!  
zapisan je obliku 
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3 EKSPERIMENT I SEM ANALIZA 

    
Ispitne epruvete dobivene su rezanjem vodenim mlazom iz kompozitne ploþe 
dimenzija 130×180×2 mm. Oblik i dimenzije epruvete prikazane su na slici 2. Vlaþni i 
inkrementalni testovi cikliþkog puzanja s naknadnim rastereüivanjem provedeni su na 
sobnoj temperaturi na kidalici Messphysik Beta 50-5 za deset razliþitih razina 
naprezanja izmeÿu 20 i 65 MPa. Jedan testni ciklus ukljuþuje 60 s puzanja u vlaku pri 
konstantnom naprezanju i 300 s rastereüenja pri þemu je naprezanje jednako nuli. 
Rezultati prezentirani na slici 4a prikazuju osrednjene vrijednosti iz 6 provedenih 
testova za svaku primjenjenu razinu naprezanja. 

Kako bi se za predloženi konstitutivni model odredilo vrijeme potrebno do loma, 
neophodno je provesti test puzanja pri konstantnom naprezanju þiji je iznos veüi od 



112 

graniþnog iznosa naprezanja pri kojem se poþinje akumulirati ošteüenje ( D
thV V! ). Ovi 

eksperimenti su provedeni za osam razliþitih vrijednosti naprezanja. 

         
Sl. 2. Oblik i dimenzije ispitnih epruveta. ¶ 

 
Analizom lomne površine kompozitnog uzorka na skenirajuüem (scanning) 

elektronskom mikroskopu razjašnjen je mehanizam loma u vlaku. Na slici 3 prikazane 
su mikroskopske snimke navedenih uzorka za a) monotono optereüenje, b) cikliþko 
puzanje s naknadnim rastereüenjem i c) puzanje do loma. Vidljivo je da su kratka 
staklena vlakna ravnomjerno rasporeÿena po epoksidnoj matrici na slikama 3a i 3c. Na 
slici 3b u lijevom donjem kutu uoþava se podruþje s veüim udjelom neslomljenih 
vlakana, dok je na desnoj strani taj udio manji. 

 

   
           (a) K6                 (b) N3    (c) P4 

Sl. 3. SEM fotografije lomnih površina nastalih uslijed a) monotonog optereüenja, b) cikliþkog 
puzanja s naknadnim rastereüivanjem i c) puzanja do loma.  

 
Nadalje, izvlaþenje vlakna iz epoksidne matrice uoþeno je na slici 3c, dok je jaþa 

površinska veza izmeÿu vlakana i matrice dobivena za K6 uzorak na slici 3a, 
uzrokovala krhki lom. Prisutnost neslomljenog vlakna u P4 uzorku kompozita ukazuje 
na njegovu duktilnost. Buduüi da su vlakna u tom uzorku izvuþena iz matrice to 
ukazuje na nedostatak prijanjanja (adhezije) izmeÿu vlakna i matrice [12]. 

 
4 PARAMETRI MATERIJALA 

   
Parametri materijala za prikazani konstitutivni model odreÿeni su iz 

eksperimentalnih rezultata testova puzanja i naknadnog rastereüivanja epoksidnog 
kompozita ojaþanog kratkim staklenim vlaknima. Procedura odreÿivanja 
viskoelastiþnih i viskoplastiþnih parametara, kao i parametara ošteüenja preuzeta je iz 
[11] i [2] te je detaljnije prikazana u [4]. U tablici 1 dani parametri materijala odreÿeni 
iz uprosjeþenih eksperimentalnih rezultata. Ako prikazane parametre meterijala 
uvrstimo u jednadžbe konstitutivnog modela dobiva se deformacija puzanja u ovisnosti 
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o naprezanju i vremenu, koja je grafiþki prikazana na slici 4a. Na istoj slici toþkama su 
prikazane eksperimentalne vrijednosti. 
 
Tablica 1. Parametri materijala odreÿeni iz eksperimantalnih rezultata. 

Parametri Iznos Parametri Iznos 

viskoelastiþnosti
J0 (MPa-1) 1,02594.10-4 

ošteüenja 

ıth
D (MPa) 321 

J1 (MPa-1.s-Ȗ) 2,35332.10-6 C (MPa.s-r) 298,34793 
J 0,39958 r 3,6921 

viskoplastiþnosti

ıth
VP (MPa) 22,8 wF 0,99553 

A (MPa-mn.s-n) 2,6414.10-7 w0 0,02195 
m 2,14369 a 5,49409.10-8 
n 0,69372 b 3,7225 

   
5 NUMERIýKA FORMULACIJA I REZULTATI 

    
U okviru numeriþkog modeliranja izveden je numeriþki algoritam za integraciju 
predloženog konstitutivnog modela koji je implementiran u programski paket 
ABAQUS, a detaljnije je prikazan u [4]. S ciljem potvrÿivanja numeriþkog algoritma 
provedena je simulacija puzanja i rastereüenja, þiji su rezutati usporeÿeni s 
eksperimentalnim podacima. Slika 4b prikazuje usporedbu eksperimentalnih i 
numeriþkih rezultata za deformaciju puzanja pri konstantnom naprezanju od 60 MPa s 
rastereüenjem jednog ciklusa u ovisnosti o vremenu. 
 

 
(a)                                                                     (b) 

Sl. 4. a) Ovisnost deformacije puzanja o vremenu i naprezanju, b) usporedba eksperimentalnih i 
numeriþkih rezultata za deformaciju puzanja pri 60 MPaV  . 

  
6 ZAKLJUýAK 

   
Predložen je novi jednodimenzijski konstitutivni model za modeliranje 
viskoelastiþnosti i viskoplastiþnosti spregnutih s akumuliranjem ošteüenja za 
opisivanje procesa deformiranja epoksidnog kompozita ojaþanog kratkim staklenim 
vlaknima za sluþaj puzanja i rastereüenja. Pritom su parametri materijala 
konstitutivnog modela odreÿeni iz vlastitih eksperimentalnih podataka. Za integraciju 
konstitutivnog modela izveden je numeriþki algoritam þija je toþnost testirana 
usporedbom dobivenih rješenja s eksperimentalnim rezultatima. Postignuto je dobro 
poklapanje numeriþkih i eksperimentalnih rezultata. 
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NUMERIýKA ANALIZA KRUTOSTI SPOJA OKVIRNE 
KONSTRUKCIJE  

� 
Merdanoviü, E. & Turkalj, G.  

Sažetak: U ovom je radu predstavljen numeriþki model djelomiþno nepopustljivih (polukrutih) 
spojeva þeliþnog okvirnog nosaþa optereüenih složenim optereüenjem sastavljenim od savijanja 
i tlaþne odnosno vlaþne uzdužne sile. U standardnim procedurama odreÿivanja krutosti spojeva 
utjecaj uzdužne sile na krutost se zanemaruje. No utjecaj vlaþne ili tlaþne uzdužne sile može biti 
znaþajan i utjeþe na ponašanje spoja i njegovu krutost, te ga je potrebno uzeti u obzir pri analizi 
okvirnih konstrukcija. Za odreÿivanje krivulja krutosti spojeva korišteni su konaþnoelementni 
3D modeli. Poþetna je krutost spoja usporeÿena s analitiþkim izrazima, a kao podloga za 
opisivanje dobivenih krivulja krutosti korištena je Richard-Abbottova matematiþka funkcija 
koja je proširena za utjecaj uzdužne sile. Dobivene matematiþke funkcije rabit üe se za 
opisivanje krutosti spojeva okvirnih konstrukcija u numeriþkom modelu temeljenom na 
grednom konaþnom elementu.  
 
Kljuþne rijeþi: polukruti spojevi, krutost spojeva, okviri, stabilnost 
� 
1 UVOD 
� 
U analizi velikih pomaka ili analizi drugog reda okvirnih konstrukcija, dva se 
ekstremna sluþaja opisivanja spojeva i prikljuþaka koriste: potpuno kruti i zglobni [3, 
5]. Takvi modeli znaþajno pojednostavljuju analizu uz pretpostavku velikih pomaka, 
ali þesto ne predstavljaju stvarno ponašanje spoja koje se nalazi izmeÿu ta dva 
idealizirana sluþaja [2, 4]. Fleksibilnost spojeva je rezultat složenog uzajamnog 
djelovanja razliþitih komponenata samog spoja [6]. Stoga, uobiþajeni postupci analize 
moraju biti prošireni ukljuþivanjem stvarnih karakteristika spojeva kako bi se 
zamijenio idealizirani pristup, što unaprijeÿuje toþnost analize konstrukcija [1, 7, 8]. Za 
takvu analizu potreban je nelinearni gredni model s pripadajuüim ponašanjem 
konstrukcije. 

Ponašanje polukrutih spojeva izloženih savijanju opisuje se krivuljama moment-
rotacija dobivenim eksperimentalno ili numeriþki bez utjecaja uzdužne sile. Meÿutim, 
spojevi su takoÿer izloženi utjecaju uzdužnih i popreþnih sila koji utjeþu na ponašanje 
spojeva. Utjecaj ovih sila na karakteristike spoja u velikoj mjeri ovisi o vrsti spoja.  

U ovom radu prikazan je numeriþki model za analizu mehaniþkog ponašanja 
koljenastog spoja stup-greda. Diskretizacija spoja i njegovih sastavnih dijelova 
izvedena je primjenom 3D konaþnih elemenata. Materijal spoja modeliran je kao 
linearno elastiþan – idealno plastiþan. Pošto prednapregnutost vijaka nema znaþajniji 
utjecaj na krutost spoja, ona je zanemarena. Optereüenje spoja sastoji se od monotono 
promjenjivog momenta savijanja i konstantne uzdužne sile, dok je deformacija spoja 
izražena preko rotacije spoja. Ponašanje spoja izraženo je krivuljama ovisnosti 
momenta savijanja i rotacije spoja za razliþite vrijednosti uzdužnih sila. Dobivene 
krivulje prikazane su u obliku proširenih Richard-Abbottovih matematiþkih funkcija te 
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üe se rabiti za opisivanje krutosti spojeva okvirnih konstrukcija u numeriþkom modelu 
temeljenom na grednom konaþnom elementu temeljenog na updated Lagrangian (UL) 
inkrementalnoj formulaciji.  

 
�2 ANALITIýKA RAZMATRANJA 

 

 
 

Sl. 1. Spoj optereüen vlaþnom uzdužnom silom i momentom savijanja 
 
Za 4 vijka i kut Į, prema slici 1, sile u vijcima jesu: 

  

vg cos(90 )
4 2
N MF

a
D � q � � ,    (1) 

 

vd cos(90 )
4 2
N MF

a
D � q � � ,     (2) 

 
gdje Fvg predstavlja silu u gornjem vijku, a Fvd silu u donjem vijku, M je moment 
savijanja koji djeluje na spoj, N je vanjsko uzdužno optereüenje spoja, a je vertikalna 
udaljenost izmeÿu osi vijaka. 
Za spoj optereüen samo momentom savijanja (N = 0), s 4 vijka u spoju vrijedi: 
 

v
vg 2

lMl
a AE

'  � ,� � � � � � (3) 

 
gdje su 'lvg produljenje gornjeg vijka, lv duljina tijela vijka, AE je aksijalna krutost 
vijka. Za donji vijak vrijedi 'lvd = 0. Dodatni deformacijski pomak spoja uzrokovan 
deformiranjem spoja jest:� 

vg
cd

l
a

M
'

 .� � � � � � � �(4)�

 
Za spoj optereüen momentom savijanja i vlaþnom uzdužnom silom (+N) slijedeüi izrazi 
vrijede sve dok je utjecaj na silu u vijku zbog uzdužnog optereüenja veüi od utjecaja 
zbog momenta savijanja: 
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v
vg cos(90 )

4 2
lN Ml

a AE
Dª º'  � q � � �« »¬ ¼

,   � (5)�

�

v
vd cos(90 )

4 2
lN Ml

a AE
Dª º'  � q � � �« »¬ ¼

,    (6) 

 
 
U ovom sluþaju vrijedi: 

vg vd
cd

l l
a

M
' � '

 .� � � � � � (7) 

 
Za silu u vijku kod koje je utjecaj momenta savijanja veüi od utjecaja aksijalne sile, 
vrijedi izraz kao za sluþaj N = 0. 
 
3 KONAýNOELEMENTNI MODELI 
 
Kao probni model izraÿen je þeoni spoj greda-greda (slika 2a) s þeliþnim profilima IPE 
330, þeonim ploþama debljine 20 mm te þetiri vijka M24 kvalitete 10.9. Dobivena 
poþetna krutost usporeÿena je s analitiþkim izrazima.  

Na slici 3 prikazane su krivulje moment-rotacija spoja greda-greda IPE 330. 
Usporeÿene su poþetne krutosti spoja dobivene konaþnoelementnim modelom i 
analitiþkim izrazima za sluþajeve kada na spoj pored momenta savijanja djeluje i 
konstantna uzdužna sila (vlaþna i tlaþna) i to 10% od vrijednosti uzdužne sile koja 
izaziva pojavu plastiþnih deformacija u spoju, te sluþaj kada je spoj optereüen samo 
momentom savijanja. Kao što je vidljivo, vrijednosti dobivene analitiþkim i 
numeriþkim putem meÿusobno se vrlo dobro podudaraju. 

Izraÿen je 3D konaþnoelementni model koljenastog spoja stup-greda (slika 2b). 3D 
elementima modelirani su svi dijelovi spoja: greda, stup, þeone ploþe, vijci i matice. 
Meÿusobno djelovanje dodirnih površina þeonih ploþa grede i stupa, glava vijaka i 
þeone ploþe, matice i þeone ploþe, te tijela vijka i provrta na þeonim ploþama 
modelirano je kontaktnim podruþjima. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) greda-greda (IPE 330)            b) stup-greda (IPE 400) 
Sl. 2. Konaþnoelementni modeli spojeva  
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Materijal grede, stupa i vijaka modeliran je kao linearno elastiþan – idealno 
plastiþan. Za dobivanje odziva konstrukcije u plastiþnom podruþju korišteno je 
izotropno oþvršüivanje materijala. Na kraju stupa ograniþeni su svi pomaci i sve 
rotacije dok je na kraj grede dodan jedan kruti element preko kojeg se inkrementalno 
nanosi moment savijanja uz konstantne vrijednosti aksijalnog optereüenja.  

 

 
Sl. 3. Usporedba numeriþkih i analitiþkih rezultata (IPE 330) 

 
ýeliþni profili su IPE 400, debljine þeonih ploþa 26 mm, a vijci su M24 kvalitete 

8.8. Spoj je optereüen monotono promjenjivim momentom savijanja te razliþitim 
konstantnim vrijednostima vlaþne uzdužne sile. Dobiveni podaci, prikazani na slici 4, 
korišteni su za odreÿivanje matematiþke funkcije koja opisuje ponašanje spoja 
optereünog momentom savijanja i konstantnom aksijalnom silom. Korištena je 
Richard-Abbottova funkcija proširena za navedeni sluþaj optereüenja spoja 

� �

cd
1

2,39724 2,39724
9 cd

4 7,40,065 1,83 1
135 10 0,38

N
N

M

e
e

M

M�
� �

 
§ ·

� � � �¨ ¸¨ ¸� � �© ¹

  (8) 

 

gdje su M moment savijanja (MNm) i N aksijalna sila (MN) koji djeluju na spoj, a Mcd 
je deformacijski pomak spoja (mrad). Usporedba podataka dobivenih numeriþkim 
putem i krivulja dobivenih pomoüu prethodno opisane matematiþke funkcije prikazana 
je na slici 4. 

 
Sl. 4. Krivulje moment-rotacija (IPE 400)  



119 

� 
4 ZAKLJUýAK 
� 
U radu je prikazan konaþnelementni model koljenastog spoja stup-greda optereüen 
monotono promjenjivim momentom savijanja i konstantnom uzdužnom silom pomoüu 
kojeg su dobivene krivulje moment-rotacija spoja. Poþetne krutosti spoja verificirane 
su analitiþkim putem. Podaci dobiveni metodom konaþnih elemenata korišteni su za 
odreÿivanje matematiþke funkcije koja opisuje ponašanje spoja izloženog navedenom 
optereüenju. Dobivena üe se funkcija rabiti za opisivanje krutosti spojeva okvirnih 
konstrukcija u numeriþkom modelu temeljenom na grednom konaþnom elementu. 
� 
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NUMERIýKO MODELIRANJE PARAMETARSKIH 
OSCILACIJA LANýANICE  

  
Nikoliü, M., Raduka, V.  

 
Sažetak: U ovom radu prikazani su postupci formulacije matematiþkog modela za numeriþki 
proraþun parametarskih oscilacija lanþanice, uzimajuüi u obzir geometrijsku nelinearnost. 
Parametarske oscilacije uzrokovane su harmonijskim gibanjem jednog rubnog þvora. Pri 
modeliranju lanþanice koriste se dva razliþita konaþna elementa: aksijalni zglobno spojeni 
element baziran na polinomnim interpolacijskim funkcijama, i lanþani element izveden pomoüu 
analitiþkih rješenja lanþanice. Analizira se utjecaj broja i vrste konaþnih elemenata te odabira 
veliþine koraka pri numeriþkom proraþunu na nelinearni parametarski odziv sustava. Pri 
numeriþkom rješavanju sustava nelinearnih diferencijalnih jednadžbi koje opisuju parametarske 
oscilacije lanþanice koristi se metoda prediktor-korektor. Za navedeni proraþun i analizu 
rezultata izraÿen je program u  softverskom paketu Wolfram Mathematica 8.0.  
 
Kljuþne rijeþi: lanþanica, konaþni elementi, parametarske oscilacije, numeriþki proraþun 

  
1 UVOD 

   
Vlaþni elementi kao što su kablovi, sajle ili užad, odnosno zatege od raznih materijala, 
sve þešüe su nosivi elementi u suvremenim konstrukcijama. Kod mostova, krovova 
stadiona, i razliþitih prenapetih gipkih konstrukcija od platna, takvi elementi postaju i 
osnovni dio nosive konstrukcije. Glavna prednost ovih elemenata u vlaþnom je 
prijenosu optereüenja, zbog þega je materijal bolje iskorišten bez moguünosti pojave 
problema stabilnosti. Istovremeno, zbog velike fleksibilnosti ovi sustavi posebno su 
osjetljivi na razliþita dinamiþka djelovanja, posebice uzrokovane vjetrom, kišom i 
snijegom [3]. Dinamiþke pobude mogu biti i posljedica prijenosa oscilacija drugih 
dijelova konstrukcije (kolnika, pilona i sliþno) na zatege, te se oscilacije zatega mogu 
parametarski pobuditi [6].  

Osnova za proraþun ovih elemenata je element lanþanice, koji je u posljednje 
vrijeme predmet detaljnijih analiza i matematiþkog modeliranja [1, 2, 4, 7, 8]. Do 
danas su razvijene razliþite formulacije kako bi se riješio problem ponašanja zatega u 
konstrukcijama [1, 4, 7]. Osnovni problemi posljedica su velike fleksibilnosti takvih 
elemenata, odnosno pojave velikih pomaka, što zahtijeva ukljuþivanje geometrijske 
nelinearnosti u dinamiþki proraþun. Razvijena su dva pristupa za definiciju konaþnog 
elementa zatege. Prvi pristup koristi polinome kojima se opisuje polje pomaka za 
odgovarajuüe optereüenje, što je inaþe uobiþajeno pri definiciji konaþnih elemenata [1]. 
Drugi pristup u svojoj formulaciji koristi analitiþka rješenja lanþanice, pri þemu se 
polazi od djelovanja distribuiranog optereüenja po duljini elementa, kao što je 
pokazano na slici 2 [1, 7]. Pojava velikih pomaka uzeta je u obzir nelinearnom 
formulacijom tangentne matrice krutosti. 
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2 OPIS MODELA  
   

Proraþunski model zatege izraÿen je u programskom paketu Wolfram Mathematica 8.0. 
za razliþiti broj konaþnih elemenata, kako je prikazano na slici 1. Geometrijske i 
mehaniþke karakteristike modela dane su u tablici 1.  
 

 
Slika. 1. Diskretizacija modela za N=12 i N=28 konaþnih elemenata 

 
modul elastiþnosti 8,25·105 kN/m2 

površina popreþnog presjeka 0,01 m2 
težina po jedinici duljine 1,0 kN/m' 

raspon l 48 m 
visina h 36 m 

nedeformirana duljina L0 48 m 
horizontalna komponenta sile prednapona H0 1650 kN 
Tablica. 1. Geometrijske i mehaniþke karakteristike modela 

 
2.1 Konaþni elementi 

Za proraþun su odabrana dva tipa konaþnih elemenata: aksijalni konaþni element 
ekvivalentan zglobno spojenom štapu (KE1), te lanþani element koji se bazira na 
analitiþkom rješenju lanþanice (KE2). 
 

 
Slika. 2. Konaþni elementi KE1 i KE2 

  
Za modeliranje zatega sa velikom poþetnom uzdužnom silom, u praksi se zbog 

jednostavnosti najþešüe koristi aksijalni element ( u daljnjem tekstu KE1). Nedostatak 
takvog modela je diskontinuitet tangenti u þvorovima, ukoliko u þvoru nema 
koncentrirane sile. Tangentna matrica krutosti za element KE1  je [1, 8]: 
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Element elastiþne lanþanice KE2, uzima u obzir vertikalno optereüenje distribuirano po 
nedeformiranoj duljini lanþanice i u matematiþkom smislu ovaj element je egzaktan za 
zategu pod djelovanjem vlastite težine. Razvijeni su razliþiti matematiþki modeli ovog 
elementa [1, 7]. U ovom radu koristi se formulacija [1], prema kojoj je pod matrica 
krutosti odreÿena izrazom: 
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Kutovi ĳ1 i ĳ2 odreÿeni su jednadžbama: 
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u kojima je parametar ȝ odreÿen izrazom: 
0 0

2
q Ll

H AE
P § · �¨ ¸

© ¹
,       (5) 

Za poznatu geometrijsku konfiguraciju, odnosno za poznate položaje þvorova 
elemenata, horizontalna komponenta uzdužne vlaþne sile H može se odrediti iz 
funkcije kompatibilnosti [1]: 
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Jednadžba (6) rješava se pri svakoj promjeni matrice kT Newton-Raphsonovom 
metodom.  

 
3 PRORAýUN ODZIVA  

    
Sustav diferencijalnih jednadžbi koje opisuju oscilacije zatege formuliran je primjenom 
d'Alembertovog principa. Parametarske oscilacija izazvane su gibanjem rubnog þvora 
B. Poþetni uvjeti su homogeni i promatraju se oscilacije oko ravnotežnog položaja koji 
je prethodno odreÿen Newton-Raphsonovim postupkom. Buduüi je funkcija pomaka 
þvora B (slika 1.) zadana, potrebno je matricu krutosti sustava proširiti na þlanove koji 
povezuju vertikalni pomak þvora B s pomacima unutarnjih þvorova. Sa indeksom n üe 
se oznaþiti þlanovi matrice masa i krutosti koji se odnose na nepoznate veliþine 
pomaka (pomaci unutarnjih þvorova) a sa uBy= A sin(ȍt) zadani pomak þvora B. Sustav 
diferencijalnih jednadžbi oscilacija zatege je: 



124 

0

By By By By Bym u K u p
ª º § · ª º § · § ·

�  ¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸« » « »
¬ ¼ © ¹ ¬ ¼ © ¹ © ¹

n n n n,By n

By,n

M 0 u K K u
0 K

��

��
.   (7) 

Prvi redak u jednadžbi (7)  predstavlja sustav jednadžbi koji se rješava numeriþkim 
postupkom, pri þemu je ekvivalentno dinamiþko optereüenje posljedica pojave 
elastiþne sile generirane gibanjem þvora B: 

Byun n n n n,ByM u + K u = -K�� .      (8) 
Radi velike geometrijske nelinearnosti sustava gornja jednadžba se koristi u 
inkrementalnoj formulaciji unutar intervala ǻt: 

Byu' ' 'n n n n n,ByM u + K u = -K�� ,     (9) 
Za rješavanje sustava diferencijalnih jednadžbi (9) koristi se metoda prediktor-korektor 
opisana u [5] pri þemu se na temelju poznatih vrijednosti na poþetku koraka i odabrane 
funkcije ekstrapolacije izraþunava vrijednost varijabli na kraju koraka. U prediktoru, 
pretpostavlja se konstantni vektor ubrzanja unutar koraka, koji odredimo iz jednadžbe 
dinamiþke ravnoteže na poþetku koraka, odnosno u nekom trenutku ti: 

ii el � -1u M F�� .       (10) 
Vektor elastiþnih sila Fel odredi se iz deformacije elemenata, te se zatim za poznati 
vektor ubrzanja (10) odreÿuju prirasti vektora brzine i pomaka: 
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U opüem sluþaju, pretpostavka o konstantnom ubrzanju ne vrijedi niti za vrlo male 
korake. Korekcija vrijednosti na kraju koraka izvrši se uz pretpostavku linearne 
promjene ubrzanja na intervalu ǻt. Uz pretpostavljene vektore prirasta brzina i pomaka 
iz jednadžbe dinamiþke ravnoteže (9) možemo odrediti prirast ubrzanja:  

By pu'  � ' � '-1 T
n,Byu K M K u�� ,    (13) 

zatim korigiramo vektore pomaka i brzine na kraju intervala ǻt: 
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Za novi položaj odreÿuje se tangentna matrica krutosti sustava i elastiþne sile u 
elementima. U svakom vremenskom koraku provjerava se dinamiþka ravnoteža tako da 
se odredi modul vektora rezidualnih sila na kraju koraka:  

1 1 01 i ii in el q� ��  � �R F F F .     (15) 

 
4 REZULTATI PRORAýUNA 

 
Pomaci þvora C u ravnotežnom položaju odreÿeni pomoüu KE1, s poveüanjem broja 
elemenata konvergiraju analitiþkom rješenju [2, 4, 8], dok je za elemente KE2 pomak 
jednak analitiþkom veü za najmanji broj elemenata, dok vrijednosti frekvencije u oba 
sluþaja ovise o broju elemenata. Poþetne vrijednosti prve tri frekvencije dane su u 
tablici 3. Prve dvije frekvencije odnose se na popreþne, a treüa frekvencija na uzdužne 
oscilacije. 
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broj elemenata 
KE1 KE2 

uCx uCy Ȧ1 uCx uCy Ȧ1 
2 0,0670217 -0,124272 7,49735 0,0670195 -0,124271 7,49742 
4 0,0670210 -0,124271 8,11523 0,0670195 -0,124271 8,11525 

6 0,0670198 -0,124271 8,23285 0,0670195 -0,124271 8,23286 

12 0,0670196 -0,124271 8,30390 0,0670195 -0,124271 8,30391 
28 0,0670196 -0,124271 8,32261 0,0670195 -0,124271 8,32330 

analitiþko rješenje 0,0670195 -0,124271 8,32712 0,0670195 -0,124271 8,32712 

Tablica. 2. Usporedba rezultata numeriþkih modela s analitiþkim rješenjima 
 

broj elemenata Ȧ1 Ȧ2 Ȧ3 
28 8,3233 16,6177 18,6115 

Tablica. 3. Vrijednost prve tri kružne frekvencije modela 
  

4.1 Rezultati parametarskog odziva 
Parametarske oscilacija pobuÿene su vertikalnim gibanjem þvora B, za A=0,1 m i 
ȍ=16 r/s. Na slici 3. prikazana je funkcija vertikalnog pomaka þvora C. Radi 
jednostavnosti prikaza ovdje su prikazane samo funkcije odziva za N=12 i N=28 
konaþnih elemenata. Detaljnijom analizom ustanovljeno je da na odziv pri 
parametarskoj pobudi utjeþu viši oblici oscilacija te je u proraþun potrebno odabrati 
veüi broj konaþnih elemenata. Odzivi koji su dobiveni za KE1 i KE2 su praktiþki 
identiþni što potvrÿuje da aksijalni element vrlo dobro aproksimira lanþanicu ukoliko 
imamo veliku poþetnu vlaþnu silu. 
  

 
Slika 3. Vremenska funkcija vertikalnog pomaka toþke C za parametarske oscilacije  

 
Utjecaj promjene geometrijske krutosti tokom oscilacija koja ovisi o trenutnoj 
deformaciji elemenata možemo uoþiti na slici 4. koja prikazuje vremenske funkcije 
promjene frekvencije sustava. Možemo uoþiti znaþajan utjecaj na drugu frekvenciju.  
 

 
Slika 4. Vremenska funkcija promjene frekvencije sustava ¶ 
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Na slici 5. prikazana je maksimalna vrijednost modula vektora rezidualnih sila (15) u 
ovisnosti o veliþini koraka. Pretpostavka o linearnoj promjeni ubrzanja na intervalu ǻt 
je zadovoljavajuüa za dovoljno male vremenske intervale. Ovom bitno doprinosi i 
þinjenica da se ubrzanje na poþetku svakog koraka odreÿuje direktno iz deformiranog 
položaja lanþanice. 
 

 
Slika 5. Maksimalna vrijednost modula vektora rezidualnih sila 

   
5 ZAKLJUýAK 

    
Ova analiza pokazala su elementi KE1 pogodni za daljnja istraživanja dinamiþkog 
ponašanja lanþanice. Vrijednosti rezidualnih sila zanemarivo su male za dovoljno mali 
korak, te nije potrebno provoditi dodatne iteracije unutar svakog koraka. To pokazuje 
da metodu prediktor-korektor možemo primijeniti i u daljnjim istraživanjima.   
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UTJECAJ SILE PRITEZANJA VIJKA DENTALNIH 
IMPLANTATA NA VISOKOCIKLIýKI ZAMOR 

  
Novoselac, S., Ergiü, T., Kozak, D., Sertiü, J. & Pacak, M.   

 
Sažetak: Zamorno ponašanje dentalnih implantata je pod utjecajem geometrije, 
optereüenja, oseointegracije te površinske obrade i hrapavosti implantata, vijka i 
nadogradnje.  

Na temelju utjecaja optereüenja, nelinearna numeriþka analiza biomehaniþkog 
tranzijentnog troosnog visokocikliþkog zamora implantata pod utjecajem sile pritezanja 
vijka istražena je za vjerojatnost preživljavanja 99,99 %. Uslijed nemoguünosti da se 
toþno odredi sila pritezanja vijka dentalnog implantata, nužno je uzeti u obzir raspon 
sile pritezanja zbog rasipanja vrijednosti. 

Dinamiþka optereüenja nastala pod utjecajem žvaþnih sila, koja se dogaÿaju u 
milijunskim ciklusima in vivo u þeljustima, neusporedivo su kompleksnija od statiþkih 
optereüenja, te ih je nužno opisati s teorijom kritiþnih ravnina. Istraživanje zamornog 
ponašanja vijþanih spojeva zahtijeva odreÿivanje dozvoljenih amplituda naprezanja 
uslijed dinamiþkog optereüenja, koja se znaþajno razlikuju od statiþkih naprezanja. 

Tenzori naprezanja dentalnog implantata analizirani su na tranzijentni troosni 
visokocikliþki zamor s utjecajnim faktorima gradijenata naprezanja, srednjih 
naprezanja, površinske hrapavosti, utjecaja statistike, utjecaja raspona rasipanja S – N 
krivulje, te s preureÿivanjem srednjih naprezanja i amplituda naprezanja u sluþaju 
lokalne plastifikacije materijala. Utjecaj srednjih naprezanja uzima se u obzir pomoüu 
Haighovog dijagrama. Radi velikog broja ciklusa, za in vivo dinamiþke faktore 
sigurnosti i evaluaciju ciklusa do pojave zamornih pukotina, istražuje se visokocikliþki 
zamor.  
 
Kljuþne rijeþi: dentalni implantati, zamor, vijþani spoj, dinamiþka izdržljivost  

  
1 UVOD 

    
Uslijed ugradnje dentalnog implantata in vivo, prvo optereüenje koje se pojavljuje je 
sila pritezanja vijka dentalnog implantata. S obzirom na þinjenice o rasipanju 
vrijednosti sila pritezanja, te utjecaju faktora trenja o sili, nemoguüe je toþno odrediti 
silu pritezanja. ýesto se u praksi uslijed nemoguünosti toþnog odreÿivanja proraþuni 
sila pritezanja rade s minimalnom, maksimalnom i nominalnom silom. Pravilnik VDI 
2230 [1] daje upute za proraþun sila pritezanja u ovisnosti o faktoru trenja. Tokom 
životnog vijeka dentalnog implantata dolazi do promijenjivih žvaþnih sila u smislu 
vrijednosti, smjerova i uþestalosti. Dodatna poteškoüa odreÿivanja žvaþnih sila dolazi i 
do izražaja u sluþaju spolova. Dokazano je da muškarci imaju veüe vrijednosti žvaþnih 
sila od žena. Prema istraživanjima dvadeset godina žvakanja prosjeþnog þovjeka 
otprilike odgovara 106 ciklusa optereüenja žvaþnih sila na implantat.  
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Kompleksnost vijþanih spojeva postoji þak i kod jednoosnog optereüenja, gdje je 
distribucija naprezanja u korijenu navoja višeosna. Kompleksnost zamornog ponašanja 
korijena navoja dolazi i od tzv. “efekta utjecaja veliþine zareza”, koji rezultira pojavom 
da za iste vrijednosti faktora koncentracije naprezanja (Kt), zarezi s razliþitim 
dimenzijama rezultiraju razliþitim vrijednostima dinamiþke izdržljivosti (tj. zarez s 
veüim ukupnim dimenzijama rezultira nižom dinamiþkom izdržljivošüu od zareza s 
manjim dimenzijama, ali istim Kt). Polje naprezanja oko vrška zareza znatno utjeþe na 
zamorno ponašanje uz dodatno žarisno ili maksimalno naprezanje u zarezu [2]. 
Nekoliko teorija predloženo je za uzimanje u obzir gradijenata naprezanja u zarezu [3]. 
Teorije su bazirane na kritiþnom volumenu materijala koji je podvrgnut kritiþnom 
intenzitetu polja naprezanja na kojemu dolazi do pojave zamora. Nelinearna numeriþka 
analiza provedena je u programskom paketu Abaqus 6.10 [4]. Tenzori naprezanja 
analizirani su na zamorni spektar optereüenja u programskom paketu FemFat 4.8 [5] s 
utjecajnim faktorima. 

 
2 NELINEARNI MODEL DENTALNOG IMPLANTATA 

    
Dentalni implantat diskretiziran je pomoüu modela baziranog na metodi konaþnih 
elemenata s tipiþnim industrijskim dimenzijama promjera 4 mm i visinom 10 mm. 
Model se sastoji od kortikalne i spongiozne kosti, implantata, vijka i nadogradnje, kao 
što sl. 1. prikazuje. Korišteni su heksaedarski elementi (C3D8). Model ukupno sadrži 
121504 þvorova te 109044 elemenata. Sve kontaktne površine modelirane su s 
nelinearnim sliding contactom za postizanje realnog ponašanja. Faktor trenja za 
kontaktne površine implantata iznosi 0,5 prema Abkowitzu [6]. Zbog visokog faktora 
zareznog djelovanja i ekstremnih gradijenata naprezanja u podruþju spoja navoja 
implantata s vijkom korištena je vrlo fina mreža s duljinom elementa manjom od ȝm. 
 

 
Sl. 1. Sklop dentalnog implantata s kosti i  eksplodirani pogled na pojedine dijelove uz 

popreþni presjek detalja spojeva 
  

2.1 Sile uslijed ugradnje dentalnog implantata u kost i cikliþke žvaþne sile 
U istraživanju [7] za pojedine komercijalne implantate prouþavan je utjecaj primjene 
zakretnog momenta i faktora trenja na silu pritezanja. Iz rezultata za standardne 
zakretne momente pritezanja vijka implantata, sila pritezanja doseže približno 800 N, 
što je u ovome radu uzeto kao maksimalna vrijednost. Prema istraživanju [8] 
koncentrirane sile 17,1 N, 114,6 N i 23,4 N u lingualnom, aksijalnom i mesio-
distalnom smjeru su primjenjene.  
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2.2 Materijali 
Dentalni implantat modeliran je s homogenim, izotropnim i linearno elastiþnim 
materijalom. Mehaniþka svojstva titan legure za nadogradnju su E = 114 GPa i Ȟ = 0,38 
te za implantat i vijak E = 113,8 GPa i Ȟ = 0,34 [9]. Mehaniþka svojstva kortikalne 
kosti su E = 14 GPa i Ȟ = 0,3 te spongiozne kosti E = 1,5 GPa i Ȟ = 0,3. Į+ȕ legura 
titana, Ti-6Al-4V, pri testiranjima cikliþkih svojstava materijala na 20 kHz [10], ima 
dinamiþku izdržljivost iznad 600 MPa do 107 ciklusa. Za proraþun zamora pri 
razliþitim vrijednostima R, koristi se Haighov dihagram.  
 
2.3 Visokocikliþki zamor 
Utjecajni faktori: 1) površinska hrapavost, RZ = 2 ȝm. 2) Rasipanje cikliþkih svojstava 
materijala (omjer dinamiþke izdržljivosti pri vjerojatnosti preživljavanja 10 i 90 %) 
pretpostavljeno je 1,45. 3) Utjecaj statistike. Normalna Gaussova distribucija je 
pretpostavljena za proraþun utjecajnih statistiþkih varijabli. 4) Gradijenti naprezanja. 
Utjecaj okolnih slabije optereüenih podruþja na þvorovima sa strmim gradijentima 
naprezanja su uzeti u obzir. Gradijenti naprezanja karakteriziraju koncentraciju 
naprezanja. 5) Utjecaj srednjih naprezanja se uzima u obzir pomoüu Haighovog 
dijagrama. Zamorna þvrstoüa smanjuje se za vlaþna srednja naprezanja, dok se za 
tlaþna srednja naprezanja poveüava. Zbog toga je Haighov dijagram nesimetriþan. 6) 
Preureÿivanjem srednjih naprezanja i amplituda naprezanja. U sluþaju lokalne 
plastifikacije materijala uslijed linearno-elastiþnog ponašanja implantata. 

Pristup rješavanja visokocikliþkog zamora je s teorijom kritiþnih ravnina. Na 
kritiþnim þvorovima dentalnog implantata, pretpostavljeno je da je ravnina kritiþna na 
zamorno ošteüenje, ako akumulirano ošteüenje prijeÿe kritiþnu vrijednost. FemFat 
koristi Haighov dijagram za odreÿivanje kuta najkritiþnije ravnine i faktor ošteüenja za 
svaki þvor. Rezultati faktora sigurnosti (SF) s obzirom na dinamiþku izdržljivost su za 
konstantna srednja naprezanja, tj. povezani su samo s amplitudom naprezanja. 

SF = ıAdop / ıA,                                                           (1) 
gdje je ıAdop dozvoljena amplituda naprezanja te ıA amplituda naprezanja tokom 
spektra zamornog optereüenja. 

Odreÿivanje dozvoljene amplitude naprezanja u vijþanim spojevima je kompleksno 
zbog visokih faktora zareznog djelovanja u podruþju korijena navoja, zaobljenju ispod 
glave vijka, zaobljenjima po tijelu vijka (radi poveüavanja podatljivosti) i na poþetku 
navoja. Prema VDI 2230 za dozvoljene ıA u podruþju navoja za cikluse optereüenja ND 
� 2 · 106, koji su bili valjani prije toplinske obrade:  

ıASV = 0,85 · (150 / d + 45),                                                (2)                
Navoji valjani nakon toplinske obrade:   

                                   ıASG = (2 – FSM / F0,2min) · ıASV,                                        (3) 
gdje je: d promjer vijka, FSM sila pritezanja vijka i  F0,2min  sila pritezanja koja 
uzrokuje teþenje materijala, i izraþunava se prema slijedeüem izrazu: 

F0,2min = AS · Rp0,2,                                                        (4) 
gdje je AS stvarni presjek vijka, tj. presjek preko kojeg se prenosi naprezanje. 
Ako se tokom životnog vijeka dogodi samo nekoliko tisuüa izmjeniþnih ciklusa (NZ > 
104) s veüom amplitudom naprezanja, dozvoljene amplitude se poveüavaju. Dozvoljene 
amplitude za druga podruþja vijaka (npr. tijelo vijka, zaobljenja ispod glave i sl.) 
moraju se proraþunavati prema drugim izrazima. 
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3 REZULTATI  

  
Istražen je utjecaj sile pritezanja na dinamiþke SF, ıA i ım u podruþju vijþanog spoja 
implantata i vijka. Detaljniji opis rezultata prikazan je pod slijedeüim podnaslovima. 
 
3.1 Nelinearna statiþka analiza dentalnog implantata za korak pritezanja vijka 
Prvi korak analize bio je pritezanje vijka dentalnog implantata. Sl. 2. prikazuje 
rezultate: glavnih naprezanja (ı1) pod b) i ekvivalentnih von Misesovih naprezanja 
(ıekv) pod c) po korijenima navoja, koji su vidljivi pod a). Iz rezultata se može uoþiti da 
što je veüa sila pritezanja da su ı1 i ıekv veüa. Radi usporedbe, kada je FMmin = 100 N, 
na prvom korijenu navoja ı1 = 148 MPa i ıekv = 124 MPa. U sluþaju FMmax = 800 N, na 
prvom korijenu navoja ı1 = 1167 MPa i ıekv = 984 MPa.  
 

 
Sl. 2. Raspodjela glavnih i ekvivalentnih von Misesovih naprezanja po korijenima navoja 

vijka za sile pritezanja od 100 do 800 N 
 

Sl. 3. prikazuje raspodjelu ekvivalentnih von Misesovih naprezanja u podruþju navoja 
dentalnog implantata. Pod a) prikazan je sluþaj za silu od 100 N. Rezultati pokazuju da 
se polje naprezanja pojavljuje samo u prvom i drugom korijenu navoja.  
 

 
Sl. 3. Raspodjela ekvivalentnih von Misesovih naprezanja po navojima implantata za sile 

pritezanja 100, 400 i 800 N te raspodjela pomaka implantata za sile pritezanja od 100 i 800 N 
 
Pod b) prikazano je polje naprezanja za 400 N, gdje se polje naprezanja širi na svih 6 
korijena. Pod c) polje naprezanja za silu od 800 N, gdje se uoþavaju (þak i prema veüoj 
skali podruþja raspona rezultata) veüe vrijednosti naprezanja. Pod d) i e) prikazani su 
pomaci þvorova implantata za sile 100 i 800 N. Za silu od 800 N maksimalna 
vrijednost pomaka je 3,3 ȝm na implantatu i nalazi se na kontaktnoj površini s 
nadogradnjom gdje uslijed sile pritezanja na vijku dolazi do stlaþivanja nadogradnje. U 
podruþju prvog korijena navoja, maksimalni pomak za silu od 800 N iznosi 1,8 ȝm. 
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3.2 Analiza tranzijentnog troosnog visokocikliþkog zamora 
Rezultati zamornog ponašanja uslijed djelovanja cikliþkih pulzirajuüih žvaþnih sila su: 
dinamiþki SF, ıA i ım. Dodatno mogu biti proraþunati i brojevi ciklusa do pojave 
pukotina. Rezultati na sl. 4. pokazuju da cikliþka pulzirajuüa optereüenja s razliþitim 
silama pritezanja dovode do znaþajno razliþitih dinamiþkih SF, ıA i ım. Za sluþaj FMmin 
= 100 N na prvom korijenu navoja, SF = 6,12 dok su ıA = 31,5 MPa i ım = 100 MPa. U 
sluþaju FMmax = 800 N na prvom korijenu navoja, SF = 1,45 dok su ıA = 30,7 MPa i ım 
= 889 MPa. Na korijenima navoja od 2 do 6, ım i ıA su manja, što dovodi do veüih SF 
za sve sile pritezanja. Sl. 5 prikazuje redoslijedom Haighove dijagrame za kritiþni þvor 
na vijku dentalnog implantata za sile pritezanja od 100 do 800 N. 
 

 
Sl. 4. Dinamiþki faktori sigurnosti, srednja naprezanja i amplitude naprezanja 

 

 
Sl. 5. Haighovi dijagrami za kritiþne þvorove vijka po redoslijedu sile pritezanja od 100 do 

800 N 
 
5 ZAKLJUýAK 

 
Dinamiþka izdržljivost temeljena na korištenju amplituda naprezanja, ıA, rezultira 
smanjenjem dinamiþkih faktora sigurnosti za poveüanje sile pritezanja. Poveüanje ım 
uz istu vrijednost ıA, poveüava maksimalna ekvivalentna naprezanja, što dovodi do 
lakšeg otvaranja i rasta zamornih pukotina. S porastom sile pritezanja znaþajno rastu 
ım, dok se ıA smanjuju. Dominantan efekt amplituda naprezanja s obzirom na njihovo 
smanjenje dovodi do poboljšanja zamornog ponašanja. Visoki faktor zareznog 
djelovanja prisutan je na prvom nosivom korijenu navoja. Lokalna naprezanja u tom 
podruþju, u ovisnosti o geometriji, mogu biti þak i do 10 puta viša od nominalnih 
naprezanja. Osim toga, u presjeku korijena navoja dolazi do troosne nehomogene 
distribucije glavnih aksijalnih, tangencijalnih i radijalnih naprezanja. ývrstoüa vijþanog 
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spoja znaþajno je niža uslijed cikliþkih naprezanja u usporedbi sa statiþkim 
naprezanjima. Za istraživanje visokocikliþkog zamora u usporedbi sa statiþkom 
þvrstoüom, nužno je znanje i o cikliþkom ponašanju materijala, utjecajnim faktorima 
(površinska hrapavost, srednja naprezanja, amplitude i gradijenti naprezanja, statistiþki 
utjecaji) i znatno finija i kvalitetnija izrada mreže konaþnih elemenata, posebice u 
podruþju ekstremnih gradijenata naprezanja. Primjena detaljnih i kompleksnih 
numeriþkih analiza može poveüati sigurnost i trajnost biomehaniþkih implantata. 
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TOPOLOŠKO OPTIMIRANJE PARAMETRIZIRANOM 
LEVEL SET FUNKCIJOM I EVOLUCIJSKOM METODOM 

  
Pehnec, I., Vuþina, D 

 
Sažetak: Topološko optimiranje je inverzni proces sinteze, te je kao takav vrlo složen i 
zahtijevan numeriþki zadatak. Proces topološkog optimiranja u mehanici þvrstih tijela uz 
promjenu polja pomaka podrazumijeva i promjenu raspodijele materijala (geometrije). Level set 
metoda topološkog optimiranja zasnovana je na implicitnoj funkciji þije izo linije opisuju 
promatranu geometriju. Jednadžba promjene izo linije level set funkcije u vremenu naziva se 
Hamilton-Jacobieva diferencijalna jednadžba. Brzina promjene izo linije slijedi iz derivacije 
funkcije cilja i odreÿuje najbrži smjer promijene geometrije ka optimalnom rješenju. 
Tradicionalna level set metoda topološkog optimiranja izvodi se gradijentnim postupkom i 
metoda je sklona zapinjanju u lokalnim ekstremima, što ima za posljedicu veliku ovisnost o 
poþetnom rješenju. 
Parametrizacijom level set funkcije smanjuje se broj parametara potrebnih za opis geometrije, te 
se otvara prostor primjeni genetskih algoritama. Parametri koji opisuju level set funkciju (njene 
z koordinate) predstavljaju varijable optimiranja. Genetski algoritam manje je osjetljiv na 
lokalne ekstreme. Kao primjer topološki se optimira 2D konzolni nosaþ.Uslijed promjene 
geometrije dolazi do potrebe premrežavanja konaþnih elemenata što se izbjegava zamjenskim 
materijalom kao „jeftinijim“ numeriþkim postupkom. Postupak optimiranja level set funkcijom 
genetskim algoritmom je primjenjiv, ali dugotrajan proces. Postupak može poslužiti kao 
generator poþetnog rješenja za gradijentne postupke. 
 
Kljuþne rijeþi: Topološko optimiranje, level set, parametrizacija  

  
1 UVOD 

  
Zadatak topološkog optimirana je distribuirati odreÿenu koliþinu materijala tako da se 
optimira odziv (statiþka nosivost). Optimiranje oblika u smislu inverznog procesa 
sinteze je vrlo kompleksan i kreativan proces, koji ukljuþuje mnoge aspekte kao što su 
iskustvo, ideje, pravila, metode, analiza, interakcije i druge konceptualne elemente. 
Problematika optimiranja topologije level set metodom koja je obraÿena u literaturi 
može se razvrstati u nekoliko podruþja (parametrizacija geometrije domene, 
interpolacijske metode, rješavanje ravnoteže, formulacija pri optimiranju oblika i 
topologije, optimizacijski algoritam). 
Topološko optimiranje najbliže je apstraktnoj konceptualnoj fazi. Mnogi radovi ([2], 
[3], [5]) opisuju razliþite pristupe, modele i procedure topološkog optimiranja. 
U fazi optimiranja oblika, uþinkovita parametrizacija oblika postaje kljuþna za 
uþinkovito optimiranje geometrije. 
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2 MATEMATIýKA FORMULACIJA EVOLUCIJSKOG POSTUPKA 
OPTIMIRANJA LS METODOM 

   
Problem topološkog optimiranja obiþno se postavlja kao minimum podatljivosti 
(odnosno maksimum krutosti) uz ograniþenja dopustivih virtualnih pomaka i dopustive 
raspodjela materijala krutosti E: 
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što predstavlja slabu varijacijsku jednadžbu sa U pripadnih virtualnih (kinematskih 
dopustivih) pomaka. 
Ead –skup moguüih (dopustivih) svojstava materijala, E – matrica krutosti, 
u – ravnotežno polje pomaka, Ȟ – virtualno polje pomaka (kinematiþki dopustivo), 
a(u,Ȟ) – virtualni rad unutarnjih sila  
l(Ȟ) – virtualni rad vanjskog optereüenja. Linearni oblik vanjskog optereüenja jednak je 
zbroju vanjskog optereüenja fv po jedinici volumena ȍ i vanjskog optereüenja fs po 
jedinici konture īs, 
indeks B predstavlja bilinearnu formu. 
X –varijable oblika (oznaþava distribuciju materijala) i topologije, 
 �İ L u  - polje deformacija, 

L – diferencijalni operator, 
x,y,z – oznaþavaju koordinate toþaka u prostoru. 
 
Iz navedenog slijedi formulacija: 
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Funkcija minimuma je podatljivost, gdje se traži optimalna distribucija materijala koja 
üe zadovoljiti ravnotežu. Ovakva formulacija naziva se ugniježÿena („Nested“) 
formulacija. 
Funkciju cilja možemo definirati i kao minimum volumena uz ograniþenje nosivosti 
konstrukcije (naprezanja): 
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Ravnoteža (polja naprezanja, deformacija i pomaka) raþunaju se u gotovom 
programskom paketu metodom konaþnih elemenata. 
Temeljne metode koje optimiraju oblik i topologiju su Bubble metoda, ESO 
(Evolutionary structural optimization), SIPM (Solid Isotropic Material with 
Penalization) i level set metoda. 

  
2.1 Tradicionalna level set metoda topološkog optimiranja 
Level set je implicitna funkcija koja opisuje geometriju. Level set funkcija nalazi se u 
n+1 dimenziji u odnosu na geometriju koju opisuje, a njena izo-linija definira 
geometriju. Ovim svojstvom omoguüeno je da level set funkcija opisuje i topološke 
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promjene geometrije pri optimiranju (može opisati promjenu kao što je stvaranje novih 
rupa u domeni), a pri tome nije potrebna nova parametrizacija geometrije. Ovo 
svojstvo je veoma bitno jer se u suprotnom mijenja broj varijabli optimiranja i njihova 
struktura sa promjenom topologije. 
 

� �,x y)

:

:

w:

D

)

x

y

x

y  
Sl. 1. Opüa implicitna funkcija ĭ koja prodire u domenu D 

 
Definira se težinska funkcija H koja govori o tome da li je promatrana toþka unutar ili 
izvan podruþja: 
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U trenutku t funkcija toþaka izo linije je � �ĭ , 0t  x . 
Ako se svim toþkama level set funkcije zada brzina v=dx/dt, dobit üe se promjena level 
set funkcije u vremenu (Hamilton-Jacobi-eva parcijalna diferencijalna jednadžba): 
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t dt
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x      (6) 

Hamilton-Jacobi-eva (H-J) parcijalna diferencijalna jednadžba može se riješavati 
„Upwinding“ postupkom (konaþnim razlikama u prostornoj domeni i vremenskom 
shemom koraþanja), ili parametriziranom level set plohom. Upwinding postupak u 
domeni koja se optimira ne može stvoriti nove rupe, što predstavlja veliki nedostatak.  

 
2.2 2.3 Postupak topološkog optimiranja parametriziranom level set plohom 
i genetskim algoritmom 
H-J jednadžba se parametrizira nekim od parametarskih jednadžbi (B-spline, radijalnim 
baznim funkcijama…) þime se vrši separacija prostora i vremena te se dobiva sustav 
raspregnutih obiþnih diferencijalnih jednadžbi: 

� �0
0

( )( ) ( ) ( ) 0TT
n

d t v t
dt

I I� �  
a

x x a    (7) 

Brzina vn dobiva se razmatranjem minimuma potencijalne energije ࢥ (nametanje 
„vanjskog“ polja brzina). Izvedena je jednadžba brzine kretanja izo linije level set 
funkcije (9) permutacijom granica domeni iz funkcije cilja minimum podatljivosti i 
ograniþenja volumena odnosno Lagrangeove funkcije (8): 
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Glavni nedostatak level set metode je ovisnost o poþetnom rješenju, kao posljedica 
gradijentnog postupka optimiranja na kojoj se temelji metoda. Stoga se predlaže 
topološko optimiranje parametriziranom level set plohom, pri þemu su varijable 
optimiranja þvorovi parametrizirane plohe. Pomicanjem þvorova mijenja se level set 
funkcija, a time i oblik promatrane domene (izo linija level set funkcije). 
Parametrizacijom se znaþajno može smanjiti broj varijabli potrebnih za opis modela, 
što otvara moguünost primjene metode optimiranja genetskim algoritmom (GA). GA je 
globalna metoda traženja minimuma funkcije i nije sklona zapinjanju u lokalnim 
ekstremima. Za funkciju cilja uzima se minimum volumena materijala, uz ograniþenje 
nosivosti. 
Kao test primjer topološkog optimiranja level set metodom u brojnoj literaturi [1], [4], 
[6], [7], koristi se konzolna greda optereüena silom na kraju: 
 

 
Sl. 2. Definiranje geometrije, optereüenja i rubnih uvjeta konzolne ploþe za topološko 

optimiranje (a) i neka od diskretnih rješenja (b, c, d, e) 
 
Numeriþka analiza konstrukcije vrši se metodom konaþnih elemenata u gotovom 
programskom paketu ADINA. Promjena geometrije je znaþajna pri topološkom 
optimiranju, te je potrebno obrisati staru mrežu konaþnih elemenata i kreirati novu 
mrežu za topološki promijenjenu geometriju. Kreiranje nove mreže konaþnih 
elemenata je zahtjevan numeriþki proces. Geometriju pri optimiranju možemo 
mijenjati metodom zamjenskog materijala, što je jednostavniji postupak od kreiranja 
nove mreže konaþnih elemenata. Konaþnim elementima na mjestu gdje je optimizator 
uklonio materijal zadajemo znatno lošija mehaniþka svojstva i ti elementi postaju ne-
nosivi dio konstrukcije. 
Neka od oþekivanih diskretnih rješenja, prikazani su na slici 2 b, c, d, e, koja 
optimizator može pronaüi kao lokalne ekstreme. 
 
 
 
3 REZULTATI ISTRAŽIVANJA 

 
Pri topološkom optimiranju grede ukliještene i optereüene prema slici 2 korištena je 
parametrizacija level set funkcije B-spline plohom. Varijable optimiranja su z 
koordinate kontrolnih toþaka B-spline plohe, koje odreÿuju i preciznost reprezentacije 
optimiranog modela. Promjenom kontrolnih toþaka B-spline plohe mijenja se i 
geometrija modela. Težišta konaþnih elemenata zadanog modela ispituju se u odnosu 
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na vrijednost aproksimirane level set funkcije. Ukoliko koordinati težišta promatranog 
konaþnog elementa pripada negativna vrijednost aproksimirane level set funkcije, 
konaþni element poprima svojstva materijala nosivog dijela konstrukcije (Young-ov 
modul elastiþnosti aluminija EAl=70 [GPa]). Ako koordinati težišta promatranog 
konaþnog elementa pripada pozitivna vrijednost level set funkcije, konaþnom elementu 
smanjuje se Young-ov modul elastiþnosti (Em=700 [Pa]) uslijed þega takav konaþni 
element nije u moguünosti prenositi optereüenje. Unos promijenjenih podataka u tijeku 
optimiranja vrši se „data burying“ postupkom. Proces optimiranja izvodi se metodom 
genetskog algoritma koji je globalna metoda traženja i na koju ne utjeþe poþetno 
rješenje. Funkcija cilja je minimum volumena uz ograniþenje naprezanja u konstrukciji 
dobivena numeriþkom metodom (konaþnim elementima) u programskom paketu 
ADINA. Poþetno rješenje može biti proizvoljno, a u ovom primjeru odabrana je puna 
ploþa sa 3200 konaþnih elemenata. 
 

 
Sl. 3. Topološki optimirana 2D konzola sa a) 2304 i b) 576 varijabli optimiranja  

 
Iz rezultata (slika 3 a) topološkog optimiranja možemo uoþiti da postupak teži u 
oþekivana rješenja kako je pojašnjeno u prethodnom poglavlju (slika 2 b). Broj 
varijabli optimiranja je velik (2304) i proces optimiranja ovakve konstrukcije traje i do 
55 dana (uz populaciju 6912 jedinki i 200 generacija), te rješenje još uvijek nije 
konvergiralo. Postignuto je smanjenje volumena za 74,6% od poþetnog volumena pune 
ploþe. Proces se može ubrzati paralelizacijom na više raþunala ili smanjenjem broja 
varijabli. U koliko odaberemo 576 varijabli optimiranja (slika 3 b), vrijeme trajanja 
proraþuna se znatno smanjuje (16 dana). Populacija jedinki genetskog algoritma je tri 
puta veüa od broja varijabli (1728), koje se mijenjaju kroz 200 generacija. 
Dobiveno je smanjenje volumena za 91,2% od poþetnog volumena. Bolji rezultat 
optimiranja postignut je sa manje varijabli (576) zbog manjeg polja pretraživanja. 
Poveüanjem populacije i podešavanjem parametara GA moguüe je postiüi i bolja 
rješenja. 

 
 
 

5 ZAKLJUýAK 
 
Topološko optimiranje je procesa sinteze oblika i topologije konstrukcija, te je kao 

takav vrlo složen i zahtijevan numeriþki zadatak. Jedan od postupaka topološkog 
optimiranja konstrukcija je level set metoda temelja na implicitnoj funkciji þije izo 
linije opisuju promatranu geometriju. U radu je predložena metoda topološkog 
optimiranja konstrukcije (2D konzolnog nosaþa) parametriziranom level set plohom. 
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Promjenom parametara level set plohe mijenja se i geometrija opisana njenom izo 
linijom. Postupak izbjegava Hamilton-Jacobi-evu transportnu jednadžbu, te omoguüuje 
primjenu ne-gradijentnih i evolucijskih postupaka optimiranja. Parametrizacijom level 
set plohe (B-plohom) znatno se smanjuje broj varijabli optimiranja, uz dobru 
reprezentaciju modela, što smanjuje vrijeme procesa optimiranja. Varijable optimiranja 
u predloženoj metodi su z koordinate þvorova B-plohe, koje opisuju level set plohu. 
Genetski algoritam je globalna metoda traženja optimuma, što predloženom postupku 
topološkog optimiranja daje veliku prednost u odnosu na klasiþne metode temeljene na 
gradijentnim postupcima topološkog optimiranja. 

Rezultati topološkog optimiranja parametriziranom level set funkcijom i genetskim 
algoritmom pokazuju primjenjivost predložene metode. Glavna primjena predložene 
metode topološkog optimiranja je dobivanje dobrih poþetnih rješenja za tradicionalnu 
level set metodu koja ima veliku ovisnost o odabranom poþetnom rješenju, ali je brži 
postupak. 

 
Literatura:  

[1] Allaire G.; Jouve F.; Toader A-M., „Structural optimization using sensitivity analysis 
and a level-set method“, Jurnal of Computational Physics 194, February 2004, pp: 363-393. 
[2] Bendsoe M.P.; Sigmund O., „Topology Optimization Theory, Methods and 
Applications“, Springer, Berlin, Germany, 2004. 
[3] Eschenauer H.A.; Olhoff N., „Topology optimization of continuum structures: a 
review”, Applied Mechanics Reviews 54(4), July 2001, pp: 331–390. 
[4] Luo Z.; Tong L.; Kang Z., „A level set method for structural shape and topology 
optimization using radial basic functions“, Journal of Computers and Structures 87, April 
2009, pp: 425-434.  
[5] Rozvany G.I.N., „Topology optimization in structural mechanics”, Springer,CISM, 
Udine Italy 1997. 
[6] Wang S.; Wang M.Y., „Radial Basis Functions and Level Set Method for Structural 
Topology Optimization“, International Journal for Numerical Methods in Engineering 65, 
March 2006, pp 2060-2090. 
[7] Wang S.Y.; Lim K.M.; Khoo B.C.; Wang M.Y., „An extended level set method for 
shape and topology optimization”, Journal of Computational Physics 221, January 2007, pp: 
395-421. 
 

Autori:  
Igor Pehnec, Sveuþilište u Splitu, Fakultet elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje 
Split, Zavod strojarstvo i brodogradnju, Ruÿera Boškoviüa 32, tel. +3854305963, e-
mail: ipehnec@fesb.hr, 
Damir Vuþina, Sveuþilište u Splitu, Fakultet elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje 
Split, Zavod strojarstvo i brodogradnju, Ruÿera Boškoviüa 32, tel. +3854305969, e-
mail: vucina@fesb.hr 



139 

Peti susret Hrvatskog društva za mehaniku 
Terme Jezerþica, Donja Stubica, 6.-7. lipnja 2013.  

 
 
 

NUMERIýKA ANALIZA STABILNOSTI TANKOSTJENIH 
KOMPOZITNIH GREDA 

  
Pešiü, I., Lanc, D. & Šimon, I.  

  
Sažetak: U ovome radu prezentiran je numeriþki numeriþki model za analizu izvijanja 
tankostjenih laminatno-kompozitnih greda. Numeriþki algoritam baziran je na 
jednodimenzionalnom prostornom grednom konaþnom elementu  uz ukljuþene efekte velikih 
prostornih pomaka i prostornih rotacija. Deformacije su pretpostavljene malima. Za nelinearnu 
je analizu implementirana korotacijska formulacija koja je linearna na nivou elementa, a 
geometrijska nelinearnost se uvodi transformacijom iz lokalnog u globalni koordinatni sistem. 
Lokalni koordinatni sistem prati gredni konaþni element i dopušta pojednostavljene 
konstitutivne jednadžbe lokalno, na nivou konaþnog elementa. Primijenjena je klasiþna teorija 
laminata. Model je verificiran na testnim primjerima. 
  
Kljuþne rijeþi: stabilnost, kompoziti, gredne konstrukcije, metoda konaþnih elemenata  

 
1 UVOD 

 
Široka je moguünost primjene kompozitnih grednih elemenata u razliþitim podruþjima 
tehnike, kao što su npr: strojogradnja, brodogradnja, graditeljstvo te avionska 
industrija. Ovo proizlazi iz razloga što su kompozitni gredni konstrukcijski elementi 
razliþitih tipova, a koji se javljaju i kao samostalne nosive konstrukcijske i kao dijelovi 
neke složenije konstrukcije (ukrepe ploþastih i ljuskastih konstrukcija), zajedniþki za 
sva gore spomenuta podruþja [2].  

U ovom radu dan je numeriþki algoritam koji pruža moguünost analize stabilnosti 
kompozitnih grednih nosaþa razliþitih oblika popreþnog presjeka, razliþitih geometrija i 
tipova oslonaca, razliþitih naþina spajanja grednih elemenata konstrukcije, kao i 
razliþitih oblika vanjskog optereüenja, a u smislu odreÿivanja nivoa vanjskog 
optereüenja koje biva uzrokom pojave nestabilnosti deformacijske forme.  

 
2 KONAýNOELEMENTNA FORMULACIJA  

 
2.1 Pomaci 
Cartesijev koordinatni sustav (z, x, y) odabran je tako da se os z podudara s uzdužnom 
osi nosaþa koja prolazi kroz težišta O svih popreþnih presjeka. Koordinatne osi x i y 
glavne su osi inercije popreþnog presjeka.  

Komponente pomaka popreþnog presjeka kao krutog tijela su: 
0 0 z

0 0 0 0 0 0 z z x y
d d d

( ), ( ), ( ), ( ), , ,
d d d

z z z z
z z z

M
M M M M T     �   

v uw w u u v v   (1) 
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gdje je w0, u0 i v0 translacijski pomaci u smjeru osi z, x i y, dok su ĳz, ĳx, i ĳy rotacijski 
pomaci oko z, x i y osi. Pomak ș predstavlja tzv. parameter vitoperenja popreþnog 
presjeka.  

Polje pomaka toþaka popreþnog presjeka definirano je izrazom: 
0 0

0 0, , .z
o z z

dv du dw w y x u u y v v x
dz dz dz

MZ M M � � �  �  �   (2) 

 
2.2 Deformacija 
Tenzor deformacije ima samo dvije komponente: 

z

zs

H
H
 ½

 ® ¾
¯ ¿

İ .      (3) 

Eulerova formulacija je u naþelu linearna na nivou lokalnog koordinatnog sustava 
konaþnog elementa. Geometrijska nelinearnost je ukljuþena preko transformacija 
komponenata pomaka iz lokalnog u globalni koordinatni sustav pa je nelinearni dio 
tenzora deformacije moguüe zanemariti. U obzir je uzeta jedino komponenta: 

2 21
2z

u v
z z

K
ª ºw w§ · § · �« »¨ ¸ ¨ ¸w w© ¹ © ¹« »¬ ¼

     (4) 

radi ukljuþivanja Wagnerovog efekta koji uzrokuje torzijsko izvijanje nosaþa. 
Komponente tenzora deformacije se mogu izraziti kao: 

� �
22

2 2
2 2

1
2

yo x z z
z

ddw d d dy x x y
dz dz dz dz dz

MM M MH Z § · � � � � � ¨ ¸
© ¹

,  (5) 

2 z
zs

dn
dz
MH  .     (6) 

Virtualni tenzor deformacije se može izraziti kao: 
HG G İ x İ� ,      (7) 

gdje je: 
2

T
2

yo x z z z z
dd w d d d d d

dz dz dz dz dz dz dz
GMG GM GM GM M GMG

 ½
 �® ¾
¯ ¿

İ� ,  (8) 

� �2 21 0

0 0 0 0 0 2

y x x y

n
H

Zª º� � � �
 « »
« »¬ ¼

x .   (9) 

2.3 Unutarnje sile 
Tenzor naprezanja ima dvije komponente: 

z

zs

V
W
 ½

 ® ¾
¯ ¿

ı .      (10) 

Rezultanta unutarnjih sila može se rastaviti na šest komponenti: 
z z

A
F dAV³ , x z

A
M y dAV³ , y z

A
M x dAV³ � ,   (11) 

z zs
A

M n dAW³ , z
A

M dAZ V Z³ , � �2 2
z

A

T dAx yV V �³ .   (12) 

Vektor unutarnjih sila: 
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� � ^ `T
z x y zF M M M T MV Z V f     (13) 

može se napisati u obliku: 

A

dAV V ³f x ı ,      (14) 

gdje je: 

� � � �2 2
T 1 0

0 0 0 0 0 2

y x x y

n
V

Zª º� �
 « »
« »¬ ¼

x .    (15) 

2.4 ývorni vektori 
Na sl. 1. prikazan je gredni konaþni element definiran u lokalnom Eulerovom 
koordinatnom sustavu. Os z prolazi kroz težišta þvornih presjeka. Element u lokalnom 
sustavu ima osam moguüih stupnjeva slobode gibanja pa se lokalni vektor pomaka 
þvorova elementa može napisati kao: 

� � ^ `Te
B xA xB yA yB zB A B, , , , , , ,M M M M M T T u w ,    (16) 

a lokalni vektor þvornih sila kao: 

� � ^ `Te
zB xA xB yA yB zB A B, , , , , ,F M M M M M ,M MZ Z f .   (17) 

Indeks e na oba vektora oznaþava e-ti konaþni element, a indeksi A i B oznaþavaju 
þvorove elementa.  

 

 

 
Sl. 1. Gredni konaþni element u Eulerovom koordinatnom sustavu 

 
2.5 Ravnotežne jednadžbe 
Primjenom principa virtualnih radova moguüe je dobiti ravnotežnu jednadžbu, a u 
svrhu rješavanja nelinearnog problema, upotrijebit üe se inkrementalni oblik 
jednadžbe. Konaþni gredni element se deformira iz prethodne ravnotežne konfiguracije 
definirane sa V, fe, MzB, TzA, i TzB u novu ravnotežnu konfiguraciju definiranu sa V�'V, 
fe�'fe, MzB�'MzB, TzA�'TzA, i TzB�'TzB pa se dobiva sljedeüa inkrementalna jednadžba: 
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T

0 0L
ǻ ǻ ǻ

l l e e
z GA A

dAdz dAdzV V�  ³ ³ ³ ³B x ı x u f� ,   (18) 

gdje su LB�  i xG dane u [2].  
Inkrementalni tenzor naprezanja 'V se može izraziti preko inkrementalnog tenzora 

deformacije 'H kao: 
Tǻ ǻ ı Q İ ,      (19) 

gdje QT oznaþava transformirani reducirani tenzor elastiþnosti: 
* *
11 16

T * *
16 66

Q Qd
d Q Q

ª º
  « »

¬ ¼

ıQ
İ

.      (20) 

Kombiniranjem izraza (7), (18) i (19) dobiva se: 
Tǻ ǻ e

H ı Q x B u� ,      (21) 
gdje 'ue oznaþava vektor inkrementalnih þvornih pomaka. Prema tome, naprezanje u 
konaþnom elementu nove konfiguracije iznosi: 

2 1 ǻ �ı ı ı ,      (22) 
gdje lijevi gornji indeks 2 oznaþava novu konfiguraciju, a indeks 1 zadnju poznatu 
konfiguraciju. Uvrštavanjem izraza (18) u izraz (21) i preraspodjelom integrala vezanih 
uz Wagnerov efekt, inkrementalna ravnotežna jednadžba se može napisati u obliku: 

e
Tǻ ǻe e k u f ,      (23) 

gdje e
Tk  oznaþava lokalnu tangentnu matricu krutosti e-tog elementa: 

T
e
T T0 0L

l l

z GA A
dAdz dAdzV H V �³ ³ ³ ³k B x Q x B x� � .   (24) 

Integracija izraza (24) uzduž konaþnog elementa provodi se kroz tri Gaussove 
integracijske toþke dok se za integraciju po površini popreþni presjek dijeli u konaþni 
broj integracijskih površina. Da bi se izraþunala matrica xH, vrijednost vitoperenja Z 
mora biti poznata. Vitoperenje se izraþunava na isti naþin kao i za izotropne 
tankostjene popreþne presjeke. Popreþni presjek je diskretiziran konaþnim brojem 
integracijskih površina. 

Da bi se utvrdili þvorni pomaci konstrukcije pod optereüenjem, neophodno je 
transformirati jednadžbu (23) iz lokalnog u globalni koordinatni sustav. Nelinearna 
transformacijska procedura [1] koja uzima u obzir efekte velikih rotacija je usvojena u 
ovom radu; 

� �T 1 T 1 2 1 1, ǻ ǻ , ǻ ǻe e e e e e e e e e e e �   k t k t t f u t u f t f .   (25) 

gdje transformacijska matrica 1
et  dimenzija 14×8 sadrži derivacije lokalnih pomaka po 

globalnim pomacima, a transformacijska matrica 2
et  dimenzija 14×14×8 sadrži 

odgovarajuüe druge derivacije i odražava efekte promjene u geometriji konstrukcije 
zbog globalnih sila. 

Inkrementalne ravnotežne jednadžbe cijele konstrukcije dobivaju se standardnom 
procedurom sastavljanja [4]: 
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2 1
T T Tǻ ǻ , , ǻe e

e
   �¦K U P K k P P P ,   (26) 

gdje je TK tangencijalna matrica krutosti konstrukcije, ǻU i ǻP  su odgovarajuüi 

inkrementalni vektori pomaka i sila, a 2 P  i 1P  oznaþavaju vektore vanjskih 
optereüenja na konfiguraciju C2, odnosno C1. 

 
3 PRIMJER  

  
Konzola duljine L = 2 m na sl. 2. optereüena je tlaþnom aksijalnom silom F u presjeku 
B. Dodatna sila 'F = 0,001F dodana je na kraj konzole u smjeru osi X radi iniciranja 
fleksijskog izvijanja. Popreþni presjek je I-profil sastavljen od þetveroslojnog laminata 
s redoslijedom slaganja [�]4, [�/90]s i [��/-��]s. Analizirani materijal je ugljik-epoxy 
(AS4/3501) sa sljedeüim znaþajkama: E1 = 144 GPa, E2 = 9.65 GPa, G12 = 4.14 GPa, 
Ȟ12 = 0.26  

 

 
Sl. 2. Fleksijsko izvijanje konzole I-profila 

 
Konzola je diskretizirana s þetiri konaþna elementa i 160 integracijskih površina. 

Na sl. 3. prikazan je nelinearni odziv konzole razliþitih redoslijeda slaganja slojeva 
laminata uz usporedbu s kritiþnim silama izvijanja dobivenim lineariziranom analizom 
pomoüu shell elemenata [3]. 

 

 
Sl. 3.Dijagram (F– uB) za razliþite redoslijede slaganja slojeva 
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4 ZAKLJUýAK 

 
U radu je prikazan konaþnoelementni gredni model za analizu izvijanja kompozitnih 
grednih konstrukcija u smislu nelinearnog rješavanja problema stabilnosti þime se 
omoguüava praüenje deformiranja konstrukcije u pred i post fazi izvijanja. Izraÿen je 
orginalan raþunalni program koji može poslužiti kao dobra osnova pri analizi i 
konstruiranju spomenutog tipa konstrukcija. Daljnji rad na problemu bit üe usmjeren 
na proširenje kompjuterskog programa na naþin da se ukljuþi i utjecaj posmiþnih 
deformacija kod savijanja silama. 
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UTJECAJ VLASTITE TEŽINE KUûIŠTA STATORA 
HIDROGENERATORA NA VELIýINU UNUTARNJIH SILA 

I POMAKA 
 

Pustaiü, M., Wolf, H. & Pustaiü, D. 
 

Sažetak: U radu se razmatraju problemi þvrstoüe i krutosti kuüišta statora hidrogeneratora 
horizontalne izvedbe. Ta je analiza posebno važna i zanimljiva kod generatora þiji rotor, a onda 
i stator, imaju velike promjere (3 m i više). Važno je da kuüište statora hidrogeneratora ima 
dovoljno veliku krutost kako pomaci pojedinih karakteristiþnih toþaka statora ne bi bili 
preveliki i time promijenili geometriju statora, odnosno utjecali na promjenu zraþnog raspora 
izmeÿu rotora i statora. Na konstrukciju kuüišta statora hidrogeneratora u eksploataciji djeluje 
nekoliko razliþitih optereüenja. U prvom redu, kod horizontalne izvedbe rotora i statora, to je 
utjecaj vlastite težine samoga kuüišta na koje je priþvršüen statorski paket i statorski namot. To 
optereüenje modelira se kao jednoliko raspodijeljeno kontinuirano optereüenje q. Ovaj rad bit üe 
posveüen upravo analizi utjecaja toga optereüenja na veliþinu unutarnjih sila i pomaka u kuüištu 
statora. Druga vrsta optereüenja su sile magnetskog privlaþenja koje djeluju u radijalnom 
smjeru. Treüa vrsta optereüenja kuüišta statora su sile koje djeluju tangencijalno na kuüište, a 
posljedica su okretnog elektromagnetskog momenta. U analizi su korištene analitiþke, 
energijske metode. Varirani su geometrijski parametri statora kao što su: polumjer statora R, 
duljina nosaþa statora a i kut D  koji definira mjesto priþvršüenja nosaþa statora na kuüište. Kut 
D u gradnji generatora kreüe se u granicama od 90° do 150°, dok parametar a/R poprima 
vrijednosti od 0 do 0,5. Izvedene su geometrijske funkcije ovisne o tim parametrima te su 
izraþunate njihove vrijednosti i dijagramski su prikazane. U zakljuþku rada bit üe dan kritiþki 
osvrt na dobivene rezultate. 

 
Kljuþne rijeþi: Kuüište statora hidrogeneratora, analiza unutarnjih sila i pomaka, 

optereüenje kuüišta statora vlastitom težinom 
 

1 UVOD 
 
Konstrukcija kuüišta statora velikih hidrogeneratora je složena i zahtjevna s puno 

specifiþnih konstrukcijskih detalja. Poznavanje tih detalja zahtjeva veliko znanje i 
iskustvo konstruktora hidrogeneratora. U radu je težište na horizontalnoj izvedbi 
hidrogeneratora promjera veüih od 3 metra, jer je kod njih utjecaj vlastite težine statora 
na pomake i naprezanja znaþajan. Na slici 1a prikazano je kuüište statora 
hidrogeneratora velikog promjera s uloženim statorskim namotom, [8]. Kuüište statora 
izvodi se s uzdužnim letvama (rebrima, štapovima) i kružnim (cirkularnim) rebrima 
kako je to prikazano na slici 1b. Takvom konstrukcijom postiže se velika krutost 
kuüišta, što se i zahtjeva u eksploataciji. Takvo konstrukcijsko rješenje predstavlja 
ortotropnu izvedbu. U radu se detaljno razmatra utjecaj vlastite težine kuüišta statora 
zajedno sa statorskim paketom i statorskim namotom na veliþinu unutarnjih sila i 
pomaka kuüišta. 
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Sl. 1. a) Kuüište statora hidrogeneratora, b) ortotropna izvedba kuüišta statora s  
uloženim statorskim paketom i statorskim namotom 

 
2 KUûIŠTE STATORA HIDROGENERATORA OPTEREûENO 
   VLASTITOM TEŽINOM 

 
2.1  Modeliranje vlastite težine kuüišta statora kao jednoliko raspodijeljenog  
       kontinuiranog optereüenja 

Problem optereüenja vlastitom težinom susreüe se kod proraþuna þvrstoüe i krutosti 
kuüišta statora elektriþnih rotacijskih strojeva poput hidrogeneratora i turbogeneratora, 
ali i kod velikih elektromotora. U ovome radu razmatra se kuüište statora horizontalnog 
hidrogeneratora optereüeno vlastitom težinom. Stator hidrogeneratora shematizira se 
kao tanki kružni prsten težine GF  s polumjerom centralne osi R, oslonjen na dva 
radijalna ležaja. Prsten je kruto vezan s dvije fleksijski podatljive konzole u toþkama C 
i D preko kojih se ležajevima oslanja na temelje. 

 
Sl. 2. Tanki kružni prsten optereüen vlastitom težinom kao model 

kuüišta statora horizontalnog hidrogeneratora 
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Duljina svake od konzola je a, a zavarom su vezane za prsten pod kutem D  prema 

vertikali, slika 2. Buduüi da je konstrukcija optereüena samo u vertikalnom smjeru, 
oslonci preuzimaju na sebe vertikalne komponente optereüenja, dok su horizontalne 
komponente reakcija veza i momenti savijanja u osloncima jednaki nuli. Težina GF  
jednoliko je raspodijeljena po cijelom opsegu prstena. Vertikalno kontinuirano 
optereüenje iznosi > @2ʌ ,  N m .Gq F R  

 
2.2 Simetriþna konstrukcija kuüišta statora simetriþno optereüena 

Konstrukcija kuüišta statora horizontalnog hidrogeneratora simetriþna je s obzirom 
na vertikalnu os A-B i simetriþno je oslonjena i uþvršüena te je takoÿer i simetriþno 
optereüena. Ako je konstrukcija simetriþna i simetriþno optereüena, dovoljno je 
promatrati samo polovicu konstrukcije, prema slici 3a, þime se olakšava proraþun, 
buduüi da se primjenom uvjeta simetrije smanjuje statiþka neodreÿenost konstrukcije. 
Kod simetriþnih konstrukcija simetriþno optereüenih, antimetriþne veliþine u 
presjecima simetrije jednake su nuli. Buduüi da potjeþu od simetriþne komponente 
naprezanja V , u presjecima simetrije A i B postoje uzdužne sile AN  i BN  te momenti 
savijanja AM  i BM . Popreþne sile AQ  i BQ  jednake su nuli, jer potjeþu od 
antimetriþne komponente naprezanja W . Postavljanjem uvjeta statiþke ravnoteže 
� �0    i 0x B A AF N N M �   ¦ ¦  za lijevu polovicu kuüišta statora dobivamo 
jednadžbu ravnoteže u obliku 

� �
ʌ

0
sin d sin ʌ 2 0.A K B BM qR R F a R M N RM M Dª º� � � � � � � � � � �  ¬ ¼³   (1) 

Nakon integriranja i sreÿivanja, jednadžba poprima oblik  
� �22 2 ʌ sin 0A B BM M N R qR qR a R D� � � � � � � �  .   (2) 

Imamo dvije jednadžbe statiþke ravnoteže s þetiri nepoznanice: AN , BN , AM  i 

BM . Problem je dva puta statiþki neodreÿen iznutra. Zato je potrebno postaviti još 
dvije dopunske jednadžbe primjenom teorema o minimumu energije deformiranja. 
Ako se za prekobrojne sile odaberu moment savijanja AM  i uzdužna sila AN  u 
presjeku A, onda se primjenom teorema o minimumu energije deformiranja može pisati 
da je 0  i  =0. A AU M U Nw w  w w  Iz tih se uvjeta dobiju još dvije dopunske 
jednadžbe koje zajedno s jednadžbama statiþke ravnoteže þine sustav od þetiri 
jednadžbe s þetiri nepoznanice. Rješenjem sustava jednadžbi odreÿuju se nepoznate 
unutarnje sile u presjecima A i B kuüišta statora. Energija deformiranja od savijanja 
oznaþena je s U. 

 
2.3 Definicija momenata savijanja i energija deformiranja od savijanja 

Momenti savijanja u pojedinim presjecima po konturi kuüišta statora od toþke A do 
toþke B definirani su slikom 3c i d. Kako je kuüište statora kruto vezano za nosaþ u 
toþki C, postoje dva podruþja integracije: prvo od toþke A do toþke C  i drugo od toþke 
B do toþke C. Moment savijanja � �1M M  na presjeku pod kutom 1M , prema slici 3c, 
odreÿuje se iz sume momenata za promatrani dio prstena s obzirom na težište presjeka. 
Tako se dobije 
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� � � � � �
1

1 1 1 1 1
0

cos sin sin dA AM M N R R qR R R
M

M M M \ \ � � � � � � �³ ,  (3) 

te nakon integriranja i sreÿivanja slijedi analitiþki izraz za moment savijanja 
� �1M M  

� � � � � �2
1 1 1 1 11 cos sin cos 1A AM M N R qRM M M M M � � � � � � � � .  (4) 

 

        a)         b)      c)   d) 
Sl.3. a) Konstrukcija kuüišta statora horizontalnog hidrogeneratora simetriþna je i simetriþno 

je  
oslonjena te je istovremeno i simetriþno optereüena, b) geometrija kuüišta statora i definicija 
varijabli potrebnih za odreÿivanje momenata savijanja, c) i d) element kružnog prstena s 

pripadajuüim optereüenjem i unutarnjim silama 
 
Moment savijanja � �2MM  na presjeku definiranom kutom 2M  , prema slici 3d, 

odreÿuje se iz sume momenata oko težišta presjeka te iznosi 

� � � � � �³ �������� 
2

0
22222 dsinsincos

M

\\MMM RRqRRRNMM BB . (5) 

Integriranjem izraza (5) dobije se analitiþki izraz za raþunanje momenta � �2MM . 
Ako se iz jednadžbi ravnoteže izraze unutarnje sile NB i MB preko unutarnjih sila NA i 

MA izraz za moment savijanja � �2M M  üe glasiti 

� � � �DM sinʌ22 2
2 ������� RaqRqRRNMM AA  

� � � �1cossincos1 222
2

2 �������� MMMM qRRN A .  (6) 
Uvrštavajuüi analitiþke izraze za momente savijanja � �1MM  i � �2MM  (4) i (6) 

zajedno s pripadajuüim parcijalnim derivacijama u teorem o minimumu energije 
deformiranja dobiju se dvije dopunske jednadžbe za odreÿivanje nepoznatih unutarnjih 
sila u presjeku A 

� � � � 0cossinʌʌ
ʌ
212  »¼

º
«¬
ª ������������ DDDDD

R
aqRRNM AA  (7) 

� �> @ 02cos
4
1cossinʌsin

2
3

2
3 2  

¿
¾
½

¯
®


�����¸
¹
·

¨
©
§ ����� DDDDD

R
aqRRNM AA

. (8) 
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Jednadžbe (7) i (8) þine sustav od dvije algebarske jednadžbe s dvije nepoznanice 
AM  i AN . Rješavanjem tog sustava jednadžbi mogu se odrediti nepoznate veliþine 

AM  i AN . 

¸
¹
·

¨
©
§ ����� 

2
1sin2sin2 DD

R
aqRN A ,    (9) 

� � »
¼

º
«
¬

ª
��¸

¹
·

¨
©
§ ����¸

¹
·

¨
©
§ ����� DDDDD cos1sinʌ

2
1sin2sin22

R
a

R
aqRM A .

 (10) 
Moment savijanja u presjeku B, BM , izraþuna se iz jednadžbe ravnoteže te iznosi 

»
¼

º
«
¬

ª
��¸

¹
·

¨
©
§ ���¸

¹
·

¨
©
§ ������ DDDDD cos1sin

2
1sin2sin22

R
a

R
aqRM B .

 (11) 
 

2.4 Pomoüne funkcije za odreÿivanje unutarnjih sila i pomaka u presjecima A i B 
Analitiþki izrazi (9) do (11) dosta su složeni. Unutarnje sile ovise o optereüenju 

prstena q i geometrijskim parametrima kuüišta statora: kutu D  i omjeru a/R. 
Izraþunavanje unutarnjih sila može se pojednostavniti uvoÿenjem pomoünih funkcija 

� �Rakn /,D , � �Rak A
m /,D  i � �Rak B

m /,D .  

 
Sl. 4. Pomoüne funkcije za odreÿivanje uzdužnih sila, momenata savijanja  

te pomaka u presjecima A i B 
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Uvoÿenjem pomoünih funkcija složeni izrazi za unutarnje sile (9) do (11) mogu se 

jednostavno zapisati na naþin da je  
� � � � � �2 2, ,   =  ,   i  =  , .A B

A n A m B mN k a R qR M k a R qR M k a R qRD D D � � � � �  
(12) 

Usporeÿujuüi izraz (12) s izrazima (9), (10) i (11) dobiju se vrijednosti pomoünih 
funkcija za raþunanje unutarnjih sila. Te funkcije su ovisne o geometrijskim 
parametrima kuüišta statora i .a RD  Kut D  se u konstrukciji horizontalnih 
hidrogeneratora kreüe u granicama od 90° do 150°, dok omjer parametara a/R poprima 
vrijednosti 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4 i 0,5. Vrijednosti pomoünih funkcija izraþunate su za 
navedene vrijednosti parametara te su prikazane dijagramski na slici 4a, b i c. 

 
2.5 Dijagram momenata savijanja u kuüištu statora od vlastite težine 

Pomoüu izraza (4), (6), (9) i (10) mogu se izraþunati vrijednosti momenata savijanja 
po konturi kuüišta statora hidrogeneratora koje je simetriþno optereüeno i uþvršüeno, 
prema slici 2. Kako se vidi sa slike 5, dijagram je simetriþan s obzirom na os simetrije 
A-B. Ekstremne vrijednosti momenata savijanja pojavljuju se u presjecima C i D u 
kojima su nosaþi kuüišta statora vezani za sam stator. Veliþina momenata savijanja 
ovisi o optereüenju kuüišta statora q te o geometrijskim parametrima statora a/R i D . 
Dijagram je nacrtan za vrijednosti geometrijskih parametara a/R = 0,4 i D  = 120°. 
Dobiveni rezultati izvrsno se podudaraju s rezultatima dostupnim u literaturi [8].     

 

 
Sl. 5. Dijagram momenata savijanja kuüišta statora hidrogeneratora 

optereüenog vlastitom težinom 
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3 ANALIZA POMAKA KUûIŠTA STATORA HIDROGENERATORA 

 
Posebno je zanimljivo analizirati pomake nekih karakteristiþnih toþaka, kao što su 

toþke A, B i C þiji je položaj definiran slikom 5. Buduüi da je moment savijanja u 
presjeku A negativan, ona se pomiþe vertikalno prema dolje pa se na tom mjestu 
smanjuje zraþni raspor izmeÿu rotora i statora. Kako je moment savijanja i u toþki B 
negativan, i ona se pomiþe vertikalno prema dolje, ali se na tom mjestu poveüava 
zraþni raspor izmeÿu rotora i statora, suprotno nego u presjeku A. Promjena promjera 
tankog prstena može se izraziti kao razlika pomaka toþaka A i B. Da bi se odredio 
vertikalni pomak toþke A na prstenu potrebno je u toþki A dodati fiktivnu silu veliþine 

AF2  u smjeru prema dolje. Kako je konstrukcija i dalje simetriþna i simetriþno 
optereüena s obzirom na vertikalnu os A-B, opet je dovoljno promatrati samo jednu 
polovicu prstena, primjerice lijevu. Ako se promatra samo polovica konstrukcije, tada 
na nju u presjeku A djeluje fiktivna sile veliþine AF . Dodavanjem fiktivne sile 
promijenila se reakcija u osloncu K te sada iznosi � �1 2 .K G AF F F � �  Vertikalni 

pomak toþke A na kuüištu statora pAu  odreÿuje se pomoüu drugoga Castiglianova 

teorema p ,A Au U F w w  gdje U oznaþava energiju deformiranja akumuliranu u lijevoj 
polovici prstena. Ako se uzme u obzir samo energija deformiranja od savijanja, može 
se opüenito pisati 

� � � �
p d .A

A y As

M MUu R
F EI F

M M
M

ww
  � � �
w w³    (13) 

Sada je potrebno izraþunati nove vrijednosti momenata savijanja u pojedinim 
presjecima jer je optereüenju dodana sila AF . Momenti savijanja sada se raþunaju 
prema novim izrazima koji glase 

� � � � � � 1111
2

11 sin1cossincos1 MMMMMM ����������� RFqRRNMM AAA ,   
(14) 

� � � � � �> @212 sinʌsin MDMM ������� RRaFMM K ,  (15) 
odnosno 

� � � � � �1cossincos1 111
2

12 �������� MMMMM qRRNMM AA  
� �11 sinsinsin MDM ��������� RRaFRF KA    (16) 

gdje se 1M  kreüe od D u toþki C do ʌ  u toþki B. Pri odreÿivanju iznosa momenta 
savijanja � �2MM  korišteni su sljedeüi trigonometrijski identiteti 

� �1 2 2 1 2 1ʌ,  ʌ ,   sin sin ʌ .M M M M M M�   �  �   (17) 
Ako se vrijednosti momenata savijanja, izraženi jednadžbama (14) i (16), zajedno s 

pripadajuüim parcijalnim derivacijama uvrste u jednadžbu (13) dobiva se sljedeüi 
analitiþki izraz za vertikalni pomak toþke A u ovisnosti o geometrijskim parametrima 
kuüišta statora a/R i D  
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(18) 
Izraz je izuzetno složen i vrlo nepraktiþan za izraþunavanje konkretnih brojþanih 

vrijednosti variranjem geometrijskih parametara a/R i D . Moguüe ga je jednostavnije 
zapisati uvoÿenjem nove geometrijske funkcije te time olakšati raþunanje vertikalnog 
pomaka. Tako se izraz (18) dade zapisati na sljedeüi naþin 

� � 4
p , .A
A u yu k a R qR EID �     (19) 

Usporeÿujuüi izraze (18) i (19) lako se uoþi kako je definirana pomoüna funkcija 
� �,A

uk a RD . Vrijednosti pomoüne funkcije izraþunate su za gore navedene vrijednosti 
geometrijskih parametara te su prikazane u obliku dijagrama na slici 4d. 

 
4 ZAKLJUýAK 

 
U radu su razmatrani problemi þvrstoüe i krutosti kuüišta statora horizontalnog 

hidrogeneratora. Analiziran je utjecaj vlastite težine kuüišta statora na unutarnje sile i 
pomake. Analize su provedene analitiþkim, energijskim metodama. Analizom 
dijagrama momenata savijanja, prema slici 5, može se zakljuþiti da su opasni presjeci 
na kuüištu na spoju nosaþa i kuüišta statora (presjeci C i D) te da bi na tim mjestima 
najprije moglo doüi do loma kuüišta. U analizi su varirani geometrijski parametri 
statora: kut D  i veliþina a R . Izraþunate su vrijednosti pomoünih funkcija koje su 
prikazane dijagramski tako da su složeni analitiþki izrazi prilagoÿeni za brzu, efikasnu 
i jednostavnu primjenu. Pomoüu njih se brzo, toþno i pouzdano može odrediti moment 
savijanja, uzdužna sila i pomak (progib) bilo kojeg proizvoljnog presjeka na kuüištu 
statora. 

Znatan dio rada posveüen je odreÿivanju pomaka pojedinih karakteristiþnih toþaka 
kuüišta statora. Analiza pomaka od posebne je važnosti za eksploataciju elektriþnih 
rotacijskih strojeva. Progib kuüišta statora na nekom mjestu utjeþe na promjenu 
veliþine zraþnog raspora izmeÿu rotora i statora. To opet dovodi do promjene sila 
magnetskog privlaþenja izmeÿu statora i rotora. Veüa sila magnetskog privlaþenja 
može izazvati veüe savijanje rotora u ležajevima i utjecati na veliþinu fleksijskih 
vibracija rotora. Kod rotora veüih promjera kao što su rotori hidrogeneratora veüa sila 
magnetskog privlaþenja, osim što izaziva veüe savijanje osovine, može utjecati i na 
stabilnost gibanja rotora. 
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TRANSMISIJA ZVUKA KROZ PERIODIýKI OSLONJEN 
PANEL 

  
Skoblar, A., Žiguliü, R., Braut S. & Štimac, G.  

 
Sažetak: Transmisija zvuka kroz periodiþki oslonjen panel pri djelovanju difuznog akustiþkog 
polja izraþunata je pomoüu metode virtualnog rada uz definiranje gibanja panela s redom 
prostornih harmonijskih valova i radijacije zvuka s Rayleigh-ovim integralom. Navedena 
metoda prostornih harmonijskih valova ukljuþuje beskonaþnost modela pa se primijenila i 
metoda prostornog isjeþka s ciljem analize modela konaþnih dimenzija. Istovjetni problem 
izraþunat je i pomoüu metode konaþnih elemenata koristeüi raþunalne programe Femap i Actran 
te je izvršena usporedba rezultata. Za primjer je odabran jednosmjerno periodiþki oslonjen 
panel konaþnih dimenzija kome je visina jednog perioda panela minimalno 3 puta veüa od 
njegove širine, tj. udaljenosti izmeÿu oslonaca, jer se isti može modelirati kao periodiþki 
oslonjena greda ukoliko na njega djeluje akustiþko polje þiji su vektori intenziteta u popreþnoj 
ravnini na panel. 
 
Kljuþne rijeþi: transmisija zvuka, pravokutan panel, periodiþki oslonci  

  
1 UVOD 

  
Izraþun transmisije zvuka kroz panel ukljuþuje izraþun novonastalog gibanja panela i 
akustiþkih polja s obje strane panela. Na slici 1 prikazan je princip primijenjenih 
metoda po kojem se konaþni jednosmjerno periodiþki oslonjen panel modelira kao 
beskonaþna greda [3,5] kad je visina jednog perioda panela po y-osi minimalno 3 puta 
veüa od njegove širine po x-osi, tj. udaljenosti izmeÿu oslonaca, sl. 1a, i ukoliko na 
panel djeluje akustiþko polje þiji su vektori intenziteta akustiþkog polja u ravnini 
okomitoj na panel i linije oslonaca [1], sl. 1a i 1b, jer je u tom sluþaju gibanje panela u 
presjecima paralelnim xy ravnini sliþno gibanju beskonaþne periodiþki oslonjene grede. 
Primjena beskonaþnog modela na panel uzrokuje primjenu istog i na okolno akustiþko 
polje uz uvjet jednakosti površine na koju djeluje akustiþko polje s površinom zadanog 
panela [4,6]. 
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Sl. 1. Transformacija konaþnog panela u beskonaþnu gredu  
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2 OPIS METODA IZRAýUNA  
    

Gibanje beskonaþne grede definira se pomoüu metode prostornih harmonijskih valova 
(eng. space-harmonic) [5] po kojoj se ukupno gibanje sastoji od reda prostornih 
harmonijskih fleksijskih valova koji putuju gredom u + i - smjeru osi x što slijedi iz 
postojanja refleksija od oslonaca. U takvom modelu gibanje u susjednim periodima je 
povezano pa se model svodi na procjenu gibanja jednog perioda grede i veze izmeÿu 
gibanja susjednih perioda.  

Zvuþni transmisijski gubici za panel konaþnih dimenzija izraþunati su pomoüu 
metode prostornog isjeþka (eng. spatial windowing) [4,6] s kojom se procjenjuje 
koeficijent transmisije zvuþne snage iz isjeþenog dijela prisilnog akustiþkog polja i 
beskonaþne grede, sl. 1b, dimenzija jednakih konaþnom panelu. Veliþina zvuþnih 
transmisijskih gubitaka za difuzno akustiþko polje izraþunata je kao srednja vrijednost 
za upadne kutove - ravninskog akustiþkog polja od 0° do 90°. 

  
2.1 Metoda virtualnog rada uz definiranje pomaka panela i potencijala brzine 
akustiþkih valova s metodom prostornih harmonijskih valova 
Ukupni virtualni rad na jednom periodu grede po principu virtualnog rada jednak je 
nuli 

0p t r MW W W WG G G G� � �  ! ! ! ! ! (1) 
gdje su virtualni radovi redom GWp - unutarnjih sila i momenata grede, GWt - sile u 
popreþnoj opruzi, GWr - momenta u fleksijskoj opruzi i GWM inercijalne sile mase 
oslonca. Virtualni rad GWp, kojeg vrše unutarnje sile i momenti u jednom periodu grede 
[3,5], definira se izrazom: 
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u kojem prvi þlan, 
4

4

d wD
dx

, predstavlja virtualni rad popreþnih sila i momenata 

savijanja u presjeku grede na koordinati x, gdje je D fleksijska krutost grede a w 
popreþni pomak. Izraz je dobiven po Euler-Bernoulli-evoj teoriji po kojoj se 
pretpostavlja da popreþni presjeci grede ostaju ravni za vrijeme fleksijskih vibracija i 
da je polumjer zakrivljenosti savijene grede velik u odnosu na progib grede.  

Zbog periodiþne prirode sustava oþekuje se da üe odziv sustava isto biti periodiþan 
pa su popreþni pomaci grede definirani redom prostornih harmonijskih valova: 
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gdje je An amplituda n-tog prostornog harmonijskog vala, L udaljenost izmeÿu 
oslonaca, Z kružna frekvencija prisilnog akustiþkog vala i P karakteristiþna 
propagacijska konstanta koja se definira izrazom  

� � � �xk j
L
P Z \ Z �      (4) 

gdje je < koeficijent faznog prigušenja a kx x-komponenta broja upadnog vala tj. broj 
fleksijskog vala u gredi (eng. trace val) s kojim prisilno akustiþko polje "gura" panel. 
Pretpostavljena periodiþnost odziva unešena je u rješenje tj. jednadžbu (3) sa sumom 
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po þlanu n pa je strukturni val definiran kao suma prostornih harmonijskih valova 
oznaþenih s indeksom 1, 2, 3, 4,...n  r r r r  , za naprijed i nazad usmjerene valove, 
koji predstavljaju refleksije od oslonaca.  

Drugi þlan u izrazu (2), 2
pm wZ , definira inercijalnu silu diferencijalnog elementa 

grede pri njegovom popreþnom gibanju, gdje je mp masa panela po jedinici duljine a 
treüi þlan u izrazu (2), � �0 1 2jZU ) �) , definira interakciju (eng. coupling) izmeÿu 
panela i okolnog akustiþkog polja [3], gdje je U0 je gustoüa zraka a ) potencijal brzine 
þestice zraka. Potencijal brzine þestice zraka na strani grede u -z smjeru )1(x,y,t), sl. 2, 
definira se s izrazom 
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gdje je kz0 normalna komponenta broja upadnog vala a kzn normalna komponenta broja 
n-tog reflektiranog vala, dok je Bn amplituda potencijala brzine n-tog reflektiranog 
vala. Prvi dio izraza (5) predstavlja potencijal brzine upadnog vala a drugi dio izraza 
potencijal brzine reflektiranog vala. 

  

fro
nta u

padnog vala
fronta reflektiranog vala

fro
nta

 tra
ns

mitir
an

og
 va

la

z

x

-1

-2

k1

k2

A1
B1

C2kx

fleksijski val u panelu

 
Sl. 2. Prikaz interakcije panela s okolnim fluidom za ravninske akustiþke valove [1]  

 
Potencijal brzine na strani grede u +z smjeru, )2(x,z,t) definira se izrazom 

� � � �� �2 /
2 , , znj n L x k z t

n
n

x z t C e P S Z
f

� � � �ª º¬ ¼

 �f

)  ¦    (6) 

gdje je Cn amplituda potencijala brzine n-tog transmitiranog vala. Potencijali brzina 
upadnog i transmitiranog vala povezuju se s amplitudama vala u panelu uzimajuüi u 
obzir rubne uvjete normalnih brzina pa na koordinati z=0 vrijedi 
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Amplitude prostornih harmonijskih valova u gredi An izraþunavaju se po principu 
virtualnog rada ukupnog sustava (1) dok amplitude potencijala brzine Bn i Cn slijede iz 
rubnih uvjeta (7)  
  
2.2 Izraþun zvuþnog transmisijskog gubitka po metoda prostornog isjeþka 
Zvuþni transmisijski gubitak TL za zadani upadni kut izraþunava se po izrazu 
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gdje je W koeficijent zvuþnih transmisijskih gubitaka koji se za opisani beskonaþni 
model izraþunava iz izraza 

� � t
b

u

I
I

W -        (9) 

gdje je - upadni kut ravninskog akustiþkog vala, It transmitirani zvuþni intenzitet 
normalan na gredu [6] 
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a Iu upadni zvuþni intenzitet normalan na panel 
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Koeficijent transmisije zvuþne snage za konaþni panel Wk izraþunava se po metodi 
prostornog isjeþka [6] iz koeficijenta transmisije zvuþne snage za beskonaþni panel Wb 
po izrazu 

� �2
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gdje je Vef efikasnost radijacije koja se izraþunava iz izraza 
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gdje je 3��akustiþka snaga radijacije konaþnog panela izraþunata pomoüu Rayleigh-
ovog integrala [7], c je brzina zvuka u okolnom mediju, aD i bD su dimenzije panela a 

2v  je usrednjena vibracijska brzina izraþunata iz izraza 

22 1 d
D D A

v v A
a b

 ³      (14) 

gdje su v  amplitude vibracijskih brzina u pojedinim toþkama panela. Vibracijske 
brzine konaþnog panela izraþunate su, uz zanemarivanje pomaka po vanjskom rubu 
panela, sl. 3, po izrazu 
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gdje je dw(x)/dt vibracijskia brzina beskonaþne grede na koordinati x. 
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Sl. 3. Prikaz modela konaþnih elemenata panela i odgovarajuüeg beskonaþnog modela grede 
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Zvuþni transmisijski gubitak TL za difuzno zvuþno polje izraþunava se iz srednjeg 
koeficijenta transmisije zvuþne snage W  za difuzno polje iz koeficijenata transmisije 
zvuþne snage za ravninska akustiþka polja s upadnim kutem od 0 do 90° [2] po izrazu  
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S

W W - - - - ³ .     (16) 

S opisanim metodama izraþunat je zvuþni transmisijski gubitak za primjer opisan u 
odlomku 3 dok je za usporedbu rezultata isti primjer riješen i s metodom konaþnih 
elemenata. 

  
3 PRIMJER 

    
Za primjer odabran je panel koji se sastoji iz pravokutne ploþe dimenzija 489mm x 

303mm x 0.5mm od mjedi (Emjed = 111,11 10� Pa, Umjed = 9090 kg/m3 i Qmjed = 0,37) i 
elastiþnih oslonaca od homogene gumirane zvuko-izolirajuüe brtve pravokutnog 
popreþnog presjeka dimenzija 9mm x 3.2mm (Eosl = 51,7 10� Pa, Uosl = 46 kg/m3 i Qosl = 
0,49). Udaljenost izmeÿu oslonaca je L=83 mm pa panel ima 6 perioda s 5 oslonaca na 
površini panela i oslonce na vanjskim rubovima panela, sl. 4. 

  

a) b)  
Sl. 4. Prikaz a) modela konaþnih elemenata panela i okolnog akustiþkog polja i b) diskretizacije 

konaþnih elemenata u podruþju oko oslonaca 
  

Odabir finoüe mreže konaþnih elemenata izvršen je na temelju najviše frekvencije 
izraþuna (2000 Hz) te minimalno 6 elemenata po jednoj valnoj duljini fleksijskog vala 
u panelu. Uslijedila je provjera konvergencije rezultata s rastom broja konaþnih 
elemenata te su na slici 5 prikazani rezultati. 

  
   TL 

 
Sl.9. Rezultati zvuþnih transmisijskih gubitaka TL: a) metoda virtualnog rada i metoda 

prostornog isjeþka - - - - - -, b) metoda konaþnih elemenata, Actran 2D difuzno polje _______. 



160 

4 ZAKLJUýAK 
   
Metoda prostornih harmonijskih valova povoljna je izraþun zvuþnih transmisijskih 

gubitaka periodiþki oslonjenih panela zbog niskih zahtjeva za kompjutersku analizu ali 
ona ima ograniþenja u primjeni jer stvarne konstrukcije nisu nikad idealno periodiþne 
zbog þega se pojavljuju oscilacije rezultata što se pokušava umanjiti korištenjem 
usrednjenih veliþina. Ograniþenje u primjeni je i maksimalna valna duljina odziva 
panela koja, za postizanje odgovarajuüe toþnosti, mora biti manja od udaljenosti 
oslonaca što je za odabrani primjer ostvareno na frekvencijama iznad 1000Hz za koje 
se rezultati podudaraju s rezultatima metode konaþnih elemenata. 
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NUMERIýKO I EKSPERIMENTALNO MODELIRANJE 
PROCESA DEFORMIRANJA POLIETILENA PE100 

 
Skozrit, I., Tonkoviü, Z., Bakiü, A., Kodvanj, J. 

 
Sažetak: Na temelju rezultata provedenih eksperimenata predložen je konstitutivni model za 
opisivanje mehanizma puzanja polietilena PE100. Izveden je numeriþki algoritam koji je 
implementiran u programski paket ABAQUS primjenom korisniþke rutine CREEP. Toþnost i 
uþinkovitost izvedenog algoritma provjerena je usporedbom s dobivenim eksperimentalnim 
rezultatima, na primjeru osnosimetriþne epruvete s potpunim obodnim zarezom pomoüu koje je 
definiran konstitutivni model. Iz rezultata numeriþkih analiza odreÿivanja C*-integrala za 
debele polietilenske cijevi s vanjskim polueliptiþkim zarezom i primjenom dijagrama procjene 
loma iz literature odreÿeno je vrijeme do loma cijevi s zarezom te su rezultati usporeÿeni s 
dostupnim rješenjima iz literature. 
 
Kljuþne rijeþi: polietilen PE100, eksperiment, metoda konaþnih elemenata, C*-integral 
 
1 UVOD 
 
Procjena nosivosti konstrukcije s ošteüenjem zaokuplja pozornost velikog broja 
istraživaþa jer postojanje ošteüenja narušava njenu cjelovitost. Poveüana primjena 
polimera, posebno polietilena PE100 kao konstrukcijskog materijala za cijevi za 
distribuciju vode i plina zahtijeva razvoj novih metoda za procjenu nosivosti 
komponenata izraÿenih iz ovih materijala [3]. Jednako kao i kod metala, za toþniju 
procjenu parametara mehanike loma i optereüenja plastiþnog kolapsa polimernih 
komponenata, potrebno je što toþnije eksperimentalno istražiti te numeriþki modelirati 
realno ponašanje materijala. 

U radu je dan prikaz numeriþkog modeliranja i eksperimentalnog istraživanja koje 
je provedeno na polietilenu PE100. Numeriþki rezultati usporeÿeni su s pripadnim 
eksperimentalnim na temelju þega je procijenjena toþnost predloženih numeriþkih 
algoritama. Na kraju rada dane su smjernice daljnjih istraživanja. 
 
2 EKSPERIMENTALNO ISTRAŽIVANJE POLIETILENA PE100 
 
Statiþki vlaþni pokus. Za numeriþko modeliranje elastoplastiþnog ponašanja 
polietilena PE100 provedeni su statiþki vlaþni pokusi na tri razliþite temperature s tri 
razliþite brzine deformiranja. Pokusi su provedeni na standardnoj epruveti tipa 1BA 
(slika 1a) prema normama za vlaþno ispitivanje polimera [1], a epruveta pripremljena 
za ispitivanje prikazana je na slici 1b. 

Na temelju provedenih eksperimenata dobiveno je nelinearno elastoplastiþno 
ponašanje PE100 u obliku krivulje konvencionalno naprezanje-deformacija, a dobiveni 
dijagrami pri 80°C prikazani su na slici 3. 
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a)  b)  
Sl. 1. Epruveta tipa 1BA: a) skica prema EN ISO 527-2 [1] i b) izgled epruvete od 

polietilena PE100 za vlaþno ispitivanje 
 
Eksperiment puzanja. Za opisivanje ponašanja materijala u uvjetima konstantnog 
optereüenja provedeni su vremenski vrlo zahtjevni eksperimenti puzanja pri povišenim 
temperaturama. Pokusi su provedeni na vlaþno optereüenoj osnosimetriþnoj epruveti s 
potpunim obodnim zarezom, duljine 120 mm i promjera 8 mm, þija je geometrija 
prikazana na slici 2a). Na slici 2b) je prikazana cijela epruveta korištena u 
eksperimentu puzanja, a detalj zareza na epruveti je prikazan na slici 2c). Na sredini 
epruvete je napravljen zarez dubine 1 mm i polumjera vrha zareza od 92 Pm.  
 

                                                                              b)  

                                                                             c)  
Sl. 2. Osnosimetriþna epruveta s potpunim obodnim zarezom: a) skica, b) cijela epruveta i c) 

detalj zareza 
 

Na temelju provedenih eksperimenata dobiven je dijagram ovisnosti ukupnog 
pomaka toþke A (slika 2a) uslijed puzanja PE100 o vremenu puzanja. Na slici 4. 
prikazane su krivulje ukupni pomak-vrijeme puzanja dobivene za optereüenje epruvete 
od 100, 150 i 200 N i vrijeme puzanja od 65 10 st  � .  

   
  Sl. 3. Krivulja konvencionalno naprezanje-         Sl. 4. Dijagram meÿusobne ovisnosti ukupnog 
           konvencionalna deformacija pri 80°C           pomaka toþke A i vremena uslijed puzanja  
                                                                                               polietilena PE100 pri 80°C 
Na osnovi prikazanih eksperimentalnih rezultata, predložen je primarno-sekundarni 
zakon puzanja u obliku 
 1 2( 1)

1 2
n np

c B p t BH V V� � � � � �� , (1) 

a) 
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gdje su cH�  je brzina deformacije puzanja, V  je ekvivalentno von Misesovo naprezanje, 
a parametri materijala dobiveni aproksimacijom eksperimentalno dobivene krivulje su: 

6
1 7,64 10B � � , 12

2 4,25 10B � � , 0,1p  , 1 5n   i 2 4n  . 
 
3 NUMERIýKO MODELIRANJE MEHANIZMA PUZANJA 
 
Za izraþunavanje C-integrala u ABAQUSu [3], za eksponencijalni zakon puzanja 
kojim je opüenito moguüe opisati proces puzanja veüine metala, postoji ugraÿena 
rutina. No za prikazani primarno-sekundarni zakon puzanja opisan jednadžbom (1), 
izraþunavanje C-integrala zahtijeva primjenu korisniþke rutine CREEP. Predloženi 
primarno-sekundarni zakon puzanja je zapisan u inkrementalnom obliku te je na razini 
materijalne toþke integracije konaþnih elemenata implementiran u formulaciju 
konaþnih elemenata. Za verifikaciju prikazanog algoritma provedena je simulacija 
puzanja na epruveti s zarezom. Tipiþna mreža konaþnih elemenata korištena u analizi 
prikazana je na slici 5a), dok je usitnjena mreža u zaobljenom vrhu zareza dana na 
slikama 5b) i c).  
 

a)  

b)     c)  
Sl. 5. Diskretizirani proraþunski model za osnosimetriþnu epruvetu s potpunim obodnim 

zarezom: a) cijela mreža, b) usitnjena mreža u vrhu zareza i c) detalj mreže oko vrha zareza 
 

 

 
Sl. 6. Usporedba dijagrama meÿusobne ovisnosti deformacije puzanja toþke A i vremena uslijed 

puzanja materijala pri 80°C i za F = 200 N dobivenog provedbom eksperimenta i numeriþki 
primjenom korisniþke rutine CREEP u programskom paketu ABAQUS 

 
Primjenom simetrije, modelirana je samo polovica epruvete. Za diskretizaciju epruvete 
korišten je osam–þvorni osnosimetriþni konaþni element s reduciranom integracijom 
(CAX8R). Pritom je epruveta najprije optereüena vlaþnom silom do definiranog iznosa, 
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a nakon toga je optereüenje držano konstantnim te je mjerena deformacija uslijed 
puzanja materijala epruvete. Dijagram meÿusobne ovisnosti pomaka toþke A uslijed 
puzanja materijala i vremena u usporedbi s eksperimentalnim rezultatima dan je na 
slici 6. Kao što je vidljivo sa slike dobiveno je vrlo dobro poklapanje numeriþkih i 
eksperimentalnih rezultata. 
 
4 ODREĈIVANJE VREMENA DO LOMA CIJEVI S ZAREZOM 
 
Osnovna namjera numeriþke analize cijevi od polietilena PE100 s vanjskim osnim 
zarezima za distribuciju vode ili plina je usporediti vrijeme do loma dobiveno 
eksperimentalno u [6] (tablica 1.). Pritom je za odreÿivanje vremena do loma cijevi s 
vanjskim osnim zarezom korišten eksperimentalno dobiven dijagram procjene loma za 
polietilen srednje gustoüe, slika 7., iz [3]. Dimenzije cijevi s pripadnim zarezima na 
kojima su provedeni eksperimenti [6] prikazane su u tablici 1. Dimenzije cijevi su 
definirane unutarnjim, Ri, i vanjskim, Ro, polumjerom, te debljinom stijenke cijevi, t. 
Dimenzije vanjskog osnog zareza su opisane s duljinom, 2c, i dubinom zareza, a. Kao 
što je vidljivo sa slike 8., cijev je optereüena unutarnjim tlakom, p, a osnom silom, F, 
simulirano je optereüenje zatvorene cijevi. Za diskretizaciju proraþunskog modela 
cijevi i zareza korišten je izoparametrijski konaþni element s dvadeset þvorova i 
reduciranom integracijom (C3D20R). Zbog simetrije analizirana je samo jedna 
þetvrtina cijevi. Diskretiziran proraþunski model cijevi prikazan je na slici 9. 
 
Tablica 1. Vrijeme do loma dobiveno eksperimentalno [6], r,eks / ht  

2c / mm 16 50 50 100 150 150 184 
a / mm 3 2 4 3 2 4 3 
p / MPa 0,7 1,0 0,4 0,7 1,0 0,4 0,7 
tr,eks / h 15386 274 8694 314 167 1169 165 

 

 
Sl. 7. Dijagram procjene loma za polietilen srednje gustoüe [3] 

 
Provedenim numeriþkim analizama za svih sedam dimenzija cijevi i zareza 

dobivene su vrijednosti C*-integrala koje su prikazane u tablici 2. Mada se ovdje radi o 
drugoj vrsti polietilena (PE100) za procjenu vijeka trajanja cijevi s zarezom 
primijenjen je eksperimentalno dobiven dijagram procjene loma za polietilen srednje 
gustoüe (slika 7.) iz [3]. Na temelju numeriþki odreÿenog C*-integrala, iz dijagrama 
procjene loma oþitano je vrijeme do loma cijevi, tr. Dobivena vremena do loma za svih 

C*exp / mJ/m2/s 

t r 
/ s
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sedam analiza prikazana su takoÿer u tablici 2. Radi jednostavnije usporedbe s 
eksperimentalnim rezultatima, vrijeme do loma prikazano je u satima. Razlika u 
vremenu do loma dobivenog eksperimentalno i numeriþki prikazana je u tablici 2. 
 

 
Sl. 8. Dimenzije i optereüenje cijevi s vanjskim osnim zarezom 

 

a)  b)  
Sl. 9. Diskretizirani proraþunski model cijevi s vanjskim osnim zarezom: a) cijela cijev i b) 

mreža oko vrha zareza 
 
 

Tablica 2.  C*-integral dobiven numeriþki, -1*/ MPa mmsC  
2c / mm 16 50 50 100 150 150 184 
a / mm 3 2 4 3 2 4 3 
p / MPa 0,7 1,0 0,4 0,7 1,0 0,4 0,7 

C* / MPa mm s-1 4,87E-9 7,29E-7 1,12E-8 6,04E-7 1,31E-6 1,22E-7 9,86E-7 
tr / h 7950 201 4632 230 139 742 154 

RAZLIKA / % 48 27 47 27 17 37 7 
 
Iz tablice 2. vidljive su velike razlike izmeÿu eksperimentalnih i numeriþkih 

rezultata za vrijeme do loma cijevi. Postoji više razloga za dobivene razlike. Prvi 
razlog je što je za procjenu vremena do loma cijevi primijenjen dijagram za polietilen 
srednje gustoüe (slika 7.), buduüi da za PE100 od kojeg su izraÿene cijevi, u dostupnoj 
literaturi nema pripadnog dijagrama. Iako su to po znaþajkama sliþni materijali, 
primijenjeni dijagram procjene loma je u literaturi dobiven prije desetak godina, a 
svakodnevnim razvojem materijala, posebno polimera, došlo je do poboljšanja znaþajki 
PE100. Drugi razlog je što je u numeriþkoj analizi primijenjen konstitutivni model 
dobiven na temelju relativno malo provedenih eksperimenata puzanja. Naime, u ovom 
radu provedeni su eksperimenti puzanja na samo pet epruveta s tri razliþite sile. Treüi 
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razlog može biti relativno veliko rasipanje podataka kod eksperimentalnog odreÿivanja 
vremena do loma, kako je to opisano u [6]. Svi navedeni razlozi ukazuju na potrebu 
provedbe dodatnih eksperimenata na epruvetama s zarezom od PE100 što je vremenski 
vrlo zahtjevan problem. Provoÿenje eksperimenata za odreÿivanje parametara 
materijala konstitutivnog modela je potrebno provesti s još više razliþitih optereüenja 
epruveta što üe omoguüiti toþnije opisivanje ponašanja materijala. Provedbom 
eksperimenta puzanja do loma epruveta dobit üe se podaci o vremenu do loma za svaku 
epruvetu ovisno o optereüenju. Nakon toga, primjenom izraza iz literature bit üe 
moguüe izraþunati eksperimentalne vrijednosti C*-integrala. Na kraju, poznavajuüi 
vrijeme do loma i C*-integral za svaku epruvetu bit üe moguüe konstruirati dijagram 
procjene loma za PE100. Ovo üe omoguüiti da se numeriþko modeliranje još više 
približi realnom ponašanju cijevi s zarezom. Opisani postupci plan su daljnjeg 
istraživanja. 

 
5 ZAKLJUýAK 

 
U radu je dan prikaz istraživanja koja se vrše u cilju razvoja numeriþkog algoritma za 
izraþunavanje parametara mehanike loma i modeliranja mehanizama puzanja u 
polietilenu PE100 primjenom realnog materijalnog modela. Prikazan je konstitutivni 
model koji spreže mehanizme elastoplastiþnosti i puzanja. Izveden je algoritam na 
razini toþke integracije konaþnog elementa za integriranje vremenski ovisnih 
konstitutivnih relacija koji je implementiran u programski paket ABAQUS primjenom 
korisniþke rutine CREEP. Usporedbom s eksperimentalnim rezultatima provjerena je 
toþnost izvedenog algoritma [4, 5]. Daljnja istraživanja usmjerena su na provedbu 
dodatnih eksperimenata te izvoÿenje nove metode za procjenu C-integrala za cijev s 
osnim zarezom optereüenu unutarnjim tlakom.  
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SEIZMIýKA ANALIZA KONSTRUKCIJE PROTIRONA U 
SPLITU  

  
Smoljanoviü, H., Nikoliü, Ž., Živaljiü, N. 

 
Sažetak: U ovom radu prikazana je primjena kombinirane metode konaþno-diskretnih 
elemenata (FEM/DEM) u simulaciji dinamiþkog odgovora starih kamenih suho zidanih 
konstrukcija. 
Kombinirana metoda konaþno-diskretnih elemenata prikladna je za dinamiþku analizu 
konstrukcija modeliranih s velikim brojem diskretnih elemenata. Svaki diskretni element 
modeliran je mrežom konaþnih elemenata što omoguüuje njegovu deformabilnost, dok se 
materijalna nelinearnost, pojava pukotina i fragmentacija odvija u kontaktnim elementima koji 
su implementirani izmeÿu konaþnih elemenata. Ovom metodom moguüe je obuhvatiti pojave 
vezane za ponašanje suho zidanih konstrukcija uslijed dinamiþkog djelovanja od linearne 
elastiþne faze pa do potpunog sloma. 
Primjena metode prikazana je na primjeru inkrementalne dinamiþke analize konstrukcije 
Protirona u Splitu na izvornoj konstrukciji bez metalnih klamfi i trnova. Konstrukcija je 
izložena horizontalnom ubrzanju podloge realnog potresa. Akcelelogram je najprije skaliran na 
vršno ubrzanje od 0.22g koje je karakteristiþno za Split, a potom je vršno ubrzanje postupno 
poveüavano sve do potpunog sloma konstrukcije. 
 
Kljuþne rijeþi: FEM/DEM, suho zidane kamene konstrukcije, seizmiþka analiza, dinamiþki 
odgovor  

  
1 UVOD 

    
U modeliranju zidanih konstrukcija tradicionalno se najþešüe koristi metoda 

konaþnih elemenata u sklopu koje se konstrukcija promatra kao homogeni ortotropni 
kontinuum [1,2] gdje je srednja veza izmeÿu naprezanja i deformacija dobivena 
eksperimentalno ili tehnikama homogeniziranja. Nedostatak modeliranja zidanih 
konstrukcija pomoüu kontinuuma je nemoguünost opisivanja pojave velikih 
diskontinuiteta u polju pomaka što je osobito izraženo u suho zidanim kamenim 
konstrukcijama. Jedan od naþina rješavanja ovog nedostatka je uvoÿenje kontaktnih 
elemenata unutar mreže konaþnih elemenata [3,4]. Ograniþenost numeriþkih modela 
baziranih na metodi konaþnih elemenata i dalje je prisutna u analizi suho zidanih 
kamenih konstrukcija u kojima uslijed seizmiþke pobude može biti izražen efekt 
mehaniþke interakcije meÿu kamenim blokovima. 

Za analizu problema u kojima je prisutna mehaniþka interakcija izmeÿu više tijela 
koja mogu imati velike rotacije i pomake razvijeni su modeli bazirani na metodi 
diskretnih elemenata. Glavno obilježje metode diskretnih elemenata koje je omoguüilo 
njezinu primjenu u analizi zidanih konstrukcija je prezentacija konstrukcije kao skupa 
diskretnih elemenata koji se mogu naüi u meÿusobnoj interakciji i koji mogu, a i ne 



168 

moraju meÿusobno biti povezani kontaktnim elementima. Ovaj pristup omoguüuje 
simuliranje kolapsa konstrukcije uslijed rotacije, klizanja te udarnog optereüenja. 
Nedostatak modela baziranih na metodi diskretnih elemenata je nemoguünost 
opisivanja stanja naprezanja i deformacije unutar diskretnih elemenata što je vrlo 
važno pri analizi pojave i razvoja pukotina. 

U novije vrijeme postojalo je dosta pokušaja da se iskoriste prednosti metode 
konaþnih i diskretnih elemenata [5,6]. Jedan od takvih pokušaja je i kombinirana 
metoda konaþno-diskretnih elemenata (FEM/DEM) [7]. Ova metoda zasniva se na 
dinamiþkoj analizi niza deformabilnih diskretnih elemenata koji se tijekom analize 
mogu naüi u mehaniþkoj interakciji pri þemu od jednog elementa može nastati više 
njih. 
 
2 NUMERIýKI MODEL 

   
Suho zidana kamena konstrukcija se u okviru kombinirane metode konaþno-diskretnih 
elemenata promatra kao skup diskretnih elemenata odnosno kamenih blokova. Svaki 
kameni blok diskretiziran je s vlastitom mrežom trokutnih konaþnih elemenata izmeÿu 
kojih su implementirani kontaktni elementi koji predstavljaju mjesta potencijalnih 
pukotina (Slika 1). 
 

 
Sl. 1. Diskretizacija konstrukcije 

 
Ponašanje materijala u konaþnim elementima je linearno-elastiþno dok je 

materijalna nelinearnost koja se javlja nakon nastanka pukotina opisana kontaktnim 
elementima [8]. Pojava pukotine odnosno odvajanje rubova susjednih konaþnih 
elemenata omoguüeno je na naþin da su susjedni rubovi trokutnih konaþnih elemenata 
opisani s razliþitim þvorovima kao što je prikazano na Slici 2. 
 

 
Sl. 2. Konaþni i kontaktni element 
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Kontaktne sile koje se javljaju izmeÿu susjednih blokova ukljuþujuüi i sile trenja 
zasnovane su na naþelu potencijalnih kontaktnih sila [9]. 
 
3 NUMERIýKI PRIMJER 

   
U sljedeüem primjeru pokazana je primjena kombinirane metode konaþno-diskretnih 
elemenata u simulaciji dinamiþkog odgovora konstrukcije Protirona u Splitu (Slika 3.) 
na seizmiþko djelovanje. 
Protiron je prostor koji je spajao, odnosno odvajao sjeverni dio Dioklecijanove palaþe 
koji je služio za sluge, vojsku itd. od južnog dijela gdje se nalazio carev stan. Protiron 
se nalazi s južne strane Peristila (trga ispred splitske katedrale Sv. Dujma) i s njega se 
car obraüao stanovnicima drugog dijela palaþe. Na ulazu u Protiron nalaze se þetiri 
masivna stupa od crvenog granita na kojima stoje dorski kapiteli. Kapiteli nose široki 
zabat s luþnim nadvojem u sredini. Kapiteli su sa stupovima i naglavnom gredom 
povezani þeliþnim trnovima. Kroz povijest, najvjerojatnije djelovanjem razliþitih 
potresa, došlo je do pomicanja kamenih blokova koji þine široki zabat, a takoÿer je 
došlo i do razmicanja središnjih stupova. Da bi se sprijeþilo daljnje pomicanje, za 
vrijeme Austro-Ugarske, kameni blokovi su povezani bakrenim klamfama. 
 

 
Sl. 3. Ulaz u Protiron na Peristilu u Splitu 

 
U ovom primjeru izvršena je inkrementalna dinamiþka [10] analiza Protirona na 
izvornoj konstrukciji bez metalnih klamfi i bez metalnih trnova. Konstrukcija je 
izložena horizontalnom ubrzanju podloge (Slika 4.) koje je snimljeno 15.4.1979 u 
Dubrovniku kraj Pomorske škole na tlu kategorije A za vrijeme potresa þiji je epicentar 
bio u Crnoj Gori.  
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Sl. 4. Vremenski zapis ubrzanja za vrijeme potresa u Petrovcu 1979. 
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Akcelelogram je prvo skaliran na vršno ubrzanje od 0.22 g koje je karakteristiþno za 
Split. Nakon toga je vršno ubrzanje postupno poveüavano do potpunog sloma 
konstrukcije. 
Na Slici 5-a i 5-b prikazana je geometrija konstrukcije te mreža konaþnih elemenata. U 
numeriþkoj analizi pretpostavljeno je da üe do potpunog sloma konstrukcije doüi 
uslijed gubitka stabilnosti tako da moguünost pucanja kamenih blokova nije uzeta u 
obzir. 
 

 
(a) 

 
(b) 

Sl. 5. Konstrukcija Protirona: (a) geometrija; (b) mreža konaþnih elemenata  
 
Mehaniþke karakteristike kamena korištene u analizi prikazane su u Tablici 1. 
 

Modul 
elastiþnisti  

Statiþki 
koeficijent trenja

Dinamiþki 
koeficijent trenja

Koeficijent 
prigušenja 

E (MPa) µst µdin P  
48400 0.6 0.6 4.5·106 

Tablica 1. Karakteristike materijala kao ulazni parametri 
 
Dinamiþka analiza konstrukcije pokazuje da se za vršno ubrzanje od ag=0.22 g, javljaju 
znaþajni pomaci kamenih blokova (Slika 7-a), pogotovo u kamenom luku (Slika 7-b). 
 

 
(a) 

 
(b) 

Sl. 7. Konstrukcija Protirona nakon potresa vršnog ubrzanja ag=0.22 g: (a) cijela konstrukcija; 
(b) uveüan središnji dio 
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(a) (b) 
Sl. 8. Konstrukcija Protirona nakon potresa vršnog ubrzanja ag=0.50 g: (a) cijela konstrukcija; 

(b) uveüan središnji dio 
 
Za vršno ubrzanje od 0.50 g dolazi do još veüih pomaka, a oþigledno je i razmicanje 
središnjih stupova konstrukcije te odizanje naglavne grede od rubova kapitela. Na Slici 
8-a prikazana je konstrukcija nakon završetka, dok je na Slici 8-b prikazan njen 
središnji dio.  
 

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 
Sl. 9. Mehanizam potpunog sloma konstrukcije Protiron pri vršnom ubrzanju ag=0.6 g u 

vremenu: (a) t=0.0 s; (b) t=11.91 s; (c) t=13.27 s; (d) t=16.33 s; (e) t=17.86 s; (f) t=18.54 s 
 
Na Slici 9 prikazan je mehanizam potpunog sloma konstrukcije u toku vremena pri 
vršnom ubrzanju od 0.6 g. S crteža se može uoþiti razdvajanje središnjih stupova dok 
naposljetku ne doÿe do urušavanja središnjeg dijela konstrukcije. 
Provedena analiza pokazuje da se u konstrukciji Protirona bez metalnih klamfi veü pri 
vršnom ubrzanju od 0.22 g javljaju znaþajni pomaci centralnih blokova. Poveüanjem 
ubrzanja poveüavaju se i pomaci konstrukcije, a za vršno ubrzanje 0.60 g nastaje slom 
konstrukcije. 
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5 ZAKLJUýAK 
 
U ovom radu prikazana je seizmiþka analiza suho zidane kamene konstrukcije 

Protirona u Splitu pomoüu kombinirane metode konaþno-diskretnih elemenata. Iz 
prikazane analize može se vidjeti prednost ovog numeriþkog modela koji ima 
moguünost opisivanja velikih pomaka i velikih rotacija kamenih blokova koji se mogu 
naüi u meÿusobnoj mehaniþkoj interakciji. Na ovaj naþin je moguüe realistiþno 
predvidjeti mehanizam sloma suho zidane kamene konstrukcije izložene seizmiþkom 
optereüenju. 
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NUMERIýKE SIMULACIJE HIDRAULIýKIH 
TRANZIJENATA U HE VINODOL 

 
J. Škifiü, G. Raciü  

 
Sažetak: Provedene su numeriþke simulacije hidrauliþkih tranzijenata u sustavu HE 
Vinodol pomoüu nestacionarnog 1D modela strujanja pod tlakom u cijevi. Toþnost 
modela postignuta je korištenjem nekonzervativne fomulacije modela nestacionarnog 
strujanja tekuüine u cijevi pod tlakom koji ukljuþuje modificirani model 
nestacionarnog trenja i fluks limitiranu numeriþku metodu drugog reda toþnosti. 
Postignuti numeriþki rezultati su pokazali dobro slaganje sa izmjerenim podacima 
promatranog sustava  
 
Kljuþne rijeþi: hidrauliþki tranzijenti, numeriþke simulacije, hidroelektrane  

 
1 UVOD 

 
Tijekom numeriþkih simulacija hidrauliþkih tranzijenata energetski gubici uslijed 
djelovanja trenja se aproksimiraju izrazima izvedenim za stacionarne ili kvazi 
stacionarne uvjete strujanja, þime numeriþko modeliranje disipacije i periode 
hidrauliþkog udara nije moguüe predvidjeti na zadovoljavajuüi naþin. Iako je razvijen 
veüi broj modela nestacionarnog trenja [1-4],, u ovom radu je korišten nestacionarni 
model trenja zasnovan na proširenoj Brunone-ovoj formulaciji [9] zapisan u 
nekonzervativnoj formulaciji [7]. Rješavanje dobivenog numeriþkog modela 
provedeno je fluks limitiranom numeriþkom metodom drugog reda [7]. Dobiveni 
model je validiran usporedbom numeriþkih rezultata sa izmjerenim podacima 
promatranog sustava. 

 
2 OPIS HIDROELEKTRANE VINODOL 

   
Hidroelektrana Vinodol je visokotlaþno derivacijsko postrojenje smješteno u blizini 
mjesta Tribalj. Osnovna koncepcija tehniþkog rješenja HE Vinodol temelji se na 
zahvaüanju voda rijeke Lokvarke u akumulacijskom jezeru Lokvarka i zahvaüanju 
voda rijeke Liþanke u akumulacijskom jezeru Bajer, spojnog tunela izmeÿu ta dva 
jezera i derivacijskog dovoda od jezera Bajer do strojarnice HE Vinodol smještene u 
Triblju. Akumulacijsko jezero Lokvarka ima korisnu zapreminu od 35300000 m3, što 
omoguüava višegodišnje izravnavanje protoka rijeke Lokvarke. Akumulacijsko jezero 
Bajer najniže je akumulacijsko jezero u hidroenergetskom sustavu Vinodol korisnog 
volumena 1500000 m3. Ono nema dovoljnu zapreminu za godišnje izravnavanje 
protoka Liþanke. 
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Na lijevom boku jezera, oko 80 m uzvodno od pregrade nalazi se ulazni ureÿaj kao 
poþetak tlaþnog dovoda za strojarnicu Tribalj. Prvi dio dovoda je tunel, dužine 199 m, 
promjera 2.8 m. 

Tunel se raþva u dva armirano betonska cjevovoda Liþ I dužine 4915 m i promjera 
2.8 m i Liþ 2 dužine 4880 m i promjera 3.2 m. Cjevovod se nastavlja  betonskim, 
tlaþnim tunelom Kobiljak-Razromir dužine 4162 m promjera 2.75 m. Dužina 
cjevovoda od vodne do zasunske komore iznosi 148.4 m i promjera 2.40 m. Od 
zasunske komore, pa do podzemne stojarnice u Triblju, izgraÿen je kosi þeliþni tlaþni 
vod stupnjevanog promjera 1.8/1.495/0.65 m pod kutem od 32°, ukupne dužine 1189 
m, s razdjelnim cjevovodom za šest turbina unutar strojarnice. 

 
3 MATEMATIýKI MODEL 

 
3.1 Jednodimenzionalno strujanje tekuüine u cijevi 

 
Strujanje tekuüine u cijevi pod tlakom je modelirano modelom 
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gdje indeksi t i x oznaþavaju vrijeme i duljinu (duž osi cijevi), H oznaþava 

piezometriþku visinu, Q protok, c brzinu zvuka, g ubrzanje sile teže, A površinu 
popreþnog presjeka, dok Js i Ju predstavljaju gubitke po jediniþnoj dužini cijevi zbog 
stacionarnog i nestacionarnog trenja. Gubici uslijed djelovanja stacionarnog trenja su: 
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  gdje fs predstavlja Darcy-ev faktor trenja, a D promjer cijevi. Nestacionarni þlan 
trenja prema definicij preuzetoj iz [2]:   
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gdje ĭA oznaþava predznak Q i k predstavlja Brunone-ov koeficijent trenja 
definiran sa  
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gdje je  Re = uD/Ȟ Reynoldsov broj, u brzina strujanja i Ȟ dinamiþka viskoznost 
fluida. Nestacionarni model trenja je moguüe napisati u obliku  
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gdje su prema [9] dva nestacionarna koeficijenta kP i kA definirana sa kP = k i kA = 
1.5kP.  

Kako sustav jednadžbi (1)-(2) sa izrazima (3)-(4) ili (7) nije napisan u klasiþnom 
konzervativnom obliku te ga je potrebno napisati u nekonzervativnom obliku [7].  

 
3.1 Rubni uvjeti 

 
Rubni uvjet jezera Bajer modeliran je kao spremnik sa lokalnim otporom [10] na ulazu 
u sprovodni aparat. Odnosno, piezometriþka visina na ulazu u tunel iznosi  

 � � 2

2

2
1

gA
QHH st ]��     (8) 

gdje je Q protoku na ulazu u cijev, A popreþni presjek cijevi, ȗ lokalni hidrauliþki 
gubitak na ulazu u cijev koji ukljuþuje sve lokalne hidrauliþke gubitke izmeÿu cijevi i 
jezera, dok Hst ozhnaþava razinu vode jezera. 

Model vodne komore se definira diferencijalnom jednadžbom   

 
st

st
A
Q

dt
dH

      (9) 

Gdje  Hst  oznaþava nivo vode u vodnoj komori, Ast = Ast(Hst) (Sl. 1) je popreþni 
presjek u vodnoj komori na Hst ([5]). 

Protok u ili iz vodne komore je moguüe izraþunati sa  
 � � stbstDstbstst HHgCHHQ ��� 2sgn    (10) 

gdje je CD koeficijent protoka vodne komore , a Hbst piezometriþka visina u cijevi 
ispod vodne komore [10]. Predznak Qst indicira smjer strujanja vode, odnosno:  
� Qst > 0 voda struji u vodnu komoru, 
� Qst < 0 voda struji iz vodne komore. 
 Turbine na krajevima cijevi modelirane su kao jedinstveni rubni uvjet protoka [10] 
te je ukupni protok dobiven interpolacijom mjerenih protoka [5] za široki spektar 
pomaka privodnog aparata turbine 5 i turbine 6 agregata A3 (Slika 2.). 
 

 
Sl. 2. Mjereni protok za razne pomake privodnog aparata 
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4 Numeriþke simulacije 

  
Gubici trenja kod simulacija 1D tranzijentnog strujanja u cijevi procjenjuju se 
korištenjem þlana trenja dobivenim stacionarnim ili kvazi stacionarnim uvjetima 
strujanja, þime numeriþko modeliranje disipacije i periode hidrauliþkog udara nije  
moguüe predvidjeti na zadovoljavajuüi naþin [1-4]. Kako je toþno predviÿanje utjecaja 
takvog efekta od posebne važnosti u industriji, uvedena je formulacija nestacionarnog 
trenja [2], koja nestacionarnu komponentu trenja povezuje sa trenutnom lokalnim i 
konvektivnim ubrzanjem. Kako nestacionarni koeficijent trenja [9] varira u vremenu, 
model se mora zapisati u nekonzervativnoj formulaciji u cilju korektne evaluacije polja 
karakteristika u numeriþkoj aproksimaciji [6], što vodi boljoj numeriþkoj aproksimaciji 
mjerenih vrijednosti. Numeriþki model je testiran primjenom na laboratorijskim 
uvjetima [7], kao i na simulacijama strujanja u hidroelektranama Rijeka[6] i Jajce II[8]. 

 
4.1 Validacija modela 

 
Opisani numeriþki model validiran je s izmjerenim podacima (Sl. 4) za scenarij sporog 
upuštanja agregata A3 koji se sastoji od dvije turbine [5]. Vremenska ovisnost protoka 
za vrijeme ispitivanja prijelaznih pojava je prikazana na Sl. 3. Razina vode u jezeru 
Bajer je tijekom cijelog vremena odvijanja simulacije konstanta i  iznosi 714,58 m n. 
m. Poþetna razina  vode u vodnoj komori, kao i piezometriþka visina u sprovodnom 
aparatu jednaka je razini jezera.   

 

 
Sl. 3. Vremenska ovisnost protoka za vrijeme ispitivanja prijelaznih pojava za scenarij sporog 

upuštanja agregata A3 
 

Dobiveni rezultati numeriþke simulacije pokazuju dobro slaganje sa izmjerenim 
rezultatima (Sl. 4). Perioda oscilacija vodnih masa se relativno dobro poklapa sa 
mjerenom, iako je geometrija vodne komore nedevoljno dobro opisana. Naime, 
mjerenje geometrijskih karakteristika vodne komore nije provedeno, veü je 
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rekonstruirana iz projektne dokumentacije. Nadalje, amplituda i frekvencija oscilacija 
hidrauliþkog udara je precijenjena, što je rezultat ograniþenja matematiþkog modela[7]. 
 

 
Sl. 4. Usporedba mjerenih i proraþunatih vrijednosti piezometriþke visine na kraju tlaþne cijevi 

 
5 ZAKLJUýAK 
 
Standarni nestacionarni model strujanja tekuüine u cijevi proširen je modelom 
nestacionarnog trenja i primijenjen na simulacije strujanja hidrauliþkih tranzijenata u 
HE Vinodol. Rezultati numeriþkih simulacija prikazuju dobro slaganje s izmjerenim 
podacima unatoþ uvedenim aproksimacijama koje ukljuþuju geometrijski opis vodne 
komore i vremensku ovisnost protoka za vrijeme ispitivanja prijelaznih pojava, þime 
uspostavljeni matematiþki, odnosno numeriþki model potvrÿuje opravdanost primjene 
na simulacije strujanja hidrauliþkih tranzijenata u hidroelektranama. 
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PRIMJENA REGULARIZACIJE NA KORELACIJU 
DIGITALNE SLIKE 

  
Tomiþeviü, Z., Pamukoviü, F., Surjak, M. & Kodvanj, J.   

 
Sažetak: Korelacija digitalne slike (DIC – Digital Image Correlation) je metoda koja koristi 
digitalnu sliku za mjerenje cijelog polja pomaka. Svoju primjenu sve više nalazi na polju 
identifikacije i validacije konstitutivnih zakona. Prednost takve metode neusporediva je sa 
mjerenjem mehaniþkim ekstenzometrima i mjernim trakama koje mjere pomak samo u jednoj 
toþki. Metoda kao takva ima i nedostatak. Prilikom zapisivanja slika javljaju se brze fluktuacija 
polja pomaka koje su unesene konstantnim šumom kamere te mjernim postavom. Zbog tih 
problema koristi se regularizacija. U ovom radu prezentirana je primjena nove DIC metode koja 
koristi regularizaciju (R-DIC) kao sredstvo smanjenja rezolucijske nesigurnosti. Metoda 
regularizacije služi kao filter za propuštanje samo mehaniþkih polja prilikom þega se šum koji 
se javlja prilikom zapisivanja slika zanemaruje. Prednost regularizacijskog algoritma posebno je 
vidljiva kada se za analizu koristi siromašna tekstura (niska razina sive skale). Metoda je 
validirana na umjetno deformiranim slikama, a direktnu primjenu je našla kod biaxialnih 
testova nodularnog lijeva. Nodularni lijev promatran je na dvije razliþite skale uveüanja (macro 
i meso). Za makro razinu korištena je umjetno napravljena tekstura dok je za meso korištena 
prirodna tekstura nodularnog lijeva. 
 
Kljuþne rijeþi: DIC, regularizacija, rezolucija, T3 elementi  

 
1 UVOD 

   
DIC se zasniva na tome da se tijekom provedbe eksperimenta registriraju slike koje 
imaju sivu razinu skale boja. Zbog brzih fluktuacija uslijed registracije slika koje su 
takoÿer zabilježene potencijalna barijera je jako mala promjena rezolucije pomaka (tj. 
najmanja promjena mjerenog pomaka koja uzrokuje vidljivu razliku mjerene veliþine) 
koja predstavlja veliki problem prilikom mjerenje malih pomaka. Iz tog razloga 
potrebno je naüi kompromis izmeÿu standardne mjerne nesigurnosti i rezolucije 
pomaka [1]. 

Kako bi se prevladao ovaj limitirajuüi problem razvijene su razliþite. Klasiþna 
metoda riješavanja ovog problema je diskretizacija polja pomaka na razinu koja je 
mnogo veüa od piksela. Ova metoda je poznatija kao "local DIC approach" [2] gdje je 
ZOI (zona interesa) definirana kao prirodno pretpostavljena regularizacija. Osim 
podijele slike na ZOI nikakve druge pretpostvake nisu uvedene, što u konaþnici 
odgovara tome da je cijelo polje pomaka dobiveno interpolacijom centara ZOI. U 
praksi minimalna veliþina ZOI-a je 10x10 piksela ili više [3]. 

Kako bi se smanjila rezolucija pomaka, neke dodatne informacije mogu biti 
pretpostavljene. Jedna od njih je da je polje pomaka kontinuirano, a isto se može 
dekompozirati po odgovarajuüoj bazi koja najbolje zadovoljava uvjete kontinuiteta. 
Problem koji je postojao u lokalnom DIC-u da su sve ZOI tretirane neovisno jedna o 
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drugoj riješen je ovom metodom koja je poznata kao "global DIC approach" [4]. Ovom 
metodom vrijeme raþunanja se poveüava ali rezultati su pouzdaniji. Minimalna veliþina 
elementa ove metode je 4x4 piksela [5]. 

Rezoluciju pomaka moguüe je još dodatno smanjiti dodatnim uvijetima kao što su 
minimiziranje konzervacije sive skale [6]. Problem ove metode je da filter koji je 
primijenjen može zanemariti fluktuacije koje su nastale uslijed mehaniþkih promjena 
polja pomaka. Drugi naþin smanjenja rezulocije pomaka biti üe predstavljen u ovom 
radu. Ova metoda zasniva se na mehaniþkoj regularizaciji polja pomaka, kojom se 
filtriraju sve fluktuacije koje nisu mehaniþki podatljive. Prednost ovakve regularizacije 
posebno je vidljiva prilkom usporedbe rezolucije pomaka s predstavljenim metodama. 
U ovom radu tekoÿer üe biti pokazano kako nova metoda može savladati vrlo tešku i 
nekonvencionalnu teksturu koju klasiþne DIC metode ne mogu obraditi. 

   
2 REGULARIZIRANA KORELACIJA DIGITALNE SLIKE  

   
2.1 Regularuzacijska strategija  
Prilikom zabilježavanja dvije slike u referentnoj konfiguraciji, f, te deformiranoj g 
zbog konzervacije sive skale piksela vrijedi 

� � � �� �f g �x x u x ,      (1) 
gdje je u nepoznato polje pomaka, a x lokacija piksela. Traženo polje pomaka 
minimizira sumu razlike kvadrata 2

c)  preko cijelog podruþja interesa (ROI) 

� �� � � �� �2
2
c ROI

g f d)  � �³ x u x x x .     (2) 

Ako ne postoje neki dodatni uvijeti nemoguüe je odrediti pomak svakog piksela 
nezavisno pošto postoje dvije nepoznanice za danu raliku sive skale. Zbog toga je 
odabrana slaba formulacija polja pomaka izražena preko odeÿene baze 

� � n n
n

u \ ¦u x ,       (3) 

gdje je n\  odabrana funkcija oblika a nu pripadajuüi stupnjevi slobode polja pomaka. 

Mjereni problem se nadalje sastoji od minimiziranja 2
c)  s obzirom na nu . Newtonov 

iteracijski algoritam se koristi za rješavanje problema minimiziranja riješavajuüi 
iterativno linearni sustav 

  > @^ ` ^ `G  M u b .      (4) 
Kako bi se zadovoljila mehaniþka podatljivost u smislu konaþnih elemenata, uvodi se 
prvo ravnotežna razlika ("equilibrium gap"). Ako je primijenjena linerna elastiþnost 
jednadžbe ravnoteže su 

     > @^ ` ^ ` K u f ,      (5) 
gdje je [K] matrica krutosti, a {f} vektor þvornih sila. U sluþaju da polje pomaka ne 
zadovoljava jednadžbe ravnoteže uvodi se ravnotežna razlika. Uslijed nedostatka 
þvornih sila, unutrašnji þvorovi su slobodni od svih vanjskih sila, stoga se metoda 
ravnotežne razlike sastoji od minimiziranja 

^ ` > @ > @^ `2 tt
m)  u K K u ,    (7) 
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gdje je t operator transponiranja, a 2
m) odgovara sumi kvadratne norme svih 

ravnotežnih razlika ali samo unutrašnjih þvorova. Ova DIC metoda zahtijeva dodatnu 
regularizaciju za rubne þvorove. Za rubne þvorove uvedena je penalizacija za 
fluktuacije pomaka kratkih valnih duljina. Treüa funkcija koju treba uzeti u obzir mora 
nestati za sve pomake krutog tijela 

^ ` > @ > @^ `2 tt
b)  u L L u ,     (8) 

gdje je [L] operator koji ima utjecaj na rubu ROI-a [7]. 
 

2.2 Correlation procedura 
Minimiziranje correlation reziduala ( 2

c) ), ravnotežne razlike ( 2
m) ) i rubnih 

fluktuacija ( 2
b) ) zahtijeva uvoÿenje totalnog funkcionala 2

t)  

� � 2 2 2 21 m b t c m m b bw w w w� � )  ) � ) � )� � � ,   (9) 

gdje su wm i wb težine pridodane 2
m)�  i 2

b)� , a )� oznaþava normalizirane reziduale. 
Težine wm i wb su odabrane kao 

� � � �4 4
2 , 2m m b bw l w lS S  k k ,    (10) 

gdje su lm i lb regularizacijske dužine za 2
m)  i 2

b) . U sluþaju da se zada viša vrijednost 

regularizacijske dužine lm  stavlja se veüa težina na funkcional 2
m)� , te stoga ravnotežni 

reziduali moraju dosegnuti veüu razinu. Isto vrijedi i za zadavanje regularizacijske 
dužine lb za rubne reziduale. U RT3-Correli algoritmu koriste se trokutasti elementi 
(T3) sa linearnom interpolacijom pomaka. 
  
3 PRIMJERI I REZULTATI REGULARIZACIJSKE DIC METODE 

   
U ovom dijelu rada prikazana su dva primjera u kojima je korišten R-DIC. Prvi sluþaj 
üe biti umjetno deformiran, dok üe u drugom biti razmatran stvarni test u kojem üe se 
analizirati prirodna tekstura nodularnog lijeva prilikom izvoÿenja biaxialnog testa. U 
oba sluþaja rezultati üe biti usporeÿeni sa "local" i "global" DIC algoritmom. 
 
3.1 Umjetno deformiran test  
Na primjeru umjetno deformiranog testa analizirana je slika s umjetnom teksturom 
koja je napravljena tako da se prvo nanese bijela boja, a nakon toga crnom bojom 
stohatiþki se nanesu crne toþkice. Ovo je uobiþajena metoda za stvaranje rastera 
pogodnog za primjenu DIC metode. Na ovom primjeru veliþina slike je 531x531 piksel 
sa 8-bitnom digitalizacijom. Iz referentne slike (Sl. 1) linearnom interpolacijom sive 
skale generirana je deformirana slika bez šumova koji su neizbježni prilikom 
registriranja slike u stvarnom testu. Generirano polje pomaka deformirane slike je 
sinusna funkcija (Sl. 2 (a) i (b)) 

� � � � � � � �, 2sin 2 / , , 2sin 2 /x x y yu x y x n u x y x nS S  ,   (11) 

gdje su nx x ny broj piksela ROI-a. Deformiranje slike sinusnom funkcijom zanimljiv je 
sluþaj zato što odgovara osnovnoj analizi optiþkih sustava [2]. 
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Sl. 1. Referentna slika (a) (b) 

 Sl. 2 Generirana polja pomaka u x i y smjeru 
  

Na ovom primjeru testirani su omjeri lb/lm. Svrha odreÿivanja omjera lb/lm  je u tome 
da omjer u daljnjim analizama na stvarnim testovima bude konstantan. Za poþetnu 
vrijednost odabrano je lm=32 piksela pri þemu se on inkrmentalno smanjivao 
(relaksirao) za 2 puta sve do vrijednosti lm=1 pix. Iz dijagrama Sl. 3 (a) i (b) vidljivo je 
da je za omjere od 1 do 1/16 standardna greška izmeÿu mjerenog i generiranog polja 
pomaka približno jednaka te je zbog toga odabran omjer od 1/2 koji daje najmanju 
grešku.  

(a) (b)  
Sl. 3. Standardna greška pomaka za razliþite regularizacijske dužine i  

razliþite omjere lb/lm. Za sve krivulje relaksacijski proces þita se s desna na lijevo 
 
Sl. 4 pokazuje razliku standardne devijacije izmeÿu mjerenog i generiranog polja 

pomaka za razliþite sluþajeve inicijalne regulacijske dužine unutrašnjih þvorova. Kao i 
u prethodnom sluþaju lm se smanjuje za 2 puta u svakom inkrementu. Standardna 
greška pomaka virtualno je jednaka za dvije komponente pomaka (osim za velike 
regularizacijske dužine) iako je korištena nestrukturirana mreža. Zbog toga što T3 
mreža nije regularna nisu uoþene nikakve greške. Primjenjujuüi razliþite poþetne 
regularizacijske dužine vidljivi su razliþiti trendovi. Prvo, za jako velike inicijalne 
lm>nx, ny standardna greška je jako visoka. Ovaj efekt uzrokovan je interpolacijskim 
greškama zato što onemoguüuju bilježenje male fluktuacije pomaka. Kada se relaksira 
lm vidljiva je manja ali ipak znaþajna greška. Za inicijalno male regularizacijske dužine 
standardna greška ostaje mala ali relaksacija uzrokuje malo poveüanje greške. Kod 
odabrane inicijalne regularizacijske dužine lm=128 piksela uoþena je najmanja greška. 
Važno je napomenuti da je za inicijalne lm<128 piksela greška manja od 10-2. 
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(a) (b)  

Sl. 4. Promjena standardne greške pomaka za razliþite regularizacijske dužine 
i razliþite inicijalne lm naznaþene u legendi 

 
3.2 Analiza prirodne teksture 

 
Par slika (Sl. 5) analiziran u ovom primjeru odgovara slikama zabilježenim uzastopno 
kada je uzorak veü priþvršþen na ispitni ureÿaj sa silom F=0 N. Križna epruveta 
izraÿena iz nodularnog lijeva optereüena je equi-biaksialno duž dva okomita pravca. 
Centar ispitnog uzorka promatran je na meso razini (definicija slike: 1024x1280 
piksela sa 12-bitnom digitalizacijom) gdje se koristila prirodna tekstura meterijala. Na 
slici 5 vidljivo je da je tekstura siromašna s obzirom na prethodno analizirani sluþaj 
(Sl. 1). Ova analiza je napravljena kako bi se evaluirala rezolucija R-DIC metode.  
 

Sl. 5 Referntna slika prirodne 
teksture nodularnog lijeva 

(a)                         (b) 
Sl. 6. Promjena standardne greške pomaka za razliþite 

regularizacijske dužine i razliþite inicijalne lm naznaþene u 
legendi na slici 4 

 
Na slici 6 prikazana je standardna rezolucija pomaka za dvije komponente pomaka. 

Iz dijagrama je vidljivo da što je veüa regularizacijska dužina manja je rezolucija 
pomaka. Važno je napomenuti da je za dobivanje rezultata na slici 6 bilo potrebno 
izvršiti 51 analizu. Rezultati rezolucije pomaka dobiveni regularizacijom usporeÿeni su 
s lokalnim i globalnim DIC pristupom. Vidljivo je da je trend kod ova dva pristupa 
dugaþiji nego kod regulariziranog. Kod analize ovako siromašne teksture vidljiva je 
znaþajna razlika izmeÿu lokalnog i globalnog pristupa. Znaþajna dodatna razlika koju 
je napravila regularizacijska tehnika uvedena u ovom radu, uspjela je iskuþivo zato što 
su filtrirane sve nemehaniþke fluktuacije zabilježene na slikama. 
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4 ZAKLJUýAK 

   
U ovom radu prikazano je kako uvoÿenje mehaniþki temeljene regularizacije u DIC 

algoritam zasnovan na formulaciji konaþnih elemenata znaþajno smanjuje razinu 
nesigurnosti umjetno neuniformno generiranog polja pomaka. Primjena iste 
metodologije na realnom eksperimentu pokazuje da se i slike sa siromašnom teksturom 
mogu uspiješno analizirati DIC tehnikom. U prikazanom istraživanju diskretizacija 
temeljena na nestrukturnoj mreži od trokutastih elemenata (tj. T3-DIC) korištena je 
prilikom DIC analize. Primjena trokutastih elemenata manje je zahtijevna od DIC 
metode na razini piksela ("Pixel-scale" DIC; P-DIC). Usprkos tome vjeruje se da su 
rezultati dobiveni ovom metodom generiþki i da bi se u sljedeüim istraživanjima mogli 
primijeniti na P-DIC. 
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NUMERIýKI MODEL PONAŠANJA 

INTRALUMINALNOG TROMBA KOD ANEURIZME 
ABDOMINALNE AORTE PRI DVOOSNOM OPTEREûENJU 

Vindiš, V., Virag, L. & Karšaj, I. 
 

Sažetak: Aneurizma abdominalne aorte (AAA) je abnormalno lokalno proširenje 
infrarenalne aorte od minimalno 50% u odnosu na neki bliski presjek. Bolest se otkriva 
sluĀajno, a moguþe komplikacije ukljuĀuju rupturu, kada naprezanje u stijenci aorte 
nadvisi njezinu Āvrstoþu. Oko 80% AAA sadrži intraluminalni tromb (ILT) koji 
mehaniĀki i biokemijski utjeĀe na stijenku. Intraluminalni tromb može imati do tri 
sloja, luminalni uz tok krvi, prepoznatljive crvene boje s najveþom vlaĀnom krutošþu, 
intramedijalni i abluminalni, gotovo zanemarive vlaĀne, ali veþe tlaĀne krutosti. 

Veþ prije 20 godina se javila ideja da tromb smanjuje naprezanja u aorti, što nas 
navodi do zakljuĀka da su mehaniĀka svojstva tromba bitna za rast aneurizme. 
Promjena u raspodjeli naprezanja unutar stijenke utjeĀe na proizvodnju njezinih 
strukturalno bitnih dijelova (kolagena i mišiþnih stanica), pa time ILT utjeĀe na rast 
aneurizme. Prema tome, lako je zakljuĀiti, da su mehaniĀka svojstva tromba od 
izuzetne važnosti kod simuliranja utjecaja tromba na aneurizmatiĀnu stijenku aorte. 
Cilj ovog istraživanja je razviti numeriĀki model ponašanja tromba, cjelovitog i svakog 
sloja zasebno, podvrgnutog dvoosnom optereþenju na dvosnoj kidalici i to za osno i 
cirkularno izraāene uzorke i usporediti ih s eksperimentalnim podacima iz literature.  
 
Kljuþne rijeþi: Aneurizma abdominalne aorte, intraluminalni tromb, mehaniþka svojstava  

 
1 UVOD 

 
Aneurizma abdominalne aorte (AAA) je lokalno proširenje aorte. Veüina AAA je 

asimptomatska i javlja se primarno kod muškaraca starijih od 60 godina. Do danas ne 
postoji pouzdan kriterij predviÿanja rizika od rupture AAA. Oko 80% AAA sadrži 
intraluminalni tromb (ILT) koji smanjuje naprezanja unutar stijenke aorte, ali ju i 
oslabljuje. ILT nastaje uslijed poremeüene hemodinamike, odnosno stvaranja vrtloga,  
koji stvaraju podruþja s visokim posmiþnim naprezanjima u lumenu pogodnim za 
aktivaciju trombocita, te podruþja s niskim posmiþnim naprezanjima na stijenci aorte 
gdje je omoguüeno skupljanje aktiviranih trombocita na ošteüenim endotelnim 
stanicama ([2]). Poþetna faza nastanka ILT-a može se opisati aktiviranjem trombocita, 
pretvaranjem fibrinogena u fibrin pomoüu trombina i stvaranjem fibrinske mreže u 
kojoj crvene i bijele krvne stanice ostaju zarobljene, [3]. Ovakva struktura je tipiþna za 
dio intraluminalnog tromba uz tok krvi, odnosno njegov luminalni sloj. S obzirom da je 
u kontaktu s krvi, luminalni sloj je prepoznatljive crvene boje i proteolitiþki 
najaktivniji. Obiþno je širok oko 2 mm, jer je ograniþen dubinom do koje krv može 
prodrijeti kroz fibrinsku mrežu. Širenjem aneurizme raste i ILT, pa nastaju dijelovi 
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tromba koji su dovoljno daleko od krvi, odnosno nastaje intramedijalni sloj koji može 
biti debeo i nekoliko centimetara. U ovom žuükastom sloju odumiru stanice koje su 
bile zarobljene u luminalnom sloju i fibrinska mreža se razgraÿuje, pa nastaju kanaliüi 
þija se površina poveüava od lumena prema stijenci, [1]. U velikim aneurizmama može 
nastati abluminalni sloj kod kojeg je fibrinska mreža znatno više razgraÿena i 
neorganizirana u odnosu na luminalni i intramedijalni sloj. Taj smeÿi dio tromba se 
zove abluminalni sloj. Oþito svaki od tri sloja tromba karakteriziraju drugaþija 
biokemijska i mehaniþka svojstva ([4; 7]). Primjerice, luminalni sloj ima najveüu 
vlaþnu krutost, dok abluminalni ima najveüu tlaþnu krutost.  

 
2 DEFINICIJA PROBLEMA 

 
U [6] je napravljen matematiþki model koji opisuje rast AAA. Za razliku od ostalih 

modela rasta i restrukturiranja (G&R, engl. growth and remodeling), u tom modelu je 
uzet u obzir mehaniþki i biokemijski utjecaj ILT-a na stijenku aorte. U njemu je opisan 
nastanak i rast tromba (prvo luminalnog, a zatim i ostala dva sloja), promjena njegove 
strukture i mehaniþkih svojstava. Intraluminalni tromb smanjuje maksimalna 
naprezanja unutar stijenke, a time utjeþe na brzinu stvaranja mase kolagena i mišiünih 
stanica (strukturalno bitnih dijelova stijenke aorte). Time ILT ima veliki utjecaj na rast 
AAA, pa je potrebno je ispitati mehaniþka svojstva tromba i odrediti parametre 
materijala. Želimo razviti numeriþki model ponašanja ILT-a podvrgnutog dvoosnom 
optereüenju na dvosnoj kidalici. Dosadašnja eksperimentalna ispitivanja ([3; 5]) su 
pokazala izotropno nelinearno elastiþno ponašanje intraluminalnog tromba. Vlaþni 
pokusi prikazani u [3] su otkrili da iako intramedijalni i abluminalni sloj jesu izotropni, 
to ne mora vrijediti za luminalni sloj. Anizotropija postaje izraženija sa starenjem 
luminalnog sloja. 

Pri modeliranju se koristi teorija smjesa i pri tome se opisuje ponašanje samo 
mehaniþki bitnih dijelova tromba. Za vlaþna naprezanja to su fibrin unutar luminalnog 
sloja, te fibrin i produkti razgradnje fibrina u intramedijalnom i abluminalnom sloju. 
Eritrociti (RBC) i praznine koje nastaju odumiranjem stanica i razgradnjom fibrina 
daju tlaþnu þvrstoüu. Maseni udjeli strukturalnog bitnih dijelova tromba mijenjaju se 
radijalno i tijekom vremena. Na slici 1. je prikazana radijalna raspodjela masenih 
udjela, za primjer tromba starog 10 godina. 

 

 
Sl. 1. Primjer radijalne raspodjele masenih udjela strukturalno bitnih dijelova tromba [6] 
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Cilj ovog istraživanja je razviti numeriĀki model ponašanja tromba 
podvrgnutog dvoosnom optereþenju na dvosnoj kidalici i to za osno i 
cirkularno izraāene uzorke cijelovitog tromba i svakog sloja zasebno, te ih 
usporediti s eksperimentalnim podacima iz literature. Želimo razviti algoritam 
koji þe u svakom trenutku tijekom rasta tromba, odnosno aneurizme, ovisno o 
novim masenim udjelima konstruirati uzorak i provesti dvoosni test s 
razliĀitim omjerima izduženja.  

 

 
 

Sl. 2. Prikaz primjera uzorka na kojem se provodi dvoosni test s razliþitim izduženjima 1O  i 2O  
 

3 METODOLOGIJA 
 
Uzorci koji se ispituju su izrezani iz pojedinih slojeva tromba, odnosno nalaze se u 

neoptereüenom stanju i bez rezidualnih naprezanja. Rezidualna naprezanja su 
naprezanja koja ostaju u tkivu nakon rastereüenja. Ideja o rezidualnim naprezanjima se 
javila još 80-ih godina prošlog stoljeüa.  

 

 
 
 
 

Sl. 3. Prikaz optereüene, neoptereüene i "stress-free" konfiguracije za tromb 
 

Sl. 3. prikazuje optereüenu konfiguraciju tromba i stijenke, te neoptereüenu i 
"stress-free" konfiguraciju tromba. Gradijent deformiranja 1F  povezuje optereüenu 

optereüena  
konfiguracija 

neoptereüena  
konfiguracija 

"stress-free"  
konfiguracija 

1O  

2O  

         � �, ,r zT           � �, ,U - ]  
         

� �, ,R Z4  

1F 2F

p 

ILT 

lumen 

ILT 

cirkularni uzorak 

aksijalni uzorak 

stijenka 
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konfiguraciju � �, ,r zT  i neoptereüenu konfiguraciju � �, ,U - ]  i definira se na sljedeüi 
naþin: 

1 1diag , ,
r r
U U

O
wª º « »w¬ ¼

F       (1) 

U jednadžbi (1) r , U  su radijusi u optereüenoj (prikazanoj na sl. 4.) i 
neoptereüenoj konfiguraciji, a O  aksijalno izduženje, povezano poþetnim izduženjem 
strukturalno bitnih dijelova tromba. 

 

 
Sl. 4. Optereüena konfiguracija tromba 

 
Uoþeno je da se radijalno razrezana neoptereüena krvna žila deformira, bez obzira 

što na nju ne djeluje vanjsko optereüenje. Deformaciju karakterizira kut otvaranja, koji 
je definiran kao mjera za rezidualna naprezanja. Kasnija istraživanja su pokazala da 
dodatno longitudinalno rezanje uzrokuje dodatno deformiranje, što znaþi da jedan rez 
ne uklanja sva rezidualna naprezanja.  

 

 
Sl. 5. Definicija cirkularnog (lijevo) i aksijalnog (desno) kuta otvaranja  

 
Gradijent deformiranja cF  koji povezuje neoptereüenu konfiguraciju � �, ,U - ]  i 

konfiguracije � �, ,R Z4  bez radijalnih rezidualnih naprezanja se definira na sljedeüi 
naþin: 

� �02 c 1diag , ,
RR S

U SU
ª º�)w

  « »w /¬ ¼
F F .     (2) 

U jednadžbi (2) R  je radijus u „stress-free“ konfiguraciji, odnosno u konfiguraciji 
nakon rezanja, U  je radijus u konfiguraciji bez optereüenja, 0)  je kut otvaranja 

up  

vp  
ILT 

� �, ,R Z4  � �, ,R Z4  

0)  

0D  
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definiran na slici 5., a /  aksijalno izduženje, takoÿer povezano s rezidualnim 
naprezanjima. 

S druge strane, gradijent deformiranja F  koji povezuje neoptereüenu konfiguraciju 
� �, ,U - ]  i konfiguraciji � �, ,R Z4  bez aksijalnih rezidualnih naprezanja se može 
zapisati  kao: 
 

2 a 021diag
u

ZZ
L
D

U 4

ª ºw
  « »w /¬ ¼

F F ,     (3) 

gdje je uL  duljina neoptereüenog uzorka, a 0D  aksijalni kut otvaranja, prema [8]. 
Anizotropno Cauchyjevo naprezanje raþunamo pomoüu izraza: 

2
det( )

TWw
 

w
t F F

F C
.     (4) 

U gornjoj jednadžbi je C  desni Cauchy-Greenov tenzor, F  gradijent deformiranja, a 
W  funkcija energije deformiranja. Funkciju energije deformiranja za tromb raþunamo 
preko pravila smjesa:  

k k

k
W WI ¦ ,      (5) 

gdje je kW  funkcija energije deformiranja pojedinog dijela tromba (fibrin, produkti 
razgradnje fibrina, eritrociti ili praznine), a kI maseni udio konstituenta. Energiju 
fibrina kao jedine vlaknaste strukture koja se ponaša nelinearno modeliramo prema 
radu ([3]), u kojem je izveden materijalni model za anizotropan tromb u obliku: 

� �2 21
1 2 1 4

2

( 3) exp (1 )( 3) ( 1) 1f kW I k I I
k

P U Uª º � � � � � � �¬ ¼   (6) 

gdje su P , 1k  i 2k  parametri sliþni naprezanju (mjere se u kPa), dok je 1 tr( )I  C , m  

je vektor orijentacije ojaþanja vlakana, a U  je mjera anizotropije ( > @0,1U � ). U 
sluþaju da anizotropija još nije razvijena ( 0U  ), izraz (6) se pojednostavljuje u oblik:  

� �21
1 2 1

2

( 3) exp ( 3) 1f k
W I k I

k
P � � � �ª º¬ ¼     (7) 

Produkti razgradnje fibrina gube vlaknastu strukturu, pa su modelirani pomoüu Neo-
Hookeovog oblika funkcije: 

� �FDP trFDP FDPW P �C 1 ,     (8) 
FDPC  je desni Cauchy-Greenov tenzor, FDPP  parametar materijala. 
 

4 DISKUSIJA 
 
Mehaniþki utjecaj tromba na stijenku aorte je sporan: neki istraživaþi tvrde da 

tromb smanjuje maksimalna naprezanja u stijenci, drugi sumnjaju u to. S jedne strane 
smanjenje naprezanja unutar stijenke smanjuje rizik od rupture, ali s druge smanjenje 
naprezanja utjeþe na proizvodnju i uklanjanje dijelova stijenke i oslabljuje ju. 

Cilj je razviti numeriþki model ponašanja tromba i njegovih slojeva zasebno 
podvrgnutih dvoosnom optereüenju i usporedbom s eksperimentalnim podacima iz 
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literature odrediti parametre materijala strukturalno bitnih dijelova tromba. To bi bila 
znatna pomoü kod opisivanje mehaniþkog utjecaja tromba na rast aneurizme i 
odreÿivanja koliki dio naprezanja tromb može preuzeti. Stvarni tromb je obiþno 
ekscentriþan, pa debljina uzoraka tromba ovisi o mjesta s kojeg se uzimaju uzorci. S 
obzirom da je model iz [6] ograniþen osnosimetriþnom cilindriþnom geometrijom, 
uzorci tromba neüe biti realni i biti üe konstantne debljine. Unatoþ tome oþekujemo da 
üe ovaj model biti veoma koristan, jer üe dati vezu izmeÿu stvarnih eksperimenata i 
prvog modela ILT-a razvijenog u [6]. 

 
Literatura:  

[1] Adolph, R., Vorp, D.A., Steed, D.L., Webster, M.W., Kameneva, M. V, Watkins, S.C., 
"Cellular content and permeability of intraluminal thrombus in abdominal aortic aneurysm", 
Journal of Vascular Surgery, Vol.25, 1997, str. 916–26. 
[2] Arzani, A., Shadden, S.C., "Characterization of the transport topology in patient-specific 
abdominal aortic aneurysm models", Physics of Fluids, Vol.24, 2012, str. 81901-1-16. 
[3] Tong, J., Cohnert, T., Regitnig, P., Holzapfel, G.A., "Effects of age on the elastic 
properties of the intraluminal thrombus and the thrombus-covered wall in abdominal aortic 
aneurysms: biaxial extension behaviour and material modelling", European Journal of 
Vascular and Endovascular Surgery, Vol.42, 2011, str. 207–19. 
[4] Van Dam, E.A., Dams, S.D., Peters, G.W.M., Rutten, M.C.M., Schurink, G.W.H., Buth, 
J., Van de Vosse, F.N., "Determination of linear viscoelastic behavior of abdominal aortic 
aneurysm thrombus", Biorheology Vol.43, 2006, str. 695–707. 
[5] Vande Geest, J.P., Sacks, M.S., Vorp, D.A., "The effects of aneurysm on the biaxial 
mechanical behavior of human abdominal aorta", Journal of Biomechanics, Vol.39, 2006, 
str. 1324–34. 
[6] Virag, L., Karšaj, I., Humphrey J.D., "Interaction of Intraluminal Thrombus and Aortic 
Wall - 3-D Numerical Model" Proceedings of 8th European Solid Mechanics Conference 
2012, Graz AT, 2012, CD-ROM edition 
[7] Wang, D.H.J., Makaroun, M., Webster, M.W., Vorp, D.A., "Mechanical Properties and 
Microstructure of Intraluminal Thrombus From Abdominal Aortic Aneurysm", Journal of 
Biomechanical Engineering, Vol.123, 2001, str. 536. 
[8] Wang, R., Gleason, R.L., "A mechanical analysis of conduit arteries accounting for 
longitudinal residual strains", Annals of biomedical engineering, Vol.38, 2010, str. 1377–87. 
 

Autori:  
Vedran Vindiš, Sveuþilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, Zavod za 
tehniþku mehaniku, Ivana Luþiüa 5, tel.: 616 8490, fax: 616 8187, e-mail: 
vedran.vindis@fsb.hr 
Lana Virag, Sveuþilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, Zavod za 
tehniþku mehaniku, Ivana Luþiüa 5, tel.: 616 8490, fax: 616 8187, e-mail: 
lana.virag@fsb.hr, web stranica: www.fsb.unizg.hr/lnm/staff/virag/ 
Igor Karšaj, Sveuþilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, Zavod za 
tehniþku mehaniku, Ivana Luþiüa 5, tel.: 616 8125, fax: 616 8187, e-mail: 
igor.karsaj@fsb.hr, web stranica: www.fsb.unizg.hr/lnm/staff/karsaj/ 
 



197 

Peti susret Hrvatskog društva za mehaniku 
Terme Jezerþica, Donja Stubica, 6.-7. lipnja 2013.  

 
 
 

MEĈUDJELOVANJE INTRALUMINALNOG TROMBA I 
ANEURIZMATIýNE STIJENKE AORTE 

 
Virag, L., Wilson, J. S., Karšaj, I. & Humphrey, J. D. 

 
Sažetak: Aneurizma abdominalne aorte (AAA) je nepovratno, lokalizirano proširenje 
infrarenalne aorte koje u veþini (oko 80%) sluĀajeva sadrži intraluminalni tromb (ILT). 
Ovdje predstavljen je prvi model rasta i restrukturiranja aneurizme abdominalne aorte 
koji uzima u obzir sveobuhvatni utjecaj intraluminalnog tromba na stijenku aorte: kako 
s mehaniĀkog gledišta (utjecaj tromba na raspodjelu naprezanja unutar stijenke aorte, a 
time i na proizvodnju i uklanjanje strukturalno bitnih dijelova stijenke aorte), tako i sa 
biokemijskog (utjecaj proteolitiĀki aktivnog intraluminalnog tromba na poveþanje 
razgradnje komponenti stijenke krvne žile), u nadi da þe to pomoþi boljem 
razumijevanju patofiziologije aneurizmi. Model þe biti ograniĀen na osnosimetriĀnu 
cilindriĀnu geometriju. 
 
Kljuþne rijeþi: Aneurizma abdominalne aorte, intraluminalni tromb, rast i restrukturiranje  

 
1 UVOD 

 
Aneurizma abdominalne aorte (AAA) je kroniþni degenerativni poremeüaj, trajno i 
nepovratno lokalizirano proširenje aorte i þest uzrok smrti kod starijih osoba. Iako sam 
proces nastanka AAA nije poznat, poznati su riziþni faktori poput muškog spola, 
starosne dobi, pušenja, hipertenzije, pluünih bolesti i bolesti krvožilnog sustava. AAA 
se definira ili kao infrarenalna aorta s promjerom veüim od 30 mm, ili kao 50%-tno 
proširenje u odnosu na neki bliski presjek. Lijeþenje AAA se svodi na operativni 
zahvat, a trenutno jedini kriteriji za slanje pacijenta na operaciju je maksimalni promjer 
aneurizme veüi od 5-5,5 cm i iskustvo lijeþnika. Istraživanja su pokazala da, iako je 
rizik od rupture zasigurno povezan s maksimalnim promjerom, korištenje samo tog 
pokazatelja za odluþivanje o odlasku na operaciju ne samo da može dovesti do 
nepotrebnih operativnih zahvata u sluþaju stabilnih velikih aneurizmi, nego može 
iskljuþiti neke potrebne (aneurizme promjera manjeg od 5 cm kod kojih je došlo do 
rupture). Studije su pokazale da u 10-24% sluþajeva aneurizme manje od 5 cm dožive 
rupturu, ali i da 25-54% aneurizmi veüih od 7,1 cm ne rupturira, [1] 

 
2 METODOLOGIJA 

 
Stijenka aorte se sastoji od tri sloja: intime, medije i adventicije. Svaki od slojeva 

ima razliþiti udio strukturalno bitnih dijelova koji daju krutost stijenci: kolagena, 
elastina i glatkih mišiünih stanica. Rodriguez et al. ([9]) su potaknuli istraživanja na 
podruþju matematiþkog modeliranja rasta, odnosno promjena u masi, i restrukturiranja, 
tj. promjene mikrostrukture, mekih tkiva. Modeliranje rasta i restrukturiranja (growth 
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and remodeling, G&R) arterija je dobro istraženo. Mi koristimo pristup prema [3], 
odnosno matematiþki model iz [5] i [6]. Model se temelji na tri osnovne pretpostavke: 
prvo, elastin, kolagena vlakna i mišiüne stanice se unutar smjese zajedno deformiraju 
(constrained mixture theory); drugo, mišiüne stanice i kolagena vlakna se kontinuirano 
obnavljaju, za razliku od elastina koji se nakon roÿenja više ne proizvodi; i treüe, svaki 
strukturalno bitni dio proizveden u trenutku W  je položen u izvanstatiþnu matricu s 
poþetnim istezanjem ( )k WG , odnosno homeostatskom vrijednosti 
naprezanja/deformacije. Masa svakog konstituenta se mijenja u vremenu, ovisno i 
brzini stvaranja/uklanjanja mase stukrutalno bitnog dijela �mk  i funkciji uklanjanja 
(survival function), prema [3]. Primjerice, masa dijela k  u trenutnom trenutku s  
opisujemo izrazom: 

M k (s)  M k (0)Qk (s)� �mk W� �qk (s�W )
0

s

� dW ,   (1) 

gdje je kM  ukupna masa dijela k  (mišiüne stanice, 4 familije kolagenih vlakana), kq  
je funkcija uklanjanja, te ( ) ( 0)k kQ s q s � . 
Anizotropno, Cauchyjevo naprezanje aorte se zadaje kao: 

active2
det( )

TW t T T
w

 � �
w

t F F e e
F C

,     (2) 

gdje je F gradijent deformiranja koji povezuje trenutnu konfiguraciju i konfiguraciju 
neoptereüene smjese, C  je desni Cauchy-Greenov tenzor, activet  je kontraktilnost 
mišiünih stanica u cirkularnom smjeru, a W  funkcija energije deformiranja izraþunata 
preko pravila smjesa kao k

k
W W ¦ . U taj izraz su maseni udjeli pojedinog 

strukturalnog dijela k  uraþunati u kW , kao u [4]: 
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0

s

� dW . (3) 

U jednadžbi (3) ˆ kW  oznaþava funkciju specifiþne energije deformiranja za svaki 
strukturalno bitni dio. 

U 80% AAA dolazi od ošteüenja endotelnih stanica, zbog þega krv dolazi u dodir s 
kolagenom i stvara se intraluminalni tromb (ILT), [10; 12], s proteolitiþki aktivnim 
luminalnim slojem. Za razliku od modeliranja arterija, modeli razvijeni za opisivanje 
nastanka i razvijanja tromba se odnose samo na privremene krvne ugruške koji nestaju 
unutar nekoliko sati ili dana i ne bave se njegovim utjecajem na krvnu žilu, nego 
iskljuþivo zgrušnjavanjem krvi (tj. stvaranjem fibrina, fibrinogenezom), te njegovom 
razgradnjom pomoüu plazmina (fibrinolizom). Iz tog razloga smo razvili novi 
matematiþki model temeljen na eksperimentalnim rezultatima koji se mogu pronaüi u 
literaturi. Model opisuje nastanak i rast intraluminalnog tromba, kao i razvoj njegovih 
mehaniþkih svojstava i pod osnovnom pretpostavkom da unutarnji promjer, odnosno 
površina kroz koju teþe krv, ostaje nepromijenjen pod konstantnim vanjskim 
optereüenjem. Tromb na stijenku ima mehaniþki i biokemijski utjecaj. Inzoli et al. ([4]) 
prvi su predložili moguünost da ILT može služiti kao mehaniþka zaštita stijenke AAA 
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od prevelikih naprezanja. Da bi izraþunali mehaniþki utjecaj tromba na stijenku, 
moramo izraþunati koliki dio naprezanja tromb može preuzeti. Naprezanje u trombu je 
modelirano na sliþan naþin kao i u stijenci. Funkcija energije deformiranja za fibrin se 
temelji na modelu iz [11]: 

� �21
1 2 1

2

ˆ ( 3) exp ( 3) 1f k
W I k I

k
P � � � �ª º¬ ¼ .    (4) 

gdje su P , 1k  i 2k  parametri sliþni naprezanju (mjere se u kPa), dok je 1 tr( )I  C . U 
intramedijalnom i abluminamom sloju, vlaþnoj þvrstoüi osim fibrina doprinose i 
produkti degradacije fibrina (FDPs). S obzirom da se gubi vlaknasta struktura, 
koristimo Neo-Hookeov oblik funkcije energije deformacije: 

� �FDP FDP
( )

ˆ trFDP
nW WP �C 1      (5) 

Za definiranje mehaniþkih svojstava tromba su bitni i eritrociti u luminalnom sloju, 
odnosno praznine u intramedijalnom i abluminalnom, koji imaju samo tlaþna 
mehaniþka svojstva. 

S druge strane, osim što ILT smanjuje maksimalna naprezanja unutar stijenke, on ju 
i oslabljuje. Naime, u luminalnom sloju se nalaze upalne stanice iz krvi (npr. T-
limfociti), dok ostala dva sloja sadrže mnogo manje stanica i molekula. Upalne stanice 
u luminalnom sloju izluþuju proteolitiþke enzime, matriks metaloproteaze, u latentnom 
obliku (proMMP). Nakon aktivacije plazminom ti enzimi razgraÿuju kolagen i elastin, 
što stijenku þini slabijom i podložnom razvoju aneurizme. Osim u luminalnom sloju, 
upalne stanice se nalaze i u mediji i adventiciji. Naime, aorta je najveüa krvna žila u 
ljudskom tijelu, te se dijelovi zdrave aorte koji najviše udaljeni od lumena opskrbljuju 
kisikom pomoüu mreže kapilara koje se zovu vasa vasorum. U sluþaju aneurizme se 
površina vase vasorum višestruko poveüa, što uz poveüani dotok kisika za posljedicu 
ima i poveüani broj upalih stanica koje proizvode proMMP ([8]). To znaþi da difuzija 
proteaza i kisika nije jednosmjerna, veü ima dva izvora (dio tromba najbliži lumenu i 
dio stijenke najudaljeniji od njega), a njihova važnost se mijenja tijekom vremena. 
Prema tome, da bi modelirali biokemijski utjecaj tromba, treba definirati raspodjelu 
proteaza po debljini stijenke. S obzirom da je potrebno samo kvazi-statiþko rješenje 
difuzijske jednadžbe s dva izvora, pojednostavili smo problem na rješavanje prvog 
Fickovog zakona 
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elasM
D M

t
w
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w

ª º¬ ¼       (6) 

koristeüi dostupne eksperimentalne podatke o radijalnoj distribuciji proteaza iz [2]. 
Rubni uvjeti su definirani kao raspoloživa koliþina elastaza/kolagenaza u luminalnom 
sloju, odnosno u adventiciji. Unutar tromba ima elas N

N totK M  elastaza (i MMP N
N totK M  

kolagenaza), gdje je N
totM  ukupna koliþina leukocita (neutrofila), a elas

NK  faktor koji 
opisuje koliko elastaza se proizvodi po jedinici leukocita u vremenskom koraku. Te 
proteaze se nalaze na radijusu Lr , definiranom na sliþan naþin kao težište: 

1
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N

L i iN
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r s M s r s
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Broj leukocita u svakom sloju tromba oznaþavamo sa N
iM . Koliþina proteaza na 

vanjskom radijusu ovisi o površini vase vasorum VV
totA  i ukupnoj koliþini upalnih 

stanica u stijenci WBC
totM : 

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ln( ) ( )

ln( ( ) / )

k N k WBC k VV
k k NN tot WBC tot VV tot

N tot

L o o

K M s K M s K A s r s
M r s K M s

r s r r

� �
 � ,  (8) 

gdje k  mogu biti elastaze ili kolagenaze. 
Nakon što smo odredili radijalnu raspodjelu proteaza, možemo definirati funkcije 

uklanjanja. Primjerice za elastin:  

� �,( ) exp d( , )
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e
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e e elas
q q elasq s k w M r

W

W WW�  �
§ ·

�¨ ¸
© ¹
³ ,   (9) 

gdje je e
qk  parametar brzine uklanjanja mase elastin uslijed polu-života od 40 godina, 

a ,
e
q elasw  težinski faktor.  
Uz utjecaj tromba na stijenku je modelirana i apoptoza i smanjenje maksimalne 

kontraktilnosti mišiünih stanica. 
 
3 REZULTATI  

 
3.1 Starenje zdrave stijenke aorte 
Za razliku od kolagena i mišiünih stanica, elastin se stvara iskljuþivo prije roÿenja, ali 
ima znatno duži poluživot od 40 godina (u odnosu na 70 dana za kolagen). Starenjem 
se gubi elastin koji se ne može nadoknaditi, te se zbog toga i zdrava krvna žila širi. Da 
bi vidjeli kako se model ponaša kad se elastin razgraÿuje, što je tipiþno za AAA, 
simulirali smo starenje zdrave stijenke aorte. Iz literature ([7]) oþekujemo da üe se 
unutarnji promjer poveüavati približno 0,07 mm godišnje. 

    
Sl. 1. Promjena radijusa (lijevo) i masa strukturalno bitnih dijelova (desno) u sluþaju starenja 

 
Kod simulacije ta vrijednost ovisi o parametrima koji opisuju brzinu 
stvaranja/uklanjanja kolagena i mišiünih stanica uslijed promjene naprezanja i 
koncentracije vazodilatatora ( KV  i CK ).  
Na slici 1. su prikazani rezultati za vrijednosti 0,55KV   i 0,15CK  . Za takve zadane 
vrijednosti unutarnji promjer aorte raste prosjeþnom brzinom 0,11 mm godišnje 
tijekom 30 godina. Za parametre 0,75KV   i 0,25CK   (brža adaptacija kolagena na 
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promjene), brzina širenja lumena se smanjuje na 0,5 mm/godina (rezultati nisu 
prikazani). 

 
3.2 Utjecaj mehaniþkih svojstava intraluminalog tromba na rast aneurizme 
U sluþaju aneurizme, rast je difuzije proteaza iz luminalnog sloja ILT-a mnogo brži: 
širenje aneurizme od 2 mm/godina se smatra stabilnim rastom, dok se rast od 1 cm 
godišnje smatra visoko riziþnim za rupturu. 

 
Sl. 2. Vremenska promjena unutarnjeg radijusa aorte (lijevo) i ukupne mase stijenke (sredina), 
te radijalna raspodjela naprezanja kroz tromb i stijenku (desno) za razliþita mehaniþka svojstva 

tromba 
 
Slika 2. prikazuje rezultate za tromb sa parametrima 9,7 kPAP  , 1 15,9 kPak   i 

2 2,7k   (kruüi tromb), kao u [11], te deset puta manjim (mekši tromb). U sluþaju 
kruüeg tromba, rast je stabilniji (prosjeþna brzina rasta vanjskog promjera aneurizme je 
0,68 mm godišnje, dok je kod mekšeg 1,09 mm). Na slici 2. desno je prikazana 
raspodjela radijalnih naprezanja kroz tromb i stijenku aorte. Kruüi tromb preuzima 
otprilike treüinu naprezanja stijenke, dok mekši tromb gotovo da ne uspijeva nositi 
nikakva naprezanja. To za posljedicu ima drugaþije promjene u masi strukturalno 
bitnih dijelova stijenke i ukupna masa stijenke (po jedinici duljine) kod kruüeg dijela 
pada, odnosno debljina stijenke se uz stanjenje uslijed širenja dodatno smanjuje zbog 
pada mase. Kod mekšeg tromba ukupna masa stijenke raste, te debljina stijenke ostaje 
približno konstantna. 

4 ZAKLJUýAK 
 

Model zdrave aorta pokazuje dobra poklapanja s literaturom. Kod simuliranja rasta 
aneurizme, osim biokemijskom utjecaja na razgradnju proteina u stijenci (elastina i 
kolagena), tromb ima znaþajno mehaniþko djelovanje. Stvaranje strukturalno bitnih 
dijelova stijenke je proporcionalno razlici u naprezanjima u odnosu na zdravo, 
homeostatsko stanje. Da bi mogli toþnije raþunati raspodjele naprezanja kroz tromb i 
stijenku, tj. simulirati mehaniþki utjecaj tromba, potrebno je poznavati parametre 
materijala za sturkturalno bitne dijelove tromba, prvenstveno fibrina koji daje þvrstoüu 
ILT-u. 
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PRIMJENA FEM/DEM METODE U ANALIZI ýVOROVA 
ARMIRANO-BETONSKIH OKVIRA  

  
Živaljiü, N., Nikoliü, Ž., Smoljanoviü, H.  

 
Sažetak: U ovom radu prikazana je primjena kombinirane metode konaþno-diskretnih 
elemenata (FEM/DEM) u numeriþkoj analizi þvorova AB okvira. Analiza je provedena pomoüu 
novog numeriþkog modela za simulaciju ponašanja AB konstrukcija izloženih statiþkom i 
dinamiþkom optereüenju zasnovanog na FEM/DEM metodi. Pojava pukotine ostvarena je 
modelom diskretne pukotine, a ponašanje materijala u pukotini temelji se na eksperimentalnim 
krivuljama koje opisuju stanje naprezanja u betonu oko pukotine te deformacije armaturne 
šipke. Primjena prikazanog modela provedena je analizom nastanka i širenja pukotina u 
krajnjim i srednjim þvorovima AB okvira izloženih monotono rastuüem i cikliþkom optereüenju 
za razliþite tipove armiranja.  
 
Kljuþne rijeþi: FEM/DEM, þvor AB okvira, statiþko optereüenje, dinamiþko optereüenje  

  
1 UVOD 

    
Za predviÿanje ponašanja i potpunog sloma AB konstrukcija, numeriþki model bi 
trebao biti u moguünosti ukljuþiti pojave vezane za ponašanje AB konstrukcija uslijed 
dinamiþkog djelovanja u linearno elastiþnoj fazi, pojavu i razvoj pukotina, gubitak 
energije uslijed pojave nelinearnih efekata, inercijalne efekte uslijed gibanja, 
meÿudjelovanja koja su posljedica dinamiþkog kontakta te naposljetku postizanja 
stanja mirovanja koje se javlja kao posljedica gubitka energije u konstrukciji [1, 2].  

U ovom radu prikazan je model nastanka i razvoja pukotine u betonu [3] razvijen u 
okviru FEM/DEM metode. Ovaj model zasniva se na kombinaciji klasiþne formulacije 
oþvršüivanja u konstitutivnom zakonu ponašanja materijala u metodi konaþnih 
elemenata i modela pukotine za vlaþno omekšanje u relaciji naprezanje-deformacija. U 
okviru modela prikazanog u ovom radu implementiran je model armaturne šipke [4, 5] 
u postojeüi Y2D program zasnovan na FEM/DEM metodi [6, 7]. Pucanje betona je 
omoguüeno kombinacijom razmazanog i diskretnog modela pukotine. Beton i armatura 
se analiziraju odvojeno, ali njihova veza pri otvaranju i širenju pukotina uzeta je u 
obzir relacijama koje opisuju odnos veliþine pukotine u betonu i deformacije armaturne 
šipke [8]. Cikliþko ponašanje þelika modelirano je poboljšanim Katovim modelom [9]. 

 
2 MODELIRANJE AB KONSTRUKCIJE  

   
U ovom radu koristi se razvijeni model armature koji je implementiran u Y2D kod 
zasnovan na kombiniranoj metodi konaþno-diskretnih elemenata. Beton je diskretiziran 
trokutnim konaþnim elementima, dok su armaturne šipke modelirane dvoþvornim 
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štapnim elementima ugraÿenim u konaþne elemente betona. Naþin diskretizacije AB 
konstrukcije prikazan je na Slici 1. 

beton

kontaktni element
armature

trokutni konačni
element betona

konačni element
armature

kontakni element
betonačvor konačnog

elementa betona

armaturna šipka

čvor konačnog
elementa armature

 
Sl. 1. Diskretizacija AB konstrukcije 

  
U prvom koraku pojedina armatura se unosi kao jedna šipka. Sjecišta armaturne 

šipke i krajeva konaþnih elemenata betona definiraju konaþne elemente armature. Do 
trenutka nastanka pukotine konstrukcija se ponaša kao kontinuum. Deformacija 
trokutnog elementa utjeþe na deformaciju konaþnog elementa armature. Nastanak i 
razvoj pukotine u betonu odvija se unutar kontaktnog elementa betona. Istodobno se 
armatura unutar kontaktnog elementa betona deformira, a njeno nelinearno ponašanje 
modelira se linijskim kontaktnim elementom. Ponašanje kontaktnog elementa betona i 
armature analizira se odvojeno, ali je njihova veza pri otvaranju i širenju pukotina 
uzeta u obzir relacijama koje opisuju odnos veliþine pukotine u betonu i deformacije 
armaturne šipke. 
 
2.1 Model betona u kontaktnom elementu betona 
U ovom radu model betona zasnovan je na nastanku i razvoju pukotine u modu I i II 
[3]. Model je razvijen na osnovu eksperimentalnih krivulja naprezanje-deformacija za 
beton u vlaku. Površina ispod te krivulje sastoji se od dijela kojim se opisuje ponašanje 
betona do trenutka nastanka pukotine [3] i dijela kojim je opisano vlaþno omekšanje 
nakon prekoraþenja vlaþne þvrstoüe [10]. Mjesto nastanka pukotine podudara se s 
rubom konaþnog elementa. Kontinuitet izmeÿu elemenata osiguran je penalty metodom 
[1]. Odvajanjem krajeva konaþnih elemenata nastaje naprezanje kao funkcija veliþine 
pukotine į [3]. Veza izmeÿu susjednih elemenata do trenutka prekoraþenja vlaþne 
þvrstoüe osigurana je modelom normalnih i posmiþnih opruga [3].   
 
2.2 Model þelika u kontaktnom elementu armature 
U ovom modelu veza izmeÿu veliþine pukotine u betonu i deformacije armaturne šipke 
opisana je relacijama koje su razvili Shima [11] i Shin [8]. Model se temelji na 
eksperimentalnim krivuljama koje opisuju stanje deformacije armaturne šipke u 
pukotini uzimajuüi u obzir i plastiþne deformacije nastale uslijed cikliþkog optereüenja. 

Veza deformacija- izvlaþenje prije pojave teþenja usvojena je kao: 
 )35006( sss HH � ,     (1) 
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gdje je )( sss H normalizirano izvlaþenje armaturne šipke, D je promjer, a cf c  tlaþna 
þvrstoüa betona. Normalizirano izvlaþenje nakon pojave teþenja definirano je izrazom: 
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 epl sss � ,         (3) 
gdje je se normalizirano izvlaþenje armaturne šipke u elastiþnoj zoni, a spl u zoni 
plastifikacije. U kontaktnom elementu armature modeliran je utjecaj zakrivljenosti duž 
armaturne šipke u zoni savijanja [6, 7]. Utjecaj udaljenosti susjednih pukotina uzet je u 
obzir preko faktora redukcije Į koji je funkcija udaljenosti pukotine lcr. Reducirano 
normalizirano izvlaþenje definirano je izrazom: 

sscr D    (4) 
gdje se s izraþunava prema izrazu (1), a Į je usvojen kao: 

Dle cr
Dlcr /087.0,1

3)5.0065.0( d� �� DD      (5) 
U okviru ovog rada nelinearno ponašanje materijala armature opisano je 

poboljšanim Katovim modelom za simulaciju cikliþkog ponašanja þelika [9]. 
  

3 NUMERIýKI PRIMJERI 
   

3.1 Krajnji þvor okvira izložen monotono rastuüem optereüenju 
U ovom primjeru analiziran je krajnji þvor okvira s geometrijskim karakteristikama i 
naþinom armiranja prikazanim na Slici 2. Karakteristike materijala prikazane su u 
Tablici 1. 
 

H

V

110 cm

1
0

0
cm

4
0

cm

40 cm

As1

As1

!"#$%

4
0

cm

40 cm

As2

!"#&

 
Sl. 2. Geometrija i naþin armiranja krajnjeg þvora okvira 

 
Beton ýelik 

Modul elastiþnosti, Ec (MPa) 29730      Modul elastiþnosti, Es (MPa) 210 000 
Poissonov koeficijent, Ȟ 0.2 Granica popuštanja, fy ( MPa) 400 

Vlaþna þvrstoüa, ft (MPa) 3.15 Graniþna þvrstoüa, fu ( MPa) 500 
Tlaþna þvrstoüa, fc (MPa) 30.0 Površina pop. presjeka, As1 (m2) 0.00026 
Energija loma, Gf (N/m) 100 Površina pop. presjeka, As2 (m2) 0.000452 

Tablica 1. Karakteristike materijala kao ulazni parametri 
 
ývor je armiran na dva naþina te je izložen monotono rastuüem vertikalnom i 

horizontalnom optereüenju iste vrijednosti. Analiziran je nastanak i širenje pukotina za 
oba tipa armiranja.  

Diskretizacija þvora i nastale pukotine prikazane su na Slikama 3 i 4. Može se uoþiti 
da za I. tip armiranja dominantne pukotine nastaju u vrhu stupa, dok se za drugi sluþaj 
lom ostvaruje u gredi. 

Slika 5 prikazuje vezu vertikalne sile i vertikalnog pomaka za oba tipa armiranja 
odakle se može uoþiti da je za sluþaj armiranja s horizontalnim vilicama u þvoru 
ostvaren veüi pomak, ali je nosivost manja 1.5%. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c)

Sl. 3. Krajnji þvor okvira s horizontalnim vilicama (I. tip armiranja): (a) diskretizacija, pukotine 
za sile: (b) V=H=254.8 kN, (c) after V=H=268.2 kN.  

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c)

Sl. 4. Krajnji þvor okvira s vertikalnim vilicama (II. tip armiranja): (a) diskretizacija, pukotine 
za sile: (b) V=H=265.3 kN, (c) after V=H=272.2 kN.  
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Sl. 5. Veza vertikalna sila - vertikalni pomak za pojedini tip armiranja 

 
3.2 Srednji þvor okvira izložen cikliþkom optereüenju 
U ovom primjeru analiziran je srednji þvor okvira s geometrijom i naþinom armiranja 
prikazanim na Slici 6. Karakteristike materijala prikazane su u Tablici 2. 
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Sl. 6. Geometrija i naþin armiranja srednjeg þvora okvira 

 
ývor je armiran na tri naþina (horizontalne vilice u þvoru – I. tip; vertikalne vilice u 

þvoru – II. tip; bez vilica u þvoru – III. tip) i izložen djelovanju konstantne vertikalne 
sile V=700 kN i cikliþkom horizontalnom optereüenju (Slika 7). 
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Beton ýelik

Modul elastiþnosti, Ec (MPa) 29730 Modul elastiþnosti, Es (MPa) 210 000 
Poissonov koeficijent, Ȟ 0.2 Granica popuštanja, fy ( MPa) 400 

Vlaþna þvrstoüa, ft (MPa) 3.15 Graniþna þvrstoüa, fu ( MPa) 500 
Tlaþna þvrstoüa, fc (MPa) 30.0 Površina pop. presjeka, As1 (m2) 0.000452 
Energija loma, Gf  (N/m) 100 Površina pop. presjeka, As2 (m2) 0.001357 

Tablica 2. Karakteristike materijala kao ulazni parametri 
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Sl. 7. Cikliþko optereüenje srednjeg þvora okvira 

 
Na Slici 8 prikazan je naþin širenja pukotina za sva tri tipa armiranja na kraju 

ostvarenog horizontalnog optereüenja. Slika 9 prikazuje vezu horizontalne sile i 
pomaka za sva tri tipa armiranja, gdje se može uoþiti vrlo sliþan zakon ponašanja 

 

 
(a)

 
(b)

 
(c) 

Sl. 8. Pukotine nastale u srednjem þvoru okvira na kraju ostvarenog horizontalnog optereüenja: 
(a) I. tip armiranja,  (b) II. tip armiranja,  (a) III. tip armiranja 

 
 

20

-20

-40

-60

-80

-100

-120

5-5-10 10 15

40

60

80

100

120

140

160

H
/

(k
N

)

uH / (mm)

I. tip armiranja
II. tip armiranja
III. tip armiranja

20

 
Sl. 9. Veza horizontalna sila – horizontalni pomak za pojedini tip armiranja 
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5 ZAKLJUýAK 
 

U ovom radu prikazan je numeriþki model za analizu ponašanja AB konstrukcija 
zasnovan na kombiniranoj metodi konaþno-diskretnih elemenata.  

Razvijeni numeriþki model armature temelji se na eksperimentalnim krivuljama 
koje opisuju stanje deformacije armaturne šipke u pukotini uzevši u obzir utjecaj 
zakrivljenosti duž armaturne šipke u zoni savijanja te utjecaj udaljenosti pukotina. 
Pucanje betona opisano je modelom diskretne pukotine. U prikazanom modelu koriste 
se materijalni modeli za simulaciju cikliþkog ponašanje betona i armature.  

Primjena prikazanog modela provedena je analizom krajnjeg i srednjeg þvora AB 
okvira izloženih monotono rastuüem i cikliþkom optereüenju. 
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