ZBORNIKRABOVA =

Treceg susreta
Hrvatskog drustva za mehaniku

Mirjana Bosnjak-KleCina
urednica

ATSKO DRUSTVO 24 MEHAN

.\ .

Osijek, 18. lipnja 2010.



Zbornik radova

Treceg susreta
Hrvatskog drustva za mehaniku

Osijek
18. lipnja 2010.



Zbornik radova Treceg susreta Hrvatskog drustva za mehaniku

Urednica: Mirjana Bosnjak-Klecina
[zdavac: Hrvatsko drustvo za mehaniku
Oblikovanje korica: Grafika d.o.o. Osijek
Tisak: Grafika d.o.o0. Osijek

Naklada: 100 primjeraka

ISBN 978-953-7539-12-2

CIP zapis dostupan u racunalnom katalogu Gradske i
sveuciliSne knjiZznice Osijek pod brojem 12103075



Zbornik radova

Treceg susreta
Hrvatskog drustva za mehaniku

Osijek
18. lipnja 2010.

Urednica
Mirjana BoSnjak-Klecina

AR,

m&éﬁnﬁmomsw
Osijek, 2010.

Tredi susret Hrvatskog drustva za mehaniku



Organizator skupa
HRVATSKO DRUSTVO ZA MEHANIKU

Podruznica Osijek
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku
Gradevinski fakultet Osijek
Drinska 16a, 31000 Osijek

Sjediste: Fakultet strojarstva i brodogradnje
Sveuciliste u Zagrebu
Ivana Luci¢a 5, 10000 Zagreb
http://www.csm.hr

Organizacijski odbor

Mirjana BOSNJAK-KLECINA, Sveuciliste u Osijeku, predsjednica
Zdravko VIRAG, Sveuciliste u Zagrebu
Ivica SMOJVER, Sveuciliste u Zagrebu
Hrvoje KOZMAR, Sveuciliste u Zagrebu
Vladimir SIGMUND, Sveuciliste u Osijeku
Ivica GULJAS, Sveudiliste u Osijeku
Purdica MATOSEVIC, Sveuciliste u Osijeku
Jurko ZOVKIC, Sveudiliste u Osijeku

Pokrovitelji

Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku
&
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku
Gradevinski fakultet, Osijek



Zbornik radova

Treceg susreta
Hrvatskog drustva za mehaniku



PREDGOVOR

U ruci drzite Zbornik radova 3. susreta Hrvatskog druStva za mehaniku. Ovakvi
susreti su prvenstveno zamisljeni s ciljem boljeg medusobnog upoznavanja ¢lanova
Drustva 1 kao moguénost mladim ¢lanovima za uvjeZbavanje izlaganja svoga rada na
kongresima. Oni su i1 dobra prilika za diskusiju o terminologiji na hrvatskom jeziku pa
je stoga odluceno da se svi radovi piSu i izlazu na hrvatskom jeziku, Sto pridonosi
njegovanju 1 obogacivanju nasega jezika. To je posebno vazno jer dobar dio ¢lanova
Drustva djeluje u nastavi na visokim uciliStima pa imaju mogucénost Siriti dogovorenu
terminologiju studentima. Cinjenica da je interes za ove skupove, gledajué¢i prema
broju radova 1 sudionika u proteklim godinama, u najmanju ruku konstantan, svjedoci
o njthovoj korisnosti.

Ve¢ povrsnom analizom prispjelih radova moze se uociti Sirina djelovanja ¢lanova
naSega drusStva u podrucju mehanike. Osim iz klasi¢nih podrucja mehanike, pojavljuju
se 1 radovi vezani uz nanomaterijale 1 podrucje biomehanike, Sto svjedoci o €injenici
da Clanovi DruStva drZze korak sa svjetskim trendom Sirenja podrucja djelovanja
inZenjera. Prema ocekivanjima, u radovima dominira teorijski pristup 1 primjena
numerickih metoda (kako metode konacnih elemenata tako i bezmreznih metoda), a
veseli ¢injenica da se pojavljuju 1 prilozi temeljeni na eksperimentalnom pristupu.

Posebnu vrijednost susretima daju prilozi mladih ¢lanova Drustva, jer su oni nasa
buduc¢nost. Nadamo se da ¢e oni iz ovakvih skupova izvuéi najvecu korist u smislu
svoga razvoja te izmjene misljenja sa svojim kolegama 1 starijim ¢lanovima DruStva,
kao 1 u smislu prikupljanja ideja za svoj budu¢i rad.

Predsjednik Drustva
Prof. dr. sc. Zdravko Virag
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Osijek, 18. lipnja 2010.

MODELIRANJE INTERAKCIJE MATRICE
NANOKOMPOZITA I NANOCIJEVI

Marino Br¢i¢, Marko (vZanadija, Josip Brnié

SaZetak: U radu je ukratko predstavljeno modeliranje kompozitnog materijala poboljSanog
ugljiénim nanocijevima. Nanocijevi predstavljaju poboljSanja u kompozitnom materijalu, koja
trebaju pridonijeti boljim karakteristikama kompozita u odnosu na osnovni materijal. Problem u
modeliranju takvog nanokompozitnog materijala predstavlja modeliranje prijenosa optereéenja
sa matrice kompozita na nanocijevi. Ta interakcija izvedena je iskljuéivo preko nelinearnih van
der Waalovih veza te je u radu predstavljena 1 opisana teorija takvih veza, kao 1 prikladan nain
modeliranja istih, kombiniranjem upotrebe vlastitog softvera 1 metode konacnih clemenata
preko komercijalnog softvera. Takoder, u radu su predstavljene daljne smjernice i ideje glede
istraZivanja 1 modeliranja nanokompozitnih materijala.

Kljuéne rijeci: nanokompozit, ugljicne nanocijevi, van der Waal.

1. UVOD

Razvoj nanotehnologije zadnjih dvadesetak godina uvelike je pridonio 1 razvoju
novih kompozitnih materijala sa udjelom nanocijevi ili nanodestica. Zakljucak je da
izuzetna svojstva ugljiénih nanocijevi, kao §to su vlaéna Cvrstoca te elektriéna 1
termicka svojstva, uvelike pridonose poboljSanju kompozitnog materijala te
predstavljaju idealan materijal za poboljSanje karakteristika osnovnog materijala 1
razvoju novih vrsta kompozita - nanokompozita.

Da je uistinu tako pokazuju rezultati istrazivanja [1] gdje je krutost kompozitnog
filma povecana za 36% do 42% te vlacna &vrstoca za 25%, dodavanjem ugljicnih
nanocijevi u iznosu 1% (teZinski udio) u osnovni materijal kompozita. Nadalje,
eksperimentalna istraZivanja [2-4] 1 simulacije [5,6] prikazuju sposobnost preuzimanja
mehanickog optereéenja ugljiénih nanocijevi unutar nanokompozitnog materijala te
time pokazuju da su nanokompozitni materijali izrazito ¢vrsti 1 lagani materijali. Puno
je pitanja kod istraZivanja 1 modeliranja nanokompozita, jo§ uvijek, ostalo otvoreno.
Poseban problem predstavlja eksperimentalno istraZzivanje nanokompozitnih materijala
te je raCunalno modeliranje znacajki takvog materijala vrlo zahvalan pristup.



2. INTERAKCIJA MATRICE I UGLJICNIH NANOCIJEVI

Poznavanje nanokompozita zahtijeva poznavanje odredenih karakteristika 1 znadajki
takvih materijala. Jedna od znadajki koje imaju vaZnu ulogu u nanokompozitnom
materijalu jest i1 interakcija izmedu osnovnog materijala, matrice kompozita i
poboljsanja, tj. nanocijevi, budué¢i da se mehanicko opterecenje prenosi sa osnovnog
materijala na poboljSanje putem takve interakcije. Broj tih interakcija tj. medusucelja
1zmedu matrice 1 nanocijevi, je vrlo velik upravo zbog veliine nanocijevi u odnosu na
ostatak matrice. U sludaju da su te interakcije slabe ili ne postoje, nanocijev moze
slobodno klizati unutar matrice, ne pruzajuc¢i nikakvo poboljSanje kompozitu.

Atom ugljika unutar nanocijevi posjeduje tri sp” orbitale koje mu omoguéuju
kovalentno vezanje, o vezama, za tri susjedna atoma ugljika te jednu nehibridiziranu 2p
orbitalu koja mu omoguéuje formiranje mreZe m veza sa preostalim atomima na
odredenoj udaljenosti. Te 7 veze su slabije od o veza, odnosno nanocijev je sa
matricom nanokompozita vezana isklju¢ivo putem van der Waalsovih (VDW) veza t;.
sila.

2.1. Van der Waalsove sile

VDW veze nisu kovalentne, a VDW sile izmedu dva atoma na udaljenosti » mogu
biti privlacne ili odbojne. Energija koja se javlja izmedu dva atoma zbog takvih veza
moZe se predstaviti pomodéu opéenitog Lennard — Jones “6-12”" potencijala:

S GRG

gdje je r udaljenost izmedu atoma u interakciji, dok su o 1 ¢ Lennard — Jones
parametri, koji za atom ugljika iznose ¢ = 3,86 - 10" Nmm, o = 0,34 nm. Potencijal
U(r) djeluje na meduatomskoj udaljenosti do 2,50, odnosno na udaljenosti veéoj od
navedene ne formiraju se VDW veze. Na osnovu gore navedenog Lennard — Jones
potencijala, moguce je izvesti izraz za VDW silu izmedu dva atoma:

__dum_,, gl (o) (o
Firy=-— 240[2[;~J (r” 2

Slika 1. prikazuje odnos VDW sile, tj. Lennard — Jones potencijala 1 udaljenosti r
izmedu dva atoma u medusobnoj interakciji.
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S1. 1. VDW sile i Lennard — Jones potencijal u odnosu na udaljenost atoma.
2.2. Modeliranje VDW veza

Atom ugljiéne nanocijevi moZe formirati vezu sa nekoliko atoma matrice, sve dok
je udaljenost izmedu njih manja od 2,50 (0,85nm). VDW vezu tada moZemo modelirati
pomocu Stapnog elementa, optereéenog tlaénom ili vlaénom silom, prema izrazu (2).

Prema slici 1. vidljivo je da je¢ VDW sila veoma nelincarna, stoga je ftapni
clement potrebno modelirati kao nelinearni element sa modificiranom krivuljom
optereéenje — pomak, proizaslom iz izraza za VDW silu (2). VDW sila je unutrasnja
sila koja djeluje izmedu dva atoma, atoma nanocijevi 1 atoma matrice, koji se nalaze na
odredenoj udaljenosti, stoga, da bi istu modelirali pomocu Stapnog elementa potrebno
je za Stapni element zadati odnos opterecenja i pomaka Stapa kada primijenimo
optereéenje na Stap, da bi savladali tu VDW silu. Zbog toga je krivulja opterecenje —

pomak za nelinerani §tapni element, dana na slici 2., suprotna od krivulje za VDW silu
na slicil.
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Sl1. 2. Krivulja optereéenje — pomak za nelinearni Stapni element.
3. RVE MODEL NANOKOMPOZITA

Koristeéi prethodno navedeni stapni clement kao model interakcije matrice
nanokompozita i1 ugljiéne nanocijevi, moguée je, upotrebom metode konadnih
clemenata, odrediti mechanic¢ka svojstva nanokompozita, odnosno uzduZzni modul
clasti€nosti. U tu svrhu, modeliran je representative volume element (RVE), koji se
sastoji od modela jednostruke ugljine nanocijevi [7] te modelirane matrice osnovnog
materijala, dok je spoj, medusucelje izmedu matrice 1 nanocijevi izveden preko
spomenutog Stapnog elementa, slika 3.

SL3. RVE model nanokompozita 1 ukupna sila F.

4



RVE je izveden tako da je duljina nanocijevi jednaka duljini RVE modela.
Matrica je modelirana heksaedarskim konaénim elementima, model nanocijevi je
preuzet iz autorovih dosadas$njih istraZivanja ugljicnih nanocijevi [7], dok je spoj
izmedu matrice 1 nanocijevi izveden preko vlastitog softvera izradenog upravo u svrhu
spajanja matrice 1 nanocijevi. Softver uzima u obzir udaljenost izmedu dvije vrste
elemenata, prostorni elementi matrice 1 gredni elementi nanocijevi, te Stapnim
elementima spaja samo one ¢vorove na prostornim elementima sa ¢vorovima Stapnih
clemenata koji se nalaze na medusobnoj udaljenosti manjoj od 0,85nm. Stapni elementi
su definirani tj. modelirani prema poglavlju 2.2. U tablici 1. dani su osnovni podaci
RVE modela. Radi provjere dobivenih rezultata, veli¢ine su odabrane prema literaturi.

RVE
Broj elemenata: Broj  ¢&vorova: Duljina: 2,952 Povrsina: 41,282
2130 1643 nm nm’
Matrica
Duljina: 2,952 nm Povriina: 39,84 nm? E =100 GPa
Nanocijev
Duljina: 2,952 nm Povr§ina: 1,442 nm? E =1000 GPa

Tablica 1. Osnovni podaci RVE modela

Matrica 1 nanocijev optereceni su ukupnom aksijalnom silom 7 = 10 nN (slika
3.). Uzduzni modul elastiénosti RVE modela dobiven je iz aksijalnog opterecenja
prema izrazu (3):

F.l

E=——. 3
A-Al ®

gdje je [ duljina, 4 povriina, a 4! uzduzno produljenje RVE modela, koje 1znosi 4!
= 0,005012 nm. Uzduzni modul elasti¢nosti prema (3) 1znosi £ = 142,67 GPa. Tako
dobiveni uzduzni modul elastiénosti usporeden je sa uzduznim modulom elasti¢nosti
dobivenim preko zakona mijeSanja (4) za standardne kompozite poboljSane vlaknima.
Radi se modulu elasti¢nosti u smjeru vlakana za poboljSanje.

E=E"V"+E"(1-V"). C))

U izrazu (4), E” je modul elasti¢nosti matrice, £” modul nanocijevi, dok je V"
volumni udio nanocijevi u RVE, a u slucaju iste duljine nanocijevi 1 matrice, tj. RVE
modela, jednak je omjeru povriine nanocijevi i povriine matrice te u ovom sluéaju
iznosi V" = 3,6195%. Modul elastiénosti dobiven preko zakona mijeSanja iznosi E =
132,57 GPa.

4. ZAKLJUCAK

Modeliranje nanokompozitnog materijala je vi§erazinsko modeliranje. U tu svrhu
je, na nanorazini, upotrebljen RVE element, koji sadrzi matricu, tj. osnovni materijal,




modeliranu sa prostornim elementima te poboljSanje, tj. ugljiénu nanocijev modeliranu
kao zakrivljena heksagonalna mreza grednih elemenata. Vrlo je vazno ispravno
modelirati interakciju 1izmedu matrice 1 pobolj§anja §to je 1 prikazano u ovom radu,
putem nelinearnih §tapnih elemenata. U svrhu spajanja dvije razliite vrste elemenata,
1zraden je vlastiti softver. Takav jedan RVE model aksijalno je optereéen te je odreden
njegov uzduZzni modul elastiénosti koji je usporeden sa modulom elastiénosti
dobivenim preko zakona mijeSanja klasiénih kompozita 1 sa rezultatima drugih
autora[6,8], uz isti omjer E”/E” = 10 i volumni udio V", koji za uzduZni modul
elastiénosti dobivaju E = 143,84 GPa [6], odnosno E = 132,55 GPa [8]. MoZemo
zakljuéiti da je model prikladan za daljnje kori§tenje u istraZivanju i modeliranju
nanokompozitnih materijala, pri emu je sljedeéi korak izrada vlastitog softvera koji ¢e
za numericku analizu nanokompozita, na sljedecoj razini, koristiti upravo ovako
modeliran RVE element, buduéi da to sa komercijalnim MKE softverom nije moguce.
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TERMOPLASTICNOST UTEMELJENA NA
VARIJACIJSKI KONZISTENTNOM MODELU

(vlanadija, M. & Mosler, J.

SaZetak: Rad predstavlja primjenu tzv. varijacijski konzistentnih korekcija u kontekstu
termoplastiénosti pri velikim deformacijama. Ove korekcije koriste princip maksimalne
plastiéne disipacije 1 putem minimizacije prikladnog funkcionala raunaju traZzeno polje pomaka
1 temperature. Kao konstitutivni model koristi se nelinearni izotropni i kinematicki model
ofvri¢ivanja. Na taj se nacin konstitutivne varijacijske korekciyje primjenjuju u kontekstu
neasocijacijske plastiCnosti. Rad prikazuje polaziSne tofke metode, evolucijske jednadZzbe 1
numericku implementaciju.

Kljucne rijeci: termoplasticnost, konstitutivne varijacijske korekcije, optimizacijske metode.

1 UVOD

Rad predstavlja varijacijske principe koji se koriste za rjesavanje spregnutih
termoplastinih problema. Razmatranja su usmjerena u prvom redu na neasocijacijsku
plastiénost sa nelinearnim izotropnim i1 kinemati¢kim odvr§éivanjem pri velikim
deformacijama. Osnovni problem lezi u identifikaciji potencijala &ije stacionarne toke
predstavljaju rjeSenje problema. Kao §to je to veé¢ uoeno u [1], jednostavno
kombiniranje jednadZbi ravnoteZe 1 provodenja topline vodi problemu koji nema
varijacijsku strukturu. Opce rjeSenje ovog problema predlaze se u [1]. Ekstenzija ovog
postupka na neasocijacijske izotermicke probleme razvijena je u [2]. U ovome radu
razmatranja iz [2] pro§iruju se na neizotermicko okruZenje.

Ovakvo postavljanje termoplastiénog problema u varijacijski okvir ima nekoliko
prednosti. Primjerice, metode razvijene za varijacijske probleme postaju dostupne (npr.
postojanje i jedinstvenost rjeSenja). Primjena metode konstitutivnih varijacijskih
korekcija (engl. variational constitutive updates) vodi nadilazenju klasi¢ne metode
radijalnog povratka u problemima vremenski nezavisne plasticnosti 1 stavljanju na
raspolaganje cijele palete naprednih optimizacijskih procedura. U kontekstu
termoplastiénih deformacija posebno valja naglasiti da se pretvorba disipirane plastiéna
snage u toplinu viSe ne mora specificirati dodatnim evolucijskim jednadzbama ve¢ ona
slijedi prirodno iz teorijskog okvira [1].

2 KINEMATIKA PROBLEMA, FUNKCIJA TECENJA I DISIPACIJA

Neka je zadano tijelo Bc " u vremenu t. Takoder, zadano je i gibanje iz podetne
konfiguracije (%) ka trenutnoj konfiguracyji ¢ putem bijektivne funkcije x = (p(X ,t),
gdje x predstavlja toCku prostora. Materijjalne toCke bit ¢e oznaCene sa
X =(X,,X,.X;). Gradijent deformiranja definira se:



F(X,t)=0¢p(X,t)/0X. 1)

Ovaj rad razmatrat ¢e probleme koji ukljucuju elastiéne 1 plastiéne deformacije. U
skladu s tim, usvaja se danas standardna multiplikacijska dekompozicija gradijenta
deformiranja na elastiCni 1 plasti¢ni dio:

F=F°F?. 2
Od znadaja je 1 gradijent brzine L definiran kao:
F=LF. 3)

Usljjed multiplikacijskog razlaganja (2), uvode se elastiéni 1 plastiéni gradijent
brzine:
F°=LF°, F?’=L‘F”. 4)

Za opis o¢vri¢ivanja plastiénog materijala koriste se varijable a, i a,, gdje indeks
k upuéuje na kinematicko, a indeks i na izotropno oévriéivanje.

Jedna od osnovnih znadajki plastiénog ponasanja materijala jest funkcija teenja ¢.
U kontekstu ovih problema, koristit ée se funkcija teenja oblika:

¢(Z’Qk’Qi’®)=Zeq (Z’Qk)_Qi_ s =0, 6)

gdje su Z=2C°0_.y,C* = (Fe )T F° Mandelov tenzor naprezanja, i Helmoltzova
funkcija slobodne energije, Q, =Q,(@,) termodinamika sila konjugirana sa a,,
0, =0,(a,) termodinamitka sila konjugirana sa «@;, ® temperatura, Q;’(a;,0)

naprezanje tedenja, te X°/ ekvivalentno naprezanje.
Imajuéi u vidu gore navedene veliine, princip maksimalne plastiéne disipacije
moguce je zapisati:

= Y. IX+Q,:a, +Qa; 6
E,Ql:l,g?;ﬁso mech E,Ql:l,gf;ﬁsol: Qk ak Qzaz:l > ( )

¢1jim se rjeSenjem dobivaju evolucijske jednadzbe:
P =40;0, 0,=A40y ¢, a,=10,¢. @)

Valja napomenuti da se u ovome radu koristi neasocijacijski model plastiCnosti.
Ovo zna¢i da se umjesto funkcije teGenja u (7) koristi neki drugi plastiéni potencijal §to
rezultira u nesto drugacijim evolucijskim jednadzbama:

1P =A0yg, a,=10, 8, a;=40,¢g. (®)

3 VARIJACIJSKA FORMULACIJA

3.1 Metivacija: izotermicki problem

Kao uvod u termoplasticni dio problema, dobro je prvo razmotriti izotermicki dio

problema. Jednadzbe ravnoteZe 1 prateci rubni uvjeti u tom slucaju glase [3]:
DIVP+ pB=0 u B,gdje je 0B=0B,\ 0B
P-N=T na 9,B, @=@ na OB,

Kako bi se dobio odgovarajuéi potencijal, prva se jednadzba u (9) moZe pomnoZiti

dopustivim varijacijama pomaka 1, tj. primijeni se princip virtualnog rada. Dobivena

se relacija integrira po cijelom volumenu tijela B, Sto daje:

®)



j(DIVP+pOB)-ndV+ j (P-N-T)-na4 (10)
B 0B
Obzirom da je prvi Kirchhoffov tenzor naprezanja P = p,Opyy definiran preko funkcije

slobodne energije moze se pokazati da jednadzba (10) predstavlja uvjet stacionarnosti
potencijala:

1(p)=[w(F)av -| pB-@av + | T-pad . (11)
B B 8.8

pa se konfiguracija racuna temeljem inf / (go) Sto je poznato kao princip minimalne
eV
potencijalne energije.

3.2 Termoplasticni problem

Ukoliko se na spregnuti termoplastiéni problem pokusa primijeniti isti pristup kao u
1zotermnom slucaju, tj. mnoZenjem jednadzbi ravnoteze 1 odrZanja energija s
dopustivim varijacijama, dobiva se slaba forma koja ne potjece 1z potencijala [1].
Ispravna varijacijska forma dobiva se uvodenjem faktora:

7(0,6)=0/6 , (12)

gdje je O tzv. vanjska temperatura odnosno uobiCajena temperatura koja se koristi u
standardnoj mehanici kontinuuma, dok je ® tzv. ravnoteZna temperatura:

® =aNE(F,FP,a,N). (13)

U ravnoteZi ove su dvije temperature jednake, tj. /=1, no ovaj se uvjet ne koristi a
priori. Na taj se nacin, slijedom razmatranja u [1] potencijal moZze pisati:

1[.0,N.d] =j[E‘-®N+ A(fFP,fa,G)]dV-G(gb,@)
7 (14)

0 0

. . = ® _ @
G(¢,®)=jpoB- @dv — j T-¢dS+jpoRlog—dV— j Hlog—dS.
B ap B ® 3y ®

Kineticki potencijal A( fF?, fd,G) definiran je u skladu sa [2] uz proSirenje

Fourierovim potencijalom koji opisuje provodenje topline. RjeSenje termoplastinog
varijacijskog problema sada slijedi 1z uvjeta stacionamosti:
“inf_sup J[q'),@,N,a,FP]. (15)
PN, a.FF @
Teorem poznat iz varijacijskog racuna kaze da je odredena slaba forma ckvivalenta
uvjetu stacionarnosti potencijala ukoliko je njegova druga varijacija simetricna [3], t;.

G(¢,n)=0E(¢)n a6
6G(#.m)-5=5G(4.8)-n

Upravo ovaj uvjet ispunjava se uvodenjem faktora f, izraz (12). Neispunjavanje ovog
uvjeta vodi nesimetriénim matricama krutosti u metodi konacnih elemenata. Vecina
prethodnih radova 1z ovog podru¢ja temeljila se na sekvencijalnim shemama. Pri tom
se svaki korak rastavljao u dva subproblema u kojima su se jedne varijable drzale



nepromjenjivima dok su se druge mijenjale. Svaki od ovih subproblema imao je
simetriénu matricu krutosti.

4 KONSTITUTIVNE VARIJACIJSKE KOREKCIJE

RjeSenje problema u vremenskom koraku f,do ¢, svodi se na odredivanje
inkrementalnog potencijala

Iy
L[ @r15@ s N B2 (), (), | = j {I[E—®N+ A]dV+G}dt 17)

t B

n

odnosno traZenja uvjeta stacionarnosti istog potencijala:
(¢n+1 20,15 N> B (ak ),,+1 =(ai ),,+1 ) =

= inf sup ]inc |:¢: ®= N’ Frﬁl’(ak )n+1 ’(ai )n+1 :I

Prt Nt Bl (@1 ),y (@1) 0 6,15
Varyjacijski problem (18) rjeS§ava se primjenom natrazne Eulerove integracije i neke od
minimizacijskih shema Newtonovog oblika. Kao specijalni sluéaj moguce je dobiti i
metodu radijalnog povratka. Na ovaj se nafin omoguéava primjena naprednih
numerickih tehnika razvijenih za potrebe optimizacije.

(18)

5 ZAKLJUCAK

Rad je prikazao osnovne elemente varijacijski konzistentnih korekcija koje su od
interesa u termoplastiCnim analizama. Primjena naprednih numerickih tehnika
razvijenih za optimizacijske problema omogucava efikasnije numericko rjeSavanje
spomenutih problema. Metoda se takoder direktno moZe primijeniti na razini
integracijske tocke konacnog elementa.

Literatura:

[1] Yang, Q., Stainier, L., Ortiz, M., “A variational formulation of the coupled thermo-
mechanical boundary-value problem for general dissipative solids®, Journal of the
Mechanica and Physics of Solids, Vol. 54, 2006, str. 401-424.

[2] Mosler, J., Bruhns, O. T., “On the implementation of rate-independent standard
dissipative solids at finite strain - Variational constitutive updates”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, Vol. 199, Issues 9-12, 2010, str. 417-429.

[3] Marsden, JE.M., Hughes, T.JR., ‘“Mathematical foundations of elasticity, Dover
Publications, New York, 1994.

Autori:

Marko Canadija, SveuéiliSte u Rijeci, Tehni¢ki Fakultet, Zavod za tehnitku mehaniku,
Vukovarska 58, 51000 Rijeka, tel. 051 651 496, fax 051 651 490, e-mail: markoc@riteh.hr.
Jorn Mosler, GKSS Research Centre, Institute for Materials Research, Materials Mechanics, D-
21502 Geesthacht, Njemacka, joern.mosler@gkss.de

10



Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

EKSPERIMENTALNO I NUMERICKO MODELIRANJE
ZAMORNOG PONASANJA MATERIJALA

éaniar, P., Tonkovi¢, Z., Kodvanj, J., Bakié, A., Drvar, N., Tomicevi¢, Z. i
Surjak, M.

Sajetak: U radu su prikazani rezultati eksperimentalnih 1 numerickih istraZivanja
niskociklickog zamora provedenih na aluminijskoj leguri AlCu5BiPb-T8. Eksperimentom su
obuhvacena monotona vlacna ispitivanja, simetriéna 1 asimetri¢na ciklicka ispitivanja, kao i
ispitivanje lomne Zilavosti i rasta zamome pukotine u materijalu. U okviru numerickog
modeliranja odredeni su parametri materijala za konstitutivni model ciklic¢ke plastiénosti.
Materijalni model se temelji na vi§e-komponentnom obliku izotropnih i kinematickih varijabli
odvricenja uz von Mises-ov kriterij tecenja. Numericki algoritam je implementiran u
programski paket Abaqus, te je primijenjen za analizu rasta pukotine u blizini zareza. Trenutno
se radi na usporedbi numeri¢kih rezultata s pripadnim eksperimentom primjenom opreme
ARAMIS.

Kljucne rijeci: niskociklicki zamor, aluminijska legura, eksperiment, metoda konacnih
elemenata, ciklicka plasticnost.

1 UVOD

Zamoru materijala konstrukcijskih komponenata jo§ uvijek se pridaje posebna
paZnja. Eksperimentalna istraZivanja ponaSanja materijala uobicajeno se provode na
epruvetama sa 1 bez zareza izlozenim ciklickom optereéenju s konstantnim
amplitudama [6]. Za §to realnije modeliranje ciklickog ponaSanja materijala potrebno
je provoditi ispitivanja 1 s promjenljivim amplitudama optereéenja. Da bi se
numerickim simulacijama u §to vecoj mjeri priblizilo eksperimentalno dobivenim
rezultatima, potrebno je §to tocnije definirati konstitutivne jednadZbe materijala 1
numericke algoritme za njihovo rjesavanje [3, 4].

U radu je dan prikaz preliminarnih rezultata eksperimentalnih 1 numerickih
istraZzivanja koja se izvode s ciljem modeliranja procesa iniciranja i rasta zamorne
pukotine u aluminijskoj leguri AlCu5BiPb-T8. Eksperimentalna istraZivanja
napravljena su u Laboratoriju za eksperimentalnu mehaniku, a numeri¢ko modeliranje
u Laboratoriju za numericku mehaniku Fakulteta strojarstva 1 brodogradnje Sveucilista
u Zagrebu. Eksperimenti su provedeni na epruvetama sa i bez zareza na dinamickoj
kidalici (LFV 50-HH; Walter, Bai AG), kao 1 na cilindriénim epruvetama bez zareza na
kvazi-statickoj kidalici (MESSPHYSIK BETA 50-5) pri sobnoj temperaturi. Odredene
su mehanike karakteristike materijala za opisivanje rasta pukotine za razliéite nivoe
opterecenja, kao 1 parametri materijala za definiranje konstitutivnih jednadzbi ciklicke
plasti¢nosti. Numericki algoritam za Reissner-Mindlinov kinematicki model prikazan u
[8,9] 1zveden je za trodimenzijski model 1 implementiran u programski paket
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ABAQUS [5]. Numerigki rezultati usporedeni su s pripadnim eksperimentalnim. Osim
toga, prikazana je primjena optitke opreme ARAMIS za analizu rasta pukotine.

2 EKSPERIMENT

Za eksperimentalno i numeritko modeliranje niskoeciklitkog zamornog ponafanja
materijala provedena su monotona vladna ispitivanja, kao i1 jednoosna simetricna i
asimetridna oiklitka ispitivanja, na cilindridnim epruvetama bez zareza &ija je
geometrija dana na slici 1a (ASTM EN606). Osim toga, za ispitivanje lomne Zilavosti 1
rasta zamorne pukotine u materijalu primijenjene su epruvete sa zarezom, debljine
10mm, za savijanje u tri totke (SENB) u skladu sa standardom ASTM E1820 (slika
1b). Kemijski sastav aluminijske legure AlCu5BiPb-T8 izraZen u postocima je kako
slijedi: 0,48i; 5Cu; 0,7Fe; 0,4Pb; 0,4Bi; 0,3Zn. Na slici 2 prikazan je dijagram
ovisnosti naprezanja ¢ deformaciji s pripadnim parameirima za Ramberg-Osgoodov
materijalni model. Granica razvlatenja materijala je 6,2 = 305 MPa, vlatna Svrstoéa
=400 MPa, modul elastitnosti 7=200 GPa te Poissonov faktor v =0,3. Postotno
produljenje nakon loma materijala iznosi 22%.

- 550 - g (MPa)
4 ° i 500
I IR My syl S
| =1 T j o 450
e L \'|7 d 400
=L S L S 350
s ot 300 . e .
I' — Inzenjersko naprezanje-deformacija
a) 250 |
| Stvamo naprezanje-deformacija
RO.08 i 200 4 1
,{ s o v 2 150 | AN £-4
I['H_ R | E \K)
1il - ' 100 |
=t 1 | K=576.9MPa, n=0.118
o
= : =0 50 | (stvame naprezanje-deformacija) 04y
b) 0
0% 5% 10% 15% 20% 5%
SL 1. Oblik i dimenzije cpruveta S1. 2. Ovisnost naprezanja o deformaciji

Ciklitka ispitivanja provedena su pri konstantnim amplitidama deformacija i
naprezanja koriStenjem mchaniCkog ckstenzometra duljine 10 mm. Sl. 3 prikazuje
histereze za sludaj simetri¥nog i asimetri®nog optereéivanja s kontroliranom
deformacijom. Pritom je amplitunda deformaoije (Az / 2) za simetridni test iznosila 1,2%
(sl. 3a), dok su kod asimetriénog tecsta amplituda deformacije, kao i srednja
deformacija, bile jednake 0,8% (sl. 3b). Iz dijagrama je vidljivo da dolazi do znadajnog
ciklickog ofvrS¢enja materijala 8to se oéituje u povetanju amplitude naprezanja s
brojem optereéenja sa suprotnim predznakom. Pritom se stabilizirano naprezanje
dobiva nakon desetak ciklusa opteredivanja. Nadalje, nsporedujuéi petlje histereza za
simetriéni 1 asimetrini test, moZe sc zakljuéiti da srednja deformacija nema znagajan
uijecaj na ciklitko odvritenje materijala.

Na slici 4 prikazane su stabilizirane histereze za sluéaj ciklickog optereéivanja s
povebavanjem amplitude deformacije. Ovdje je amplituda povebavana u koracima od
0,2%, dok je srednja deformacija bila jednaka nuli. Broj ciklusa za svaki korak je 40, a
maksimalna amphifuda deformacije je jednaka 1,4%. Krivulja ciklitko naprezanje-

12



deformacija, koja je od velike vaznosti za niskociklicki zamor, konstruirana je na slici
4 na nacin da povezuje vrhove stabiliziranith petlji histereza. Za njenu analiticku
aproksimaciju primjenom Ramberg-Osgoodovog materijalnog modela primjenjena je
metoda najmanjih kvadrata te su dobiveni parametri materijala prikazani na slici 4.

00
a {?\-ﬂ’a,'l‘ 301 6 (MP2)
50

00

===+ Eksperiment 100

250
— Simulacija

150
/
1080 /
/!
501 /
/
i b
14% 17% -10% % o04% 02% 0f% 0F% 04% /‘n B 0% 12% 14% o n'._., 0% B 10 1am 16% 18%
R - J
W £{%) 50 &%)
=100
100

150
150

Eksperiment

200

= Simulacija
250
o
200 =350 -
a) b)
S1. 3. Usporedba eksperimentalnih 1 numerickih rezultata za: a) simetricni test, b) asimetriéni

test

Da b1 se pokazao utjecaj povecanja 1 smanjenja amplitude deformacije na ciklicko
ponasanje materijala, provedena su ispitivanja s promjenljivim amplitudama
deformacije. Za test koji se sastoji od tr1 koraka s amplitudama jednakim 1,2%, 0,8% 1
1,6%, s po Sest ciklusa opterecenja u svakom koraku, dobivene su histereze prikazane
na slici 5. Testovi puzanja (ratcheting tests) provedent su pri konstantnim amplitudama
naprezanja s razliéitim kombinacijama srednjeg naprezanja 1 amplitude naprezanja.
Tipicna krivulja ovisnosti naprezanja o deformaciji za amplitudu naprezanja od 630
MPa 1 srednjim naprezanjem od 10 MPa prikazana je na slici 6.

o(MPa)

44 12 10 26.8 o6 -
!,.‘ 4

. ) S1. 5. Test s promjenljivim amplitudama
Sl. 4. Stabilizirane histereze deformacije (1,2%, 0,8% i 1,6%)
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S51. 6. Test puzanja (ratcheting fesf) S1. 7. Ovisnost sile o otvaranju usta pukotine

Na glici 7 prikazan je dijagram ovisnosti sile o otvaranju usta pukotine (crack mouth
opening d;splacement) za odredivanje lomne Zilavosti maten_]ala na SENB cpruveti
Kic=24 MPa m'?). Na 1sto_| SENB c¢pruveti provedena je analiza rasta zamorne
pukotine (da/dN). Testirano je 15 epruveta s konstantnim amplitudama opteredenja s 3
razli¢ita omjera R u iznosu od 0,1; 0,25 i 9,5. Duljina pukotine j¢ mjerena sa video
kamerom 8 velikim uvedanjem (sl. 8). Na slici 9 prikazani su rezultati za rast pukotine
za R=0,1 i AR/2=1,08 kN.

0,0025
0.002

IJIJIJ15

dhivd™ (e cib s,

0.001

g

o 05 1 15 2 25 3
a, dulyma puketine (mm)

S1. 8. Zamomi rast pukotine S81. 9. Knvulja zamomog rasta pukotine
4 NUMERICKA FORMULACIJA

U radovima [5] i [6] dstaljno je prikazan izvod nmumeriCkog algoritma za Reissner-
Mindlinov kinematitki model za analizu problema ciklitke plastiénosti ljuskastih
konstrukoija. U ovom radu algoritam je prilagoden za trodimenzijski model te je
implementiran u programski paket ABAQUS [5] primjenom korisnicke rutine UMAT.
Na taj nadin je omoguéeno realnije opisivanje stanja naprezanja i deformacija u vrhu
pukotine za sludaj cikliSkih optereéenja. U tablici 1 dane su osnovne konstitutivne
jednadzbe spomenutog modela cikli¢ke plastiénosti.
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Tablica 1: Osnovne konstitutivne jednadzbe modela ciklicke plasticnosti

> . 1 A e 7
Dekompozicija ukupne deformacije na elastiéni 1 plastiéni dio: &, =& +£7 . €9)

Prirast tenzora naprezanja: ¢'=C"¢,. @)

Von Mises-ov zakon tedenja: F(O' 7 a’ a ) = %(Sif —a'if)(Sij —a'i].)—%kz (a) <0. (3

) é’F(o"’,a’J, a)

Asocijativni zakon tedenja: ey=A1 . C))
do’

Nelinearni zakon kinematickog odvr§cenja: o’ = z al,

m=l1

die i 'ij—Aﬂ;U—B ~p i ap z'p P €
giceje @) =4 An o Soqy T > Sogy = 38y8 ) )
Nelinearni zakon izotropnog o¢vr§cenja: k=o,+a. (6)
2

Unutarnja varijabla izotropnog o¢vrséenja: a = _1 a,, gdieje a, =C_ (Dm -a, ) Eopy - @)
Kuhn-Tucker-ovi uvjeti: F(O‘ 7 o a ) <0, A >0, /1F(6 "j,a’j,a) =0. (8
Relativno naprezanje: n’ = o —al, ()

5 USPOREDBA EKSPERIMENTALNIH I NUMERICKIH REZULTATA

Slika 3a prikazuje usporedbu numericke simulacije 1 eksperimentalno dobivenih
rezultata 1z simetricnog ciklickog eksperimenta uz kontrolu deformacije. Osim za prvi
ciklus, postignuto je zadovoljavajuée podudaranje rezultata, jer je komponenta
kinematskog oc¢vr§¢éenja kalibrirana pomocu stabilizirane krivulje naprezanje-
deformacija. Toénost radunalne simulacije istraZzena je usporedbom simulirane petlje
histereze naprezanje-deformacija s eksperimentalnim podacima za asimetriéan pokus,
sl. 3b. Dobiveno naprezanje-deformacija 1z numericke simulacije dobro se podudara sa
stvarnim ponasSanjem materijala. KoriSteni parametari materijala, u svim numerickim
simulacijama, 1identi¢ni onima koje se koriste u simetricnim cikli¢kim ispitivanjima uz
kontrolu deformacije. Ovaj je model nadalje primijenjen za analizu deformacija 1
naprezanja u vrhu pukotine te procjenu rasta pukotine u SENB epruveti. Geometrija
SENB epruveta je diskretizirana elementima prvog reda sa Cetiri ¢vora za ravninsko
stanje deformacije. U blizini vrha zareza kreirana je vrlo fina mreza clemenata.
Tiyekom simulacije zamora, akumulacija oStecenja je pracena u zarezu kao 1 u vrhu
pukotine.

Sl. 10. Primjena optickog sustava Aramis
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Numericki rezultati koji opisuju rast pukotine nisu iskazani u ovom radu. T1 rezultati
predstav]jaju sadrZaj trenutnog istraZivanja. Na slici 10 prikazana je primjena opticke
opreme ARAMIS [1] za analizu iniciranja i rasta pukotine.

6 ZAKLJUCAK

U radu je eksperimentalno 1 numericki istrazeno niskociklicko zamorno ponaSanje
aluminijske legure AlCu5BiPb-T8. Eksperimentom su obuhvatena monotona vla¢na
ispitivanja, simetricna 1 asimetricna ciklicka ispitivanja, kao 1 ispitivanje lomne
zilavosti 1 rasta zamorne pukotine u materijalu. Odredeni su parametri materijala za
konstitutivni model ciklicke plasticnosti. Za modeliranje ciklicke plasticnosti 1
opisivanje stanja naprezanja 1 deformacija u vrhu, i1zveden je algoritam za
trodimenzijski kinematicki model. Tocnost racunalne simulacije provjerena je
usporedbom izradunatih 1 eksperimentalno dobivenih petlji histereze naprezanja 1
deformacije.
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BEZMREZNA MJESOVITA KOLOKACIJSKA
FORMULACIJA ZA RJESAVANJE DVODIMENZIJSKIH
LINEARNO-ELASTICNIH PROBLEMA

Hoster, J., Soric, J., Jarak, T.

SaZetak: Prikazana je bezmreZna numeric¢ka kolokacijska mjeSovita formulacija za rjeSavanje
dvodimenzijskih linearno-elastiénih problema. Izvedene interpolacijske funkcije oblika
temeljene su na Moving Least Squares (MLS), Polynomial Point Interpolation (PPI) 1 B-Spline
[4] aproksimacijskim funkcijama. Prirodni rubni uvjeti ukljueni su u formulaciju pomodéu
kaznene metode. Tocénost predlozene formulacije pokazana je u numeriCkom primjeru
usporedbom dobivenih rezultata s dostupnim numeric¢kim rjeSenjima.

Kljucne rijeci: mjeSovita formulacija, kolokacija, B-Spline, MLPG, 2D linearno-elasticno

1 UVOD

Priblizno rjeSavanje problema u mehanici ¢vrstih tijela numeri¢kim metodama se
provodi najviSe metodom konaénih elemenata (MKE). U MKE broj &vorova u
elementu, odnosno broj ¢vornih nepoznanica ovisi o aproksimaciji pretpostavljenog
rjeSenja. Na taj nalin je red funkcije rjeSenja jednoznaéno vezan za broj &vorova i
¢vornih nepoznanica. U bezmreZznim metodama podrucje problema je diskretizirano
¢vorovima izmedu kojih ne postoji a priori povezanost na nafin kao u konaénim
elementima. Opcenito u bezmreZnim metodama postoji visi stupanj kontinuiteta
aproksimiranog rjeSenja po podrucju problema. U bezmreZnim metodama temeljenim
na metodi teZinskog reziduala integriranje slabe forme se provodi po podrudju
proizvoljnog oblika, postavljenom oko svakog &vora diksretizacije. Vrlo Sesto koristen
princip u ovim metodama je tzv. Local Petrov-Galerkin koji omoguéuje slobodan
odabir testne funkcije, odnosno funkcije kojom se mnozi rezidual [1, 3]. Opcenito
zbroj svih podrucja integracije ne pokriva nuzno podru¢je problema, a moguce je 1
preklapanje podrudja integracije. Ako je kao testna funkcija odabrana Dirac-delta
impulsna funkcija integral reziduala po podrudju integracije moZe se svesti na
jednadZbe u &vorovima diskretizacije. Ovakva formulacija koja koristi Dirac-delta
impulsnu funkeiju kao testnu funkciju naziva se kolokacijska formulacija.

U svakom ¢&voru diskretizacije nepoznanice su dvije komponente pomaka i tri
komponente naprezanja koje se javljaju u ravninskom stanju naprezanja. Komponente
pomaka su aproksimirane neovisno o komponentama naprezanja istim
aproksimacijskim funkcijama. Jednadzbe su prvo diskretizirane pomocéu &vornih
naprezanja. Rubni uvjeti sila su zadovoljeni pomocu kaznene metode. Broj jednadzbi
je dvostruko veéi od broja &vorova diskretizacije, §to je manje od broja Evornih
naprezanja. Dodatne jednadzbe se dobivaju diskretizacijom jednadzbi koje povezuju
pomake 1 naprezanja. Kona¢ni sustav jednadzbi ima ¢vorne pomake kao nepoznanice.
Rubni uvjeti pomaka su zadovoljeni izravno.
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2 BEZMREZNA FORMULACIJA

U formulaciji numeric¢ke kolokacijske mjesovite formulacije polazi se od jednadzbi
ravnoteZe

o, +f,=0 unutar Q, €y)

1 zadanih rubnih uvjeta
u=u, nal, 2
t,=o,n =t mnal,, 3

gdje je € podrugje problema, I'  dio ruba na kojem su zadani osnovni
(Dirichletovi) rubni uvjeti, I', dio ruba na kojem su zadani prirodni (Neumannovi)

rubni uvjeti uz uvjet I’ UI', =1 = 0Q. Prema metodi lokalnog teZinskog reziduala
(Meshless Local Petrov-Galerkin, MLPG) [3] predlozZeno je

[ (o, + £)vudQ-a[(t,-T)v*dl =0, 4)
T

Q

£ t

gdje je v, testna funkcija za jedandZbe ravnoteZe, v* _ testna funkcija za

jedandZbe rubnih uvjeta sila 1 & kazneni (penalty) parametar. Za aproksimaciju polja
pomaka 1 naprezanja koriste se iste aproksimacijske funkcije. Na osnovi tih
aproksimacijskih funkcija izvedene su funkcije oblika koje imaju svojstvo interpolacije
¢vornih vrijednosti, tzv. Kroneker-delta svojstvo. U ovoj formulaciji prirodni rubni
uvjeti su zadovoljeni pomocéu kaznene metode a osnovni rubni uvjeti su zadovoljeni
izravno nakon postavljanja jednadzbi za sve ¢vorove. Ova formulacija ¢e toéno
zadovoljiti svaku raspodjelu osnovnih 1 prirodnih rubnih uvjeta izmedu &vorova
diskretizacije koja je ukljucena u bazu aproksimacije rijeSenja, jer svaka od kori§tenih
aproksimacija ima svojstvo reprodukcije funkcija sadrzanith u bazi [2, 3]. U
kolokacijskoj metodi kao testna funkcija je odabrana Dirac-delta impulsna [1]

v, =8(x—x"), pa iz jednadzbi (4) slijedi
o,,(x')+ £, (x')-a(s(x)-7(x))=0. )

Za Svorove koji ne leZe na rubu I', u jednad?bama (5) izostavlja s kazneni &lan za

zadovoljavanje rubnih uvjeta sila a za &vorove na rubu I', potpuni oblik jednadzbi (5).

2.1 B-Spline
U dvodimenzijskom prostoru polje neke veli¢ine u(x, y) aproksimirano pomodéu
B-Spline funkcija moZze se prikazati kao
u(x, y) = ZP’BI (x, y) , 6)
=1
gdje su P’ kontrolna“ vrijednost pridru¥ena I —toj baznoj funkciji, B, (x, y)

I —ta B-Spline bazna funkcija a n broj baza koje utjecu na aproksimaciju u trenutnoj
tocki. Bazna funkcija u dvodimezijskom prostoru definirana je kao ortogonalni
tenzorski  umnoZak  baznih  funkcyja u  jednodimnzijskom  prostoru,
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B, (x, y) =N, (x)Mr (y) B-Spline bazna funkcija je po dijelovima polinom,

lokalnog je karaktera te je u svakoj tocki podru¢ja nenegativna. Sve su baze prvog ili
viSeg  stupnja definirane pomocéu baze nultog stupnja. Bazne funkcije u
jednodimnzijskom prostoru su definirane pomoéu B-Spline ¢vorova koji odreduju
podru¢ja na kojima je neka baza razlicita od nule. Bazna funkcija nultog stupnja

N, ( ) je jedini¢na odsko¢na funkcija definirana na évornom rasponu [x, > X, +1> Sve
bazne funkcije vifeg stupnja se izraSunavaju pomocéu baznih funkcija nultog stupnja

prema Cox-DeBooreovoj rekurzivnoj formuli [4]. B-Spline bazne funkcije nultog,
prvog 1 drugog stupnja u jednodimnzijskom prostoru prikazane su na slici 1.

N:O N:+1 0 Nf+2,0
T 1
| 7 |
ey
./’ \ 1 e
i ! +1,1
B-Bpline Lame flinkcije ]*' / ~ TN
/]\l i% \// " \5<N,-12\'\
‘ rn // \ ~o |
|
x X 3 x X X x x x x X
3 B—Splme dvorovi i i+1 it i3 i
® o o o) o) o) o o o o 00
v -1 i i+1
kontrolne to¢ke PP P’

Sl. 1. B-Spline bazne funkcije
Bazna funkcija stupnja p definirana je na ¢vornom rasponu x € [xi > Xisp +1> . Bazna

funkcija u dvodimezijskom prostoru definirana je kao ortogonalni tenzorski umnoZak
baznih funkcija u jednodimnzijskom prostoru, pa je opet definirana na lokalnom
podruéju X € [xi > xi+p+1>’ y € [y_] > xj+q+1> '

Kontrolne vrijednosti su parametri pridruZzeni kontrolnim toc¢kama. Kontrolne
tocke su smjesStene na podrucju definicije pripadne bazne funkcije. B-Spline &vorovi
mogu biti ponovljeni, tj., na istoj koordinati moguée je ponoviti do p+1 B-Spline
¢vorova te time u toj tocki postiéi vrijednost baze jednaku 1, §to je sludaj na rubnim
tockama prostora prema slici 1.

Da b1 se postigla interpolacija u kontrolnim to¢kama potrebno je postaviti uvjete da
u tim kontrolnim tockama B-Spline aproksimacija izraGuna zadane vrijednosti. Uvjet
mnterpolacije se provodi na nacin da se postavljaju jednadZzbe koje opisuju
aproksimiranu vrijednost u svakoj kontrolnoj tocki. Zadana vrijednost u svakoj
kontrolnoj to¢ki je na desnoj strani jednadZbe. Koeficijenti uz kontrolne vrijednosti su
vrijednosti pripadnih B-Spline baznih funkcija u kontorlnim toc¢kama. Time se dobije
sustav od N jednadzbiza N kontrolnih to¢aka.

Taj se sustav simbolitki moZe zapisati kao Bk =u. Clanovi matrice B su
vrijednosti B-Spline baznih funkcija u kontrolnim to¢kama, vektor k sadrZi kontrolne
vrijednosti a vektor u jesu Zeljene, odnosno interpolirane vrijednosti u kontrolnim
toSkama. Invertiranjem matrice B dobivaju se kontrolne vrijednosti prikazane preko
interpoliranih vrijednosti u kontrolnim tockama. Iz tog razloga kontrolne tocke se dalje
smatraju Svorovima diskretizacije jer su njima pridruZene interpolirane vrijednosti
komponenata pomaka.
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Vra¢anjem kontrolnih vrijednosti u (6) dobivaju se interpolirajuée funkcije oblika

N N N
=ZCDI (x)uI =ZZB]. (x)B_l(ﬂ)uI. @)
I=1 I=l j=1
3 MJESOVITA FORMULACIJA

U dvodimenzijskim problemima komponente pomaka u svakom d&voru su

T
(uI) =|:u1 VI], a za stanje ravninskog naprezanja komponente naprezanja u

T
. . Y _ I I I . .. . )
¢vorovima su (6 ) —[O'x o, T, ] Za interpolaciju pomaka i naprezanja

koriste se iste funkcije oblika temeljene na MLS [3], PPl [2] 1 B-Spline (7)
aproksimacijama koje imaju svojstvo interpolacije, odnosno Kroneker-delta svojstvo.
Interpolacija veli¢ina polja provodi se nezavisno za pomake 1 naprezanja prema

N
ZcD’ ul, ,].(x)=;c13’(x)a,.j. (8)

Diskretiziranjem Jednadzbl (5) za unutarnje ¢vorove uz mterpolaciju (8) dobiva se

gq’,f’("’)aﬁ— (x'), J=LN. ©)

Diskretiziranjem jednadZbi (5) za §vorove na I', uz interpolaciju (8) dobiva se

Y (0, (), ~a @ (<)o, n,)=—f,(¥')-at(x'), J=LN, ao)

Buduéi da je prema (9) broj jedandibi ravnoteze manji od broja Cvomih
komponenata naprezan_la potrebno je uvesti dodatne jednadzbe koje povezuju
komponente naprezan_la 1 pomaka u C&vorovima. Za lineamo-elastiéni materijal
Hookeov zakon povezuje komponente naprezanja s komponentama deformacija prema

0; =CinEim- U sludaju malih deformacija komponente deformacije su prikazane

pomo¢u komponenata pomaka prema &, =(u,., ].+uj’,.)/ 2. Prethodne jednadzbe

diskretizirane prema (8) su

N
C,.].kmz (CD,mI (xJ )ukI +@,/ (xJ )umI ) =o,’, J=LN. 11)
=1
JednadZbe (9) mogu se simbolicki zapisati kao
K oc=f. 12)
1z 1zraza (5) rubni uvjeti sila se mogu simbolicki zapisati kao
(~x®)s =—at, (13)

gdje je ® matrica koja obuhvaca funkcije oblika 1 komponente vanjske normale na
mjestu djelovanja prirodnih rubnih uvjeta u skladu sa en=t . Zbrajanjem jednadzbi
(12) 1 (13) dobije se
(K,-a0®)e=f-at. (14)
JednadZbe koje povezuju pomake 1 naprezanja (11) zapisane simbolicki su Tu=o
pa uvrStavanjem u (14) dobivamo
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(K,—a®)Tu=f-at. (15)
Nadalje, (ch - @)T se moze oznaditi s K, f—at se moZe oznaditis R pa

se jednadZzbe (15) mogu pojednostavniti s Ku = R. U ovaj se sustav jednadzbi uvode
osnovni rubni uvjeti (2) 1izravno zbog svojstva interpolacije funkeija oblika.

4 NUMERICKI PRIMJER, KONZOLA

Za primjer prema slici 2 pomaci na lijevom kraju su sprijecent, tj. u,v=0. Za
usporedbu je koriSteno numericko rjesenje dobiveno metodom konaénih elemenata. Na
slici 3 usporedeni su poprecni pomaci na srednjoj linij1 konzole.

y

._
I
H

L

S1. 2. Konzola optere¢ena jednoliko kontinuirano na slobodnom kraju, diskretizirana s 31x11
pravilno razmjestenih évorova

-0,005
\Q\@ x
-0,01 \&
-0.015 \Q\ —— VMKE
0O O MLS, p=2
Sl ‘E\ £ B-Spline 2
0,025 m] & PPIM, p=2
E\D
-0,03
B\D
-0,035 ,ﬁ\
]
-0,04 ‘ﬁ\
-0,045 \g\
0,05 \g\
-0,055 A

-0,06

vNI’

=

Sl. 3. Pomaci na elasti¢noj liniji konzole

Na dijjagramu na slici 3 prikazani su pomaci na srednjoj liniji konzole. Puna linija
predstavlja pomake dobivene metodom konaénih elemenata a oznakama su prikazani
pomaci dobiveni predloZzenom numerickom metodom uz tri razliite aproksimacijske
sheme. B-Spline 1 PPI aproksimacije daju bolja rijeSenja od onog dobivenog pomocu
MLS aproksimacijske sheme.
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5 ZAKLJUCAK

Prikazana je nova bezmreZzna numeri¢ka formulacija temeljena na kolokacijskoj
mjesovito] formulaciji za linearno-elastiéne dvodimenzijske probleme. Primijenjena je
nova aproksimacijska shema koja se temelji na B-Spline baznim funkcijama. B-Spline
bazne funkcije imaju lokalni karakter pa je matrica sustava pojasna. Izradunavanje
funkcija oblika 1 njithovih derivacija temeljenith na B-Spline funkcijama je vrlo
jednostavno i brzo. Funkcija interpolirana pomoéu B-Splinea stupnja p ima C? -
kontinuitet na cijelom podruéju. Primijenjene su 1 MLS 1 PPI aproksimacijske sheme za
usporedbu s B-Spline aproksimacijom. U mjeSovitoj formulaciji komponente pomaka 1
naprezanja su aproksimirane nezavisno istim aproksimacijskim funkcijama. Budu¢i da
nema integracije slabe forme, izraunavanje matrice sustava je vrlo jednostavno i brzo.
Potrebne su najvise prve derivacije funkcija oblika.

U B-Spline aproksimaciji je proizvoljan odabir B-Spline ¢vorova §to moZe utjecati
na kvalitetu aproksimirane funkcije. U MLS aproksimacijskoj shemi postoje proizvoljni
parametari koji utjecu na kvalitetu aproksimacije kao Sto je veli¢ina domene teZinske
funkcije ili vrsta teZinske funkcije. B-Spline ima svojstvo reprodukcije funkcija koje su
sadrzane u bazi pa, ako je koriSten B-Spline stupnja p =2, aproksimirana funkcija
moZe opisati pomake krutog tijela 1 polje konstantne deformacije.

Rubni uvjeti sila zadovoljeni su pomoéu kaznene (penalty) metode. Jednadzbe su
diskretizirane ¢vornim komponentama naprezanja. Na taj nacin broj jednadzbi je manji
od broja ¢vornih nepoznanica pa je potrebno uvesti dodatne jednadzbe. Dodatne
jednadzbe su poveznica pomaka 1 naprezanja tako da u konacénici dobivamo sustav s
¢vornim komponentama pomaka. Osnovni rubni uvjeti se zbog interpolacijskih
svojstava funkcija oblika uvode izravno.

Na analiziranom numeri¢kom primjeru je uoceno da je konvergencija monotona.
Numericki primjer pokazuje da je rjeSenje postignuto primjenom B-Spline
aproksimacije u usporedbi s MLS 1 PPI aproksimacijskim shemama najbolje.

Literatura:
[1] Atluri, S.N., Liu, HT., Han, Z.D., Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) Mixed
Collocation Method For Elasticity Problems. CMES, vol.14, no.3, 141-152, 2006.
[2] Liv, G.R.,, GU, Y.T., An Introduction to Meshfree Methds and Their Programming.
Springer, 2005.
[3] Atluri, S.N., The Meshless Method (MLPG) for Domain & BIE Discretizations. Tech
Science Press, 2004.
[4] Rogers, D. F., An Introduction to NURBS: with historical perspective. Academic Press,
2001.

Autori:

Josip Hoster, Jurica Sori¢, Tomislav Jarak, SveudiliSte u Zagrebu, Fakultet strojarstva 1
brodogradnje, Zavod za tehnicku mehaniku, Ivana Ludiéa 5, 10000 Zagreb,
josip.hoster@fsb.hr, tel. 01 6168115, jurica.soric@fsb.hr, tel. 01 6168103,
tomislav.jarak@fsb.hr, tel. 01 6168514, web: http://www.fsb.hr/mechanics/chair mechanics/ .

22



Treéi susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

NUMERICKA ANALIZA LJUSKASTIH KONSTRUKCIJA
POMOCU BEZMREZNE MLPG METODE

Jarak, T. & Sorié, J.

SaZetak: Prikazan je solid-shell MLPG koncept za analizu ljuskastih konstrukcija. Izvedeni su
modeli temeljen1 na metodi pomaka kao 1 mjeSoviti algoritmi. Ljuskasti kontinuum je
parametriziran, a diskretizacija je provedena u parametarskom prostoru pomoc¢u ¢vorova koji se
nalaze na gornjoj i donjoj plohi ljuske. JednadZzbe modela zadovoljene su u lokalnoj slaboj
formi koja je izvedena pomocu lokalnog Petrov-Galerkinova postupka. Sve nepoznate veli¢ine
polja aproksimirane su pomoéu jednakih MLS funkcija u tangencijalnoj ravnini srednje plohe,
dok su za interpolaciju po debljini stijenke primijenjeni jednostavni polinomi. U globalnim
sustavima jednadZbi javljaju se kao neovisne varijable samo ¢vorni pomaci. Uéinkovitost
prikazanih formulacija pokazana je pomoéu numerickog primjera.

Kljuéne rijeci: MLPG metoda, ljuske, metoda pomaka, mjeSovita formulacija, locking.

1 UVOD

Vecéina do sada razvijenth bezmreznih formulacija za analizu ploca 1 ljusaka, kao Sto je
npr. ona prikazana u [1], temelji se na nekoj od klasi¢nih teorija ljusaka te ne sadrzi sve
komponente tenzora naprezanja. U odredenim slucajevima takav pristup onemoguéava
tocnu analizu procesa deformiranja ljuskastih konstrukcija. Jedan od naina da se
uklju¢e sve komponente tenzora deformacija 1 naprezanja u numericke modele za
ljuskaste konstrukeije je primjena tzv. solid-shell koncepta [2].

U ovom radu prikazane su solid-shell bezmreZne formulacije. Svi algoritmi izvedeni su
primjenom MLPG metode [3]. Primjena solid-shell koncepta omogucava da se
kontinuum ljuskastih konstrukcija opiSe pomocu kinematickih relacija koje vrijede za
standardna trodimenzijska (3-D) &vrsta tijela. Diskretizacija je provedena pomocéu
parova ¢vorova koji se nalaze na gomnjoj, odnosno donjoj plohi ljuske. Oko ¢vorova
definirana su lokalna potpodru¢ja za koja su pomocu Petrov-Galerkinova principa
izvedene slabe forme jednadzbi ravnoteze. Iz tih slabih formi moguce je izvesti
razli¢ite algoritme u kojima se uz pomake mogu neovisno aproksimirati i neke od
komponenata tenzora deformacija ili naprezanja. U mjeSovitim formulacijama se
primjenom odgovarajuéih kolokacijskih postupaka izvode zatvoreni globalni sustavi
jednadzbi u kojim su neovisne varijable samo C¢vorni pomaci. U prikazanim
formulacijama sve neovisne varijable aproksimirane su pomoé¢u metode pomiénih
najmanjih kvadrata (moving least squares, MLS) [3] u smjerovima tangenti na srednju
plohu dok su u smjeru normale koriSteni jednostavni polinomi. U prikazanim
formulacijama primijenjene su posebne procedure za izbjegavanje nepoZeljnog
Poissonovog debljinskog lockinga (Possion's thickness locking) 1 popreénog
posmicnog lockinga (fransversal shear locking).
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2 SOLID-SHELL MLPG KONCEPT

U skladu sa solid-shell pristupom, ljuska sc promatra kao 3-D deformabilno tijelo
smjefteno u globalnom Kartezijevom koordinatnom sustavu prema slici 1. Tijelo
zauzima volumen £ koji j¢ omeden plc]:uﬂhom I.

S1. 1. Diskretizacija ljuskastog kontinuuma

Razmatra se samo statitki sludaj opteretenja pa polaznu jaku formu diferencijalnih
jednad?bi za sve izvedene formulacije predstavljaju standardne 3-D jednadZbe
ravnoteZe

a'#.j+b,=0, unutar £2, (1)
gdje je o, tenzor naprezanja, a b, jo vektor volumnih sila. Te jednadzbe moraju biti
zadovoljene u svim toékama vautar {2, a njihove rjefenje mora zadovoljiti pripadne
geometrijske rubne uvjete #, propisane na dijelu globalne plohe I',,

u=u, nal, 2)
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kao 1 prirodne rubne uvjete koji su propisani na dijelu globalne plohe I,,

t,=o,n =1, nal,. 3)

U okviru ovog rada geometrija ljusaka je opisana definiranjem geometrije srednje
plohe 1 normale na srednju plohu. Pri tome je srednja ploha parametrizirana pomocu

prikladnih krivocrtnih koordinata 8“ te je opisana matematiGki egzaktno. Koordinatna

os & je okomita na srednju plohu. Pomoéu metrickih vektora parametrizirani
kontinuum se preslikava u parametarski prostor, gdje se vrsi diskretizacija kontinuuma

pomocu parova ¢vorova [ (u) and / (l ) , 1=1,2,...,N ukojima se évorovi / (u) nalaze
na gornjoj, a / (l ) na donjoj plohi ljuske. Oba ¢vora u paru leZe na istom materijalnom
vlaknu koje je u poCetnom stanju okomito na srednju plohu ljuske.
Oko svakog para ¢vorova [ definira se podrucje koje se naziva lokalna sub-domena.
Lokalna sub-domena zauzima volumen () omeden plohom &Q!. Za svaku
formira se tzv. lokalna slaba forma (local weak form, LWF) 3-D jednadzbi ravnoteze
primjenom metode teZinskog reziduala u obliku
[ve(0,,+b)dQ-a [ v, (u,~7,)dl =0, )
Q L.,
gdje v,, opisuje proizvoljne prihvatljive testne (teZinske) funkcyje (fest functions), dok
se nepoznate varijable polja o, 1 u, aproksimiraju pomoéu odabranih
aproksimacijskih funkcija koje se nazivaju probne funkeije (trial functions). Ukoliko
bezmreZzne aproksimacijske funkcije ne posjeduju Kronecker delta svojstva,
geometrijski rubni uvjeti su zadovoljeni primjenom kaznene metode s kaznenim

parametrom @ >>1. T’ je dio 0Q! na kojem su zadani geometrijski rubni uvjeti,
[! =T, n&Q!. Sve varijable u gornjim izrazima su funkcije krivocrtnih koordinata,
odnosno o, =0, (49"), u, =u,.(l9k) sV, =V, (9"), itd.

U skladu s MLPG metodom, lokalne slabe forme su izvedene primjenom Petrov-
Galerkinovog postupka kod kojeg testne 1 probne funkcije ne moraju pripadati istom
prostoru funkcija. U ovom radu testne funkcije su opisane lineamnim polinomima u

smjeru normale na srednju plohu dok se u ravnini tangentnoj na srednju plohu koriste
Heavisideove step funkcije. Varijabla v,, je odabrana tako da se moZe zapisati u

sljedecem obliku
v = 8,9(6") 5)
gdje o,, oznafava Kronecker delta simbol, a v predstavlja proizvoljno odabranu
prihvatljivu funkciju
v(H")=cl+czl93, €,C,E - (6)
Nepoznate veli¢ine polja u svim predloZenim algoritmima aproksimirane su primjenom
MLS funkcyja [1] u tangentnoj ravnini, dok se u smjeru normale takoder koriste

jednostavni polinomi. Primjenom testnih funkcija (5) 1 (6), lokalna slaba forma (4)
moZze se zapisati u sljedecem obliku
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—|nodl— | nodl+a | u dl' =
I 7K I 7K I
LI 1—~I 1—~I

[ 5,dQ+ | 7dT +a [ @ dr,
a Il I

(¢ ,0,d0-[0°no, dT- [ @ no dl+a[ ¢, dl = @
[0, 0,d0- ¢ no,dT- [ nodl+a| Gu,dl =
a 2 Il I}

[6°5,dQ+ [0 dl +a | @i, dT.
Qf i s

su

U gomjim izrazima ¢, oznaSava vektor naprezanja, £ je njegova zadan vrijednost na

dijelu lokalne rubne plohe I'/, =T, n0Q!, a L] je dio 0Q koji se nalazi unutar Q.

Lokalna slaba forma (7) predstavlja ishodiste za izvodenje raznih MLPG solid-shell
numerickih formulacija. Ako je neovisna varjjabla samo polje pomaka, dobivaju se
MLPG algoritmi temeljeni na metodi pomaka, odnosno tzv. primarni MLPG algoritmi.
Uz pomake moguée je direktno aproksimirati 1 druge varjable sustava, npr.
komponente tenzora deformacija ili naprezanja. U tom slucaju rezultiraju¢i numericki
model predstavlja mjeSovitu MLPG solid-shell formulaciju.

3 LOCKING EFEKTI U MLPG SOLID-SHELL PRISTUPU

Kao $to je poznato iz MKE, solid-shell koncept osjetljiv je na pojavu raznih locking
efekata, posebice ako se aproksimira samo polje pomaka. MoZe se teoretski pokazati
da se kod solid-shell MLPG formulacija javlja Poissonov debljinski locking ako je
normalna komponenta deformacije konstantna po debljini. Takoder, kod tankih
struktura javlja se 1 popreéni posmiéni locking ukoliko bezmreZne metode ne
zadovoljavaju Kirchhoff-Loveove pretpostavke.

U solid-shell MLPG pristupu Poissonov locking moze se otkloniti upotrebom
hijjerarhijske kvadratne interpolacije za popreénu komponentu pomaka [4],
modificiranjem ¢vornih vrijednosti popreéne normalne komponente deformacije [5] ili
direktnim aproksimiranjem popreéne normalne komponente tenzora naprezanja [6].
Kod primamnih metoda, popredni posmiéni locking je moguce ublaZiti primjenom MLS
funkcija s visokim redom baze. Takav pristup nazalost ne otklanja taj locking u
potpunosti, a 1 numeri¢ki je neucinkovit [4],[5],[6]. Kod mjeSovitih formulacija,
popreéni posmiéni locking je u potpunosti na ucinkovit i1 jednostavan nacin eliminiran
direktnim aproksimiranjem komponenata tenzora deformacije [5],[6].

3 DISKRETIZACIJA JEDNADZBI

Sve nepoznate varijable polja obi¢no se aproksimiraju pomocu istth MLS funkcija u
tangentnim smjerovima na srednju plohu dok se u smjeru normale na srednju plohu
primjenjuju jednostavni polinomi. Diskretizirane varijable mogu se zapisati u
sljedecem opcenitom matriénom obliku,

m(ef)=§ 4,(6°)02 (¢ )6, u(ef)=§ 4,(6°)0%()i,.  ®)

26



U gomjim izrazima u je aproksimirani vektor pomaka a @ je vekior koji sadrZ?i
aproksimirane komponente tenzora deformacija i naprezanja. Vektori 4, i ®; su
pripadni vektori ¥vornih vrijednosti povezanih, ¢, predstavlja 2-D MLS &vorne
funkcije oblika pomoéu kejih se opisuje raspodjcla varijabli u smjerovima koji su
tangentni na srednju plohu, a matrice ®; i @) opisuju raspodjelu u smjeru normalu
na srednju plohu.

Uvritavanjem aproksimacija (8) u lokalne slabe forme (7), dobivaju se diskretizirane
jednadZzbe. Ukoliko je polrebno, zatvoreni sustav jednadZbi na globalnoj razini dobiva
se postavljanjem odgovarajuéih dodatnih relacija. U metodi pomaka do dodatnih
jednadzbi moZe se doéi primjenom testne funkcija koja je kvadratna u smjeru nommale
[4]. Kod mje¥ovitih formulacija potrebno je postaviti dodatne ograniavajuée uvjete za
aproksimirane komponente tenzora deformacije ili naprezanja u pojedinim to¢kama
[51,[6]. Iz tih se izraza izraCunavaju nepozmate &vorne vrijednosti komponenata
deformacija ili naprezanja pomodu aproksimiranog polja pomaka. Ta se transformacija
¢vornih vrijednosti na jednostavan nafin moZc obaviti primjenom odgovarajuéih
kolokascijskih postupaka [5],[6]. Uvritavanjem take izradunatih Svornih vrijednosti
deformacija i naprezanja u diskretizirane lokalne slabe forme izvodi se globalni sustav
jednad?bi u kojem se kao nepoznanice javljaju samo nepoznate &vorne vrijednosti
pomaka.

4 NUMERICKI PRIMJER
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S1. 2. Numeridki primjer: diskretizacija (lijevo} 1 brzina konvergencije (desna)

Analizirana j¢ dugafka cilindriéna ljuska, optereéena hinijskim kontinuiranim
opteretenjem iznosa g=1 duZ gomje, odnosno domje izvednice. Duljina Ljuske je
L =300, polumjer je R=90, a debljina stijenke ljuske je h=0,9. Materijal je
lineamo elastiGan 8 modulom elastinosti E'=210000 i Poissenovim koeficijentom
v=0,3. Zbog simetrije, samo je jedna osmina ljuske diskretizirana pomoéu jednoliko
ragporedenih &vorova prema slici 2.

Provedena je analiza brzine konvergencije pomaka, a rezultati su prikazani na slici
2. Usporedene su vrijednosti dobivene pomoéu mjesovite formulacije u kojoj je
aproksimirana popreina normalna komponenta naprezanja kako bi se eliminirao
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Poissonov locking [6] i primarne formulacija kod u kojoj je koriStena kvadratna testna
funkcija [4]. Vidljivo je da u mjeSovitoj formulaciji mogucée posti¢i mnogo vecu
ukupnu toénost rjeSenja primjenom MLS funkcija nizeg reda nego kod formulacija
temeljenih na metodi pomaka $to ukazuje na mnogo manju osjetljivost mjesovitog
MLPG pristupa na popreéni posmiéni locking.

5 ZAKLJUCAK

Prikazan je solid-shell MLPG koncept za analizu ljuskastih konstrukcija pomocu kojeg
je mogucée izvesti razli¢ite mjeSovite 1 primame numericke modele. Diskretizacija je
provedena pomoc¢u ¢vorova koji se nalaze na gornjoj 1 donjoj plohi ljuske. Pomocu
lokalnog Petrov-Galerkinova postupka izvedene su slabe forme uvjeta ravnoteze. Sve
nepoznate veli¢ine polja aproksimirane su pomoéu jednakih MLS funkcija u ravnini
srednje plohe, dok su za interpolaciju po debljini stjenke primijenjeni jednostavni
polinomi. U globalnim sustavima jednadZbi javljaju se kao neovisne varijable samo
¢vorni pomaci.

PredloZeni mjeSoviti pristup pokazuje znaCajne prednosti u usporedbi s
formulacijama temeljenima na klasiénoj metodi pomaka. Mjesoviti pristup mnogo je
manje osjetljiv na pojavu locking efekata u slucaju tankih ljusaka. Moguce je postiéi
veéu ukupnu toénost pomoéu MLS funkcija nizeg reda pa je stoga numericka
ucinkovitost mjeSovite formulacije znac¢ajno veéa. Osim toga, derivacije MLS funkcyja
potrebno je izraCunavati samo u ¢vorovima, a ne u svim toSkama integracije, §to
dodatno pridonosi numerickoj uéinkovitosti.
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OCJENA MAKRO MODELA ZIDANIH ISPUNA U
NELINEARNOJ ANALIZI AB OKVIRA SA ZIDANIM
ISPUNOM

Kalman, T. & Sigmund, V.

SaZetak: PonaSanje armiranobetonskih okvimih zgrada pri djelovanju potresa vrlo &esto
rezultira konstruktivnim posljedicama koje izaziva prisutnost zidanih ispuna. Zidani ispun, koji
opcenito ima visoku krutost 1 &vrstocu, igra kljuénu ulogu u odgovoru armiranobetonske
okvime zgrade pri djelovanju horizontalnog opterecenja, posebno u pocetnim fazama potresa.
Iako veéina nacionalnih propisa na daje jasne odredbe za modeliranje, niti upute pri
projektiranju zidanih ispuna, njihov konstruktivni doprinos horizontalnoj krutosti takvih
kompozitnih konstrukcija se ne smije zanemariti. Cilj ovog rada je usporedba 1 evaluacija
postojeé¢ih makro modela zidanih ispuna u armiranobetonskim okvirima. Analiza nelinearnog
seizmi¢kog odgovora provedena je pomocu programa Seismostruct [SeismoSoft, 2006] koji
obuhvaca jednostavne 1 sloZene modele zidanih ispuna. Makro modeli zamjenskih
ekvivalentnih dijagonala obuhvacaju prijedloge dostupne u nacionalnim propisima 1 literaturi.
Za modeliranje uporabljeni su armiranobetonski okviri s razli¢itim omjerima visine 1 duljine i
razliGitim tipovima ispuna (slaba, srednja i jaka).

Rezultati istraZivanja daju pregled dostupnih makro modela zidanih ispuna u
armiranobetonskim okvirima i usporedbu rezultata eksperimentalnih ispitivanja sa numericki
dobivenim vrijednostima.

Kljucne rijeci: armiranobetonski okviri, model zidanog ispuna, nelinearna analiza

1 UVOD

Jednoliko 1 ravnomjerno raspodijeljeni zidani ispuni u armiranobetonskim okvirima
doprinose poveéanju krutosti 1 nosivosti okvira i smanjenju prirodnog perioda sustava
koje vodi do smanjenja medukatnog pomaka pri djelovanju jakih potresa. Poveéanje
popreéne sile 1 redukcija medukatnog pomaka ovakvog sustava, u odnosu na prazni
okvir, moZe izazvati ozbiljna ostecenja ukoliko se pri projektiranju ne uzme u obzir
uzajamno djelovanje 1 raspodjela ispune u okvimim sustavima. Cilj projektiranja su
sigurne 1 ekonomski prihvatljive konstrukcije kod kojih se moraju iskoristiti prednosti
povecanja krutosti 1 nosivosti sustava, ali u granicama koje neée dovesti do
nepozeljnih posljedica u ponasanju. Prema dokazima laboratorijskih istrazivanja okvira
sa zidanim ispunom najosjetljivija ,tocka* ovih kompozitnih sustava je stup okvira
omeden sa ispunom. RjeSenje problema zahtjeva razumijevanje ponasanja zida i
okvirnih betonskih elemenata pri djelovanju dinamickih opterecenja, koje se moZe
razrijesiti generalizacijom rezultata eksperimentalnih istrazivanja.

S obzirom da su armiranobetonski okviri sa zidanim ispunom najces¢éi tip sustava za
viSekatne zgrade nuZan je razvoj detaljnih uputa za seizmicko projektiranje ovakvih
sustava.

29



2 PREGLED NUMERICKIH MODELA ZIDANOG ISPUNA

Makro modeli zidanog ispuna se baziraju na fizikalnom razumijevanju globalnog
ponasanja i predstavljaju se zamjenskim ekvivalentnim dijagonalama. Pojednostavljeni
pristup modelu rezultira o¢iglednim prednostima u smislu proradunske jednostavnosti.

Holmes je prvi predlozio zamjenu ispuna sa ckvivalentnom dijagonalom istih
materijalnih karakteristika uz pretpostavku da je §irina ekvivalentne dijagonale jednaka

1/3 duljine dijagonale izmedu tlacno opterecenih kutova.

Stafford Smith i Carter (1969) su za odredivanje §irine dijagonale predlozili niz
grafikona koji prikazuju krivulje w/d , (gdje je d duljina dijagonale ispuna), na osnovu
bezdimenzionalnog parametra krutosti Ah ispuna i okvira i odnosa visine i raspona
ispuna. Za svaki odnos visine i raspona ispuna dane su krivulje za &etiri razlidita uvjeta
optereéenja: R /Re=0, R/Rc =1/2, R/Ry =1 and R/Rc=1, gdje R, Rc 1 Ry redom
predstavljaju naneseno opterecenje, opterecenje koje izaziva slom ispuna 1 opterecenje
uslijed kojeg dolazi do popustanja u ispunu. U fazi analize ispun se zamjenjuje se
zamjenskom dijagonalom sa definiranom Sirinom dijagonale w, istog materijala 1
debljine.

Mainstonov rad (1971) predstavlja procesuiranje 1 uskladivanje metode zamjenske
dijagonale koje su razvili Holmes 1 Smith. Formule za izradun Sirine dijagonale je
podijelio s obzirom na tip ispuna (opedni ili betonski ispun) 1 vrijednost
bezdimenzionalnog parametra krutosti Ah. Fema 356 je preuzela preporuke
Mainstonea, pa je u tablici 1 samo prikazana prihvaéena formula.

Tablica 1. Pregled prijedloga razli¢itih autora za izraCun §irine ekvivalentne dijagonale.

Autori / pravilnik Odredivanje §irine ekvivalentne dijagonale
Stafford-Smith i E_ -t-sin(20) ,
Carter (1969) Ah = hi/ Eln odnos h/l ispuna
Mainstone (1971) _ 0,4
iFema 356 w=0175-(-h)™"-w
1 A 1
~ As=Kt_p; hs= 5; Kt= 3
Zami¢ (1992) E, t, 5-h, N 0,6-h,
12.E -1, G, A,
Eurocode 8 15%d

Zamié (1992) preporuduje primjenu ekscentriéne dijagonale kao modela za zidani
1spun, koja je za stup pridrzana na 2/3 visine ispuna. Popredna povr§ina (A;) 1 §irina
ckvivalentne dijagonale (h;) mogu se odrediti pomoc¢u krutosti trokutnog dijela ispuna
1 materijalnih 1 geometrijskih karakteristika ispuna, kako je prikazano u tablici 1.

Eurokod 8 na vrlo konzervativan naéin predlaZe §irinu dijagonale kao 15% duljine
dijagonale zidanog ispuna.
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3 EKSPERIMENTALNI UZORCI AB OKVIRA S ZIDANIM ISPUNOM

Iz cksperimentalne baze podataka koja obuhvaca wuzorke jednokatnih,
jednorasponskih okvira sa zidanim ispunima odabrana su tri uzorka za modeliranje
razli¢itth omjera visina 1 raspona 1 razliGitih tipova Svrstoéa ispuna: slabi, sredn;i 1 jaki.

Od cksperimenata koje je proveo Colangelo (2005) odabrana su dva uzorka I to
tako da jedan odgovara okviru sa slabim ispunom (N2), a drugi sa ispunom srednje
tlaéne &vrstoée (Cl). Uzorak koji odgovara okviru s jakim tipom ispuna (M1)
cksperimentalno je ispitao Zarnié (1985).

Tablica 2. Osnovne geometrijske 1 materijalne karakteristike uzoraka

Okvir Ispun
f. MPa) E.(MPa) t (m) fn’(MPa) En (MPa)
N2 /1=0,57 44,5 35576 0,16 2,74 1212
Cl /1=0,75 43,7 35390 0,12 5,10 4230
M2 /1=0,70 15,2 17860 0,12 14,4 5486

4 NUMERICKO MODELIRANJE ZIDANIH ISPUNA

Za numeri¢ko modeliranje uporabljen je Seismostruct (Seismosoft, 2006.) koji pomoéu
konacnih clemenata pripisuje nelinearne materjjalne 1 geometrijske karakteristike
komponenata sustava. Nelincarnost elemenata okvira je definirana preko materijalne
nelinearnosti betona (ovijeni 1 neovijeni dijagrama betona prema Kent 1 Parku) 1
Celika (bilinearni dijagram) sa podru¢jima plastiénih zglobova. Za zidani ispun je
uporabljen Crisafullijev (1997) makromodel panela koji obuhvaca Setir1 dijagonale 1
dvije posmi¢ne opruge. Nelinearnost je simulirana pomoéu histereznog pravila
Crisafullija (1997) baziranog na aksijalnom tlaénom ponaSanju zida ispuna.

Makromodel ispuna sa varijabilnim povr§inama dijagonala ima debljinu jednaku
debljini zidanog ispuna 1 inicijalnu povrSinu definiranu prema prijedlozima razliéitih
autora kako je prikazano u tablici 3.

Varijjacija popreéne povrSine presjeka dijagonala definirana je preko Cetiri
parametra: inicijalne i krajnje povrSine Amsl and Ams2 (9% Amsl — kalibrirana
vrijednost) 1 aksijalnith deformacijael 1 €2 pri kojima povrSine mijenjaju svoje
vrijednosti.

Tablica 3. Inicijalne §irine ekvivalentnih dijagonala eksperimentalnih uzoraka prema

razli¢itim prijedlozima autora (Poglavlje 2) izraZene u metrima
uzorak 1 tip | Stafford-Smith 1 | Mainstone (1971) | 5 .,
ispuna Carter (1969) i FEMA 356 Zarni¢ (1992) Eurocode 8
N2 - slabi 0,45 0,17 1,16 0,40
C1- srednji 0,51 0,17 0,51 0,32
M2 - jaki 0,72 0,22 0,70 0,38

Primijenjena je pushover analiza sa rastuéim horizontalnim opterecenjem 1

konstantnim aksijalnim vertikalnim optereéenjem stupova. PonasSanje eksperimentalnih
uzoraka je definirano specifiénim toc¢kama primarne krivulje preko popreéne sile 1
medukatnog pomaka: podrucje popuStanja i graniéne nosivosti okvira sa zidanim
1spunom.
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S REZULTATI NELINEARNE ANALIZE

Numeridka komperativna studija je izradena e ciljem ocjence prepornia razlisitih
sutora za modelirenje tladnih dijagonals zidanog ixpoma za simulaciju ponadsn)je okvira
¢ Bumima necvino o Svmmiodi zidmog ispuns. Rezoliah su prikarsni na alies 1.
N2 —glahi ispun C1 — arednji ispun M2 —jaki izpun
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Na osnovu rezultata moze se zakljuéiti:

-preporuke Sttaford-Smitha i Cartera za sva tri tipa ispuna daju vrlo dobre rezultate
u odnosu na primarne krivulje dobivene eksperimentalnim istrazivanjima;

- preporuke Mainstonea, iako su ukljuSene u pravila za modeliranje ispuna
ekvivalentnim dijagonalama prema FEMI 365 rezultiraju jako lo§im predvidanjem
ponasanja, naroc¢ito za modele sa ispunom srednje 1 jake tladne &vrstoce;

- kao §to je i oSekivano, izrazi koje predlaZe Zami¢ odgovaraju srednjem i jakom
tipu ispuna.koje je on 1 obuhvatio u svom eksperimentalnom radu na osnovu kojeg je
bazirao svoje preporuke;

- preporuke Eurocoda 8 su dale dobre rezultate samo za slabi tip ispuna.

6 ZAKLJUCAK

Provedena je numericka studija s ciljem usporedbe i1 provjere vjerodostojnosti
postojetih uputa za primjenu makro modela zidanih ispuna u armiranobetonskim
okvirima. Za modeliranje su uporabljena tri eksperimentalna uzorka modela okvira sa
zidanim ispunom s razli¢itim omjerima visine i raspona ispuna i tri razli€ita tipa
ispuna: slabi, srednji i jaki. Na idealiziranim modelima primjenjena je pushover analiza
s ciljem simulacije eksperimentalno dobivenih primarnih krivulja.Makro model za
zidani ispun bazira se na modelu bazne ekvivalentne dijagonale sa histereznim
pravilom aksijalnog ponaSanja zida. Ovakav pristup modeliranju obuhvaca globalno
ponasanje ispuna koji je zamijenjen sa Setiri ekvivalentne dijagonale i dvije posmicéne
opruge koje predstavljaju posmiéno ponaSanje 1 osigurava kompetentnu evaluaciju
nelinearnog odgovora i definiranja podru¢ja ponaSanja sustava.Rezultati numericke
studije pokazuju da se primjenom uputa Stafford- Smitha 1 Cartera za odredivanje
Sirine ekvivalentne dijagonale moZe predvidjeti ponaSanje sustava koje odgovara
primarnoj krivulji dobivenoj eksperimentalnim istraZivanjem. Kako su rezultati ove
studije ogranifeni na sustave okvira s zidanim ispunom s jednim katom i jednim
rasponom, nuZna je primjena predloZenih modela na viSekatne i1 viSerasponske
konstrukcije.

Napomena:

IstraZivanja u ovom radu obavljena su u okviru znanstvenog projekta br. (149-
1492966-1536)“ Seizmidki proradun okvirnih konstrukcija s ispunom® koji financira
Ministarstvo znanosti, obrazovanja 1 sporta Republike Hrvatske. Autori se zahvaljuju
na potpori.
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TRODIMENZIJSKI MODEL RASTA I PROMJENE
STRUKTURE KRVNE ZILE

Igor Karsaj, Jurica Sori¢ & Jay D Humphrey

Sajetak: Razvijen je trodimenzijski matemati¢ki pristup koji moZe opisati promjenu
geometrije, strukture i mehanickih svojstava arterije optereéene s promjenjivim srednjim
krvnim tlakom 1 krvnim tokom. Numeri¢ki model mozZe u potpunosti dati prethodno potvrdene
rezultate dobivene pomocu dvodimenzijskih modela, ali 1 izraunati radijalne promjene masenih
udjela pojedinih komponenanta izvanstaniéne matrice 1 molekula koje utjecu na kontrakciju ili
Sirenje stijenke arterije. Vrlo vaZzno svojstvo ovog modela je da moZe predvidjeti promjene
zaostalih naprezanja, opisanih preko kuta otvaranja, kao posljedica povecanja ili smanjenja
krvnog tlaka. IzloZeni materijalni model temeljen na spregnutoj teoriji smjesa (constrained
mixture theory) produbljuje razumijevanje mehanobioloskih promjena i omoguéuje napredak
kod klini¢kih zahvata na arterijskim bolestima (npr. aneurizme, ateroskleroza).

Kljucne rijeci: arterija, teorija spregnutih smjesa, rast i promjena strukture, zaostala
naprezanja

1 UVOD

U posljednjih 15 godina, potaknuti u najve¢em dijelu radom Rodrigueza 1 suradnika
[6], posvecuje se sve veba paznja problemima matematiCkog modeliranja rasta
(promjena u masi) i prestrukturiranja (promjene mikrostrukture) kod mekih tkiva i to
posebno kod arterija. IstraZivanje je vrlo zahtjevno zbog vrlo kompleksne mehanike
krvnih Zila, kompozitne strukture kao 1 aktivnog djelovanja glatkih misiénih stanica 1
pasivnog anizotropnog hiperelastiénog ponasanja. Pristup Rodrigueza i1 suradnika je
kinematicki tj. G&R se samo opisuje, a ne ulazi se u uzroke takvog ponasanja
(promjena krvnog tlaka 1 masenog toka). Humphrey 1 Rajagopal [3] predlazu u osnovi
drugadiji pristup temeljen na opisu promjena i proizvodnje odnosno razgradnje
izvanstaniénih dijelova stijenke Zile kao posljedica promjene normalnih vrijednosti
vanjskog optereéenja. Uvode pojam spregnutih smjesa (constrained mixture model) u
kojem su pojedeni dijelovi spregnuti u smjesu u kojoj se moraju gibati 1 deformirati
zajedno (npr. arterija). No svaki od tih dijelova moZe posjedovati vlastitu konfiguraciju
(natural configuration) u kojoj nemaju zaostalih naprezanja.

Daljnji razvoj] G&R na temeljima iz [3] napravljen je u radu Baeka 1 suradnika [1]
za mozdane aneurizme 1 dalje proSiren od Valentina 1 suradnika [7] za moZdane
arterije. lako su ogranieni na membransko ponaSanje ti modeli nam daju bitne
informacije o mehanizmima G&R (npr. ovisnost o naprezanju, o koncentraciji
vazodilatatora 1 vazokonstriktora). Dani 2-D modeli daju nam informaciju o prilagodbi
arterija dok bi 3-D pristup trebao tome jo§ dodati informaciju o utjecaju raspodjele 1
preddeformiranja pojedinih konstituenata (elastin, kolagen) unutar stijenke, [2].
Trodimenzijski modeli mogu uzeti u obzir 1 raspodjelu medustaniénih struktura koje ne
doprinose nosivosti krvne Zile (npr. kisik, molekule koje uzrokuje kontrakciju ili
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dilataciju Zila te proteina koji utjeSu na razgradnju mehanicki bitnih dijelova).
Machyshyn i suradnioci [5] predlaZu 3-D model temeljen na kinematidkom pristupu
Rodrigueza §to je ujedno 1 jedan od bitnih nedostataka takvog pristupa. Wan 1 suradnici
[8] razvili su 3-D G&R model temeljen na principima Humphreya 1 Rajagopala.
Koristili su proradun na osnosimetridnom cilindru dok su proizvodnju komponenata
definirali u prirodnoj konfiguraciji svakog konstituenta (eksperimentalno nije moguée
ispitati tu hipotezu).

2 KINEMATIKA

Prednost novoga 3-D modela u odnosu na prethodne je formulacija teorije u in vivo
konfiguraciji (trenutna konfiguracija smjese), Slika 1, i prirodnoj konfiguraciji svakog
konstituenta (bez zaostalih naprezanja). Vazno je napomenuti da je takva teorija vrlo
bliska stvammom ponafanju arterija jer se sve prilagodbe i proizvodnja konstituenata
dogada in vivo.

U skladu s prethodnim 2-D modelima pretpostavka je da mehanitka svojstva i
deformacije ugradnje (deposition stretches) G* novostvorenih struktura (kolagen,
glatke mifi¢ne stanice) ostaju konstantne bez obzira na promjenu geometrije. Gradijent
deformiranja F:(r)(s) predstavlja preslikavanje iz prirodne konfiguracije svakog
konstituenta & u trenutku 7 u trenutnu konfiguraciju smjese u trenutku s. Preslikavanje
unutar trenutne konfiguracije smjese izmedu dva trenutka 7 i s opisano je s [F.
Pretpostavka je da se gustoda mase smjese ne mijenja, p(s)= p(0), pa vrijedi relacija

det JF=J(s),

gdje je J (s) lokalna promjena volumena u in vivo konfiguraciji. Smjer vlaknastih
struktura (kolagen i meke mifiéne stanice) opisan je vektorom poloZaja m* (1:) za
svaki pojedini trenutak.

= T T=S
constituent =0 B

natural Ow —— 0 o > qo

configurations
GO G (ﬁ \ %

current
mixture
configuration

Slika 1 Prikaz najvaZnijih konfiguracija
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3 KINETIKA

U naSem pristupu, za razliku od prethodnih radova proizvodi se masa, a ne gustoca §to
je mnogo blize stvarnom ponaSanju jer se¢ u stijenci Zile stvara masa, a ne gustoéa.
Promjena mase smjese (termin smjesa se koristi za opis medudjelovanja mehanicki
bitnih dijelova - elastin, kolagen 1 glatke miSiéne stanice) stoga je
M*(s)= M*(0)Q* () + jo m*(t)q" (s — 7)dr. (10)
Indeks k£ oznacava pojedini konstituent (elastin, kolagen ili glatke miSiéne stanice),
T GI:O'S] je G&R vrijeme, dok su m* i g* &lanovi koji se odnose na proizvodnju i
uklanjanje mase pojedinih struktura. Za proizvodnju / uklanjanje pojedinih struktura
koristi se sljedeéi izraz
m* (7)=m’ (1+ K*Ac(r)+ KEAC(2) ) (11)
gdje je mg proizvodnja u homeostatskim uvjetima, a X i K} su faktori ovisnosti

proizvodnje povezani uz promjenu homeostatskog pritiska u stijenci

A o ( T) = col]agen or SMC ( T)" collagen or SMC , (1 2)
1 promjene koncentracije vazokonstriktora 1 Vazodllatatora u endotelnim stanicama
AC(7)=C(1)-C,. 13)

Funkcija uklanjanja

qd (s-7)= exp(—rK" (%)d%) , (14)
opisuje Zivotni vijek pojedine strukture krvne Zile opisane parametrom uklanjanja

K* (7).
4 NAPREZANJA

PonasSanje arterija moZe se opisati pomocu nelinearnog, anizotropnog elastinog
modela. Naprezanja su stoga dana kao

2 _ow
e FEFT +1*e,®e,, 15)

gdje je W energija sustava za elastiéno deformiranje, a ¢

t=

active

Jje aktivni doprinos mekih

miSiénih stanica u cirkulammom smjeru. Koristeéi teoriju smjesa encrgija se rastavlja

kao suma energija pojedinih struktura W = Z #W* gdje je #* maseni udio pojedine
k

strukture. U skladu s [1], pohranjena energija svake strukture £ mozZe se zapisati kao

W)= Z S OO Ce@ ), Z’"M(,f())q G- P C@ ) ao
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5 PRIMJENA 3 - D FORMULACIJE NA OSNO SIMETRICNI
CILINDAR

Kako ugradnja predloZene teorije u opéu 3-D geometriju zahtjeva upotrebu metode
konadnih elemenata, koja jo§ nije u potpunosti razvijena za probleme G&R, mi smo
prve simulaocije napravili na cilindriénom dijelu arterije (karotidna arterija, bazilarna
arterija). Jednadzbe ravnoteZe za problem osnosimetriénog cilindra su

n dr
P=L (t”_t")T’ %)
L=2x["t_dr, (18)
2 2 J,(DM(0)
r() —r(r)' = —p(r)ﬂl . 19
6 NUMERICKI REZULTATI
15
4145
14

125
K=1 112
1.15
1000
log [s], Days

Slika 2 Vremenski tijek promjene kuta otvaranja i osne deformacije

Potvrdu toénosti 1 uéinkovitosti modela napravili smo na problemu bazilarnih arterija
(podaci dobiveni od [7]) optereéenih promjenjivim hemodinamickim uvjetima (50%
poveéanje krvnog tlaka). 3-D modelom uspjeli smo dobiti veé potvrdene rezultate 2-D
proracuna, Slika 3 1 uz to smo potvrdili rezultate za kut otvaranja i osnu deformaciju,
Slika 2. Kao §to je i objavljeno u literaturi kut otvaranja se prvo poveéava, a nakon
toga slijedi njegovo smanjenje na podetne vrijednosti, [4].
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stijenke (b)
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ANALIZA I1ZVIJANJA GREDNIH NOSACA
TANKOSTIJENIH KOMOZITNIH POPRECNIH PRESJEKA

Lanc, D., Turkalj, G. & Pesic 1.

SaZetak: Rad prezentira numericki model za analizu izvijanja grednih konstrukcija
tankostijenith laminatno-kompozitnih popreénih presjeka. Algoritam je razvijen koristeéi
jednodimenzionalni prostorni gredni kona¢ni element. Gredni je element pravocrtan 1
prizmati¢an. Ukljuceni su efekti prostornih pomaka 1 efekti prostornih rotacija. Deformacije su
pretpostavljene malima. Primijenjena je klasi¢na teorija laminata bazirana na Kirchhoff-Love-
ovoj teoriji tankih ploca.

Kljucne rijeéi: tankostijene gredne konstrukcije, kompoziti, izvijanje

1 UVOD

Tankostijene gredne konstrukcije €ine vrlo vaznu klasu konstrukcijskih elemenata u
inzenjerskoj praksi a zbog svojega su oblika posebice sklone gubitku stabilne forme [1,
4]. Analiza je njihova odziva posebice sloZzena u reZimima velikih prostomih rotacija
[2]. Ovaj rad prezentira numericki model za analizu izvijanja grednih konstrukcija
tankostijenth laminatno-kompozitnih popreénih presjeka. S obzirom na u novije
vrijeme sve vetu raSirenost uporabe laminatno-kompozitnih konstrukcija, analiza
izvijanja u smislu odredivanja kirticnog opterecenja kod kojega konstrukcija gubi
nosivost od krucijalnog je znacaja.

Gredni je element pravocrtan 1 prizmati¢an. Ukljudeni su efekti prostornih pomaka,
a takoder, preko nelinearnog polja pomaka i efekti prostomih rotacija, ime je karakter
svih unutarnjih momenata dobiven kao polutangencijalan te je osigurana ravnoteZa
spojeva pojedinth  nekolinearnith  grednth  ¢lanova  konstrukcije. Nadalje,
predpostavljeno je da se pri deformiranju projekcija srednje kontura popreénoga
presjeka u vlastitu ravninu ne mijenja, a posmiéne su deformacije u srednjoj plohi
Zanemarene.

Problem stabilnosti tretiran je kao problem vlastitih vrijednosti éime se kao najniza
vlastita vrijednost dobiva kriti€no optereéenje a odgovarajuéi vlastiti vektor odgovara
deformiranom obliku konstrukecije.

2 TEORIJSKE POSTAVKE

2.1 Pomaci
U grednom kartezijevom koordinatnom sustavu za koji se uzduZzna os grede koja spaja
teziSta O Gvornih presjeka poklapa s osi z dok su x 1 y glavne centralne osi popreénog
presjeka, pomaci tocaka poprecnog presjeka kao krutog tijela su:

do du

d
wO = wO(z)’ u.y = us(z)’ U.y = U.y(z)> ¢z = ¢z(z)> ¢x =_Es> ¢y = d; > 0=% (1)
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gdje je w, translacijski pomak u smjeru z definiran za teZifte poprednog presjeka; i, iv,
transkacijski su pomaci u smjeru x i y, definirani za centar smicanja; dok su ¢,, ¢y, i @y
rotacijski pomaci oko z, x 1 y osi. Pomak 6 predstavlja tzv. parameter vitoperenja
popreénog presjeka. Polje pomaka todaka popreénog presjeka definirano je izrazom:
Ul=w U vi={w+w u+i v+?} (2)

U izrazu (2) w, u i v predstavljaju komponente standardnog linearnog polja pomaka
dok su w, i ¥ veliine drugog reda zbog ukljudenih efekata velikih rotacija u skladu s
[6, 7].

Na sl. 1. prikazan je dio konture prostornog tankostijenog grednog nosata. U
konturnom koordinatnom sustavu (z, », s) definirani su pomaci srednje linije konture
presjeka w,u,v, dok su pomaci toaka udaljenih od srednje linije definirani kao:

ou ou u(z,8,n)=u 3)

w(z,s,n)=w—n5; v(z,s,n)=v—n 6.1-;

pri Semu je s r oznaden radijus konture, a 4 udaljenost proizvoljno odabrane to&ke pola
P od pravca normale 7.

N
:/"‘
Sl. 1. Pomaci todaka konture popreénog presjeka
Veza grednih i konturnih pomaka 1zraZena je kao:
w=W (z,s, n];
17=U(z,s,n)oosﬂ+ V(z,s,n)sinﬂ; 4)
# =U(z,3,n)sin f-V(z,s,n)cos B

2.2 Deformacija
Predpostavljajuéi nelinearno polje pomaka grede, tenzor deformacije sastoji se od tri
dijela:

8!"' = e!-,- +7]!',' +§!"'; e!-,- = 0‘5( u,',j +uj,i)’ 7]1] =0.5 uk’,' uk,j ) éy = 0.5( ﬂf,j +ﬁj,i) . (5)
Uz Vlasovu predpostavku da je srednja deformacija ¥, u srednjoj plohi jednaka nuli te
uz predpostavku da se projekcija konture popreénog presjeka ponasa kao kruto tijelo,
komponente deformacije razliGite od nule u egzaktnom obliku su:

v o PT . e v P -
* % oz a2’ " b oz 80z’
1w\ (uY () owdw Sudu oOvdv

Ne=—||—| +|=—| +| = ;7 = + +—— (6b)
2(\ oz oz Oz Oz Os Oz Os Oz Os

42



é ﬂ; Ez,=ﬂ+& (6¢c)
0z s Oz

2.3 Unutarnje sile
Konstitutivna jednadZba za jedan laminatni sloj glasi:

[o'zj={él1‘ élét]_(ng (7)
Cas Qlﬁt Qﬁﬁ‘ £

gdje su O ii* tzv. reducirane krutosti prema[S]. Integriranjem po debljini laminata » kao

1 po duljini konture s, te transformacijom u gredni koordinatni sustav slijede unutamnje
sile popreénog presjeka grede:
F,=|o,dnds; M,=|t,ndnds; M, =|o,(0—nq)dnds,
4 4 4

M, =|o,(y—ncos fydnds; M, =[o,(x+nsin f)dnds; ®)
4 A

3 GREDNI KONACNI ELEMENT

3.1 Cvorni vektori

S1. 2. Tankostijeni gredni konaéni element: cvorni pomaci 1 &vorne sile

Na sl. 2 prikazan je prostorni tankostijeni gredni konaéni element s dva évora oznaena
8 A1 B. O1 C predstavljaju teZite 1 centar smicanja popreénog presjeka. Konacni
element ima sveukupno 14 stupnjeva slobode gibanja (7 po &voru) te su odgovarajuci
vektori Evornih pomaka 1 Evomnih sila e-tog elementa:

(“e)T ={woA’uaA’vﬂA’¢m’¢xA’¢yA’woB’usB’vaB’¢zB’¢xB,¢yﬂaeA,03} > ®

T
() ={Fu B FuM M M, Fy Fp Fa My MMM, M), (10)
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3.2 Ravnoteine jednadibe
Primjenom principa virtualnih radova na gredni kona¢ni element slijedi:

U + U, =8I, 1D
gdje prvi ¢lan s lijeve strane znaka jednakosti predstavlja virtualnu potencijalnu
energiju deformiranja:

8U; = [ 5, 6e;d7 =(5u°) kg ', (12)
14

drugi ¢lan virtualni geometrijski potencijal:
~ T
8l = jsﬁ (87, + 8¢, )dv - j t, i1, d4, =(5u° ) k¢ u°, (13)
vV A,

dok ¢lan s desne strane znaka jednakosti predstavlja virtualni rad vanjskih sila, tj.

810 = [ 5, 5¢;d = (5u")' £°. (14)
14

U gomnjim izrazima k; i1 kg predstavljaju elastiénu (linearnu) i geometrijsku

(nelinearnu) matricu krutosti konaénog elementa. Obje su matrica dimenzija (14x14).

Vektor f° predstavlja vektor ¢vornih sila.

U cilju formiranja jednadzbe konstrukcije, izraze (12)-(14) definirane u lokalnom
koordinatnom sustavu, potrebno je transformirati u globalni sustav, pa imamo:

(Kp+Kg)U=F 15)

gdje je Ky elastiéna matrica krutosti konstrukcije, K; geometrijska matrica krutosti
konstrukcije, a U 1 F su vektori inkrementalnih &vornith pomaka i &vornih sila
konstrukcije. Jednadzba (15) nelinearna je u pomacima U jer je K; = K (U), te se
mora rjeSavati inkrementalno-iterativno, no kako je za svaku razinu vanjskog
optereéenja odnos unutarnjih sila uvijek isti te ukoliko je promjena unutarnjih sila
proporcionalna promjeni vanjskog optereéenja, moguce je kod slaganja matrice Kg
izlu¢ivanje zajedni¢kog parametra A, nakon Cega je preostali dio matrice linearan. U
tom se slu¢aju izraz (15) moZe napisati:

(K, + AR, )U=F 16

Kada je promatrani sustav savr§en, odnosno ukoliko se vrijednost vanjskog opterecenja
pri gubitku stabilnosti ne mijenja, inkrement optreéenja konstrukcije F jednak je nuli,
pa jednadZba (16) postaje:

(K, +iKR;)U=0 an
¢ime smo dobili tzv. vlastitu ili svojstvenu zadacu stabilnosti, a ¢ijim se rjeSavanjem
dobivaju vlastite vrijednosti A,,4,,...,4_, koje imaju znaCenje kriti¢nog optereéenja
kod kojeg konstrukcija gubi stabilnost. Svakoj vrijednosti kritiénog opterecenja pripada

vlastiti vektor U koji u ovom sludaju predstavlja samo formu gubitka stabilnosti. Od
praktiCnog znaCaja je samo najniza vlastita vrijednost, odnosno samo njoj
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odgovarajuc¢a prva kritiéna sila 1zvijanja. Promatranje problema stabilnosti na ovakav
nacin, kao problema vlastitih vrijednosti, naziva se linearnom analizom stabilnosti 1ili
lineariziranom zada¢om stabilnosti.

4 PRIMJER

Sl. 3. prikazuje prostu gredu opterec¢enu tlacnom silom F. Greda je duljme L = 8 m 1
tankostijenog je poprecnog presjeka I-profila dimenzijja (10 cm x 20 cm x 1 cm).

10 cm

L

1cm

20 cm

PV
h N

Sl. 3. Izvijanje proste grede

Struk 1 pojasevi profila éetveroslojni su laminati s rasporedom kuteva vlakana [+¢,
- @, - ¢, + ¢]. Materijjalne su znacajke laminata: £,= 133.4 GPa, E,= 8.78 GPa, G ,=
3.67 GPa 1 v,=0.26. Rezultati za promjenu kritiéne sile izvijanja s promjenom kuta
orjentacije vlakana ¢, prikazani su na slici 4. zajedno s rezultatima Cortineza 1 Piovana

[3] datima za usporedbu.
50000

45000 4

40000 +

000 —a— Ovajrad

000 o w=g@me Cortinezi Piovan

000 4

000 4

000 o

000 o

5000 4

0 T T T T T 1
0 15 30 45 60 75 90
ITkut vlakana [o]

S1. 4. Promjena kritiéne sila izvijanja s promjenom kuta orjentacije vlakana

5 ZAKLJUCAK

U radu je prikazan kona¢noelementni gredni model za analizu 1zvijanja kompozitnih
grednih konstrukcija. Izraden je orginalan raunalni program koji bez obzira na tek
zapodetu fazu razvoja ve¢ moze posluziti kao dobra osnova pri analizi 1 konstruiranju
spomenutog tipa konstrukcija. Daljnj1 rad na problemu bit ¢e usmjeren na prosirenje
kompjuterskog programa u smislu nelinearnog rjesavanja problema stabilnosti ¢ime bi
se omogucilo pracenje deformiranja konstrukeije u pred 1 post fazi izvijanja.
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Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

NUMERVI(VZK,O MODELIRANJE AKUMULIRANJA
OSTECENJA U KOSTANOM TKIVU

Lovreni¢-Jugovié, M., Tonkovié, Z. & Skozrit, 1.

SaZetak: U radu je izveden numericki integracijski algoritam za konstitutivni model koji spreze
mehanizam oSte¢enja s efektima viskoelastiénosti u kostanom tkivu. Eksperimentalno dobiveni
parametri konstitutivnog modela preuzeti su iz literature. Izvedeni algoritam zajedno s
Jacobijevom matricom implementiran je u programski paket ABAQUS primjenom korisnicke
rutine UMAT. Numericki rezultati usporedeni su s pripadnim eksperimentalnim.

Kljuéne rijeci: kostano tkivo, o§tecenje, viskoelasticnost, numericki algoritam.

1 UVOD

Uslijed monotonog optere€enja, puzanja i1 zamora u koStanom tkivu dolazi do
pojave oSteéenja. Pretpostavka je da do akumuliranja ostecenja u kosti dolazi zbog toga
Sto s optere€ivanjem stvaranje ofte¢enja postaje brze od pregradnje, §to moZe dovesti 1
do njenog loma. NumeriCki algoritmi za analizu oSteCenja u inZenjerskim materijalima
u novijoj literaturi primjenjuju se za modeliranje bioloskih tkiva. Pr1 tome se najveci
broj radova odnosi upravo na analizu mehanizama pregradnje 1 akumuliranja oSte¢enja
u kostanom tkivu [3, 4].

Istrazivanja prikazana u radu zasnivaju se na relacijama mehanike osteenja 1
termodinamike kontinuuma te na konstitutivnim relacijama izvedenim za kompozite
[2]. Uz pretpostavku malih deformacija izvedene su konstitutivne jednadzbe za analizu
ofteéenja u ljudskoj kortikalnoj kosti koje sprezu mehanizme osteCenja s efektima
viskoelasticnosti. Pritom je 1izvrSena dekompozicija gradijenta deformacije na
vremenski ovisan viskoelastiCan dio 1 nelinearan dio uslijed osteéenja. U cilju
pojednostavljenja numeric¢kog postupka zanemaren je utjecaj plastiénih deformacija.
Na temelju eksperimentalnih rezultata jednoosnog rastezanja epruveta uzetih s
podkoljeni¢ne kortikalne kosti iz literature [6], odredeni su parametri koji ulaze u
formulaciju funkcije gustoce energije deformiranja na kojoj se temelji konstitutivni
model. Vremenski ovisne konstitutivne jednadzbe zapisane su u inkrementalnom
obliku te je izveden algoritam za njihovo rje§avanje na razimi materijalne tocke
konatnog elementa. Algoritam je implementiran u programski paket ABAQUS
primjenom korisni¢ke rutine UMAT [1]. Rezultati istrazivanja usporedeni su s realnim
eksperimentalnim vrijednostima [4-6].

2 VISKOELASTICNOST SPREGNUTA S OSTECENJEM
Konstitutivne jednadzbe prvotno predloZene u radovima [2, 6] uzete su za opisivanje

ponasanja ljudskog kostanog tkiva. Pritom je primijenjena teorija viskoelasti¢nosti gdje
su nelinearni efekti ukljuceni kroz mehaniku osteéenja kontinuuma koja se temelji na
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termodinamici nepovrativih procesa. Pretpostavljeno je da vremenski ovisno
naprezanje i1 oSteéenje utjeCu na viskoelasticnu deformaciju kroz vremenski ovisno
efektivno naprezanje, 6. Za sludaj aksijalnog optereéenja, ukupna viskoelasti¢na
deformacija spregnuta s oSteCenjem definirana je slijedeCom relacijom

t ~
g=jJ(t—r)da—(’)dr, )
0 dr
gdje J oznaCava viskoelasti¢nu podatljivost originalnog materijala, dok je ¢ oznaka
za vrijeme, a 7 oznadava vrijeme retardacije. Prema Parsamianu [6] predloZene su
slijedeée jednadZzbe za podatljivost 1 efektivno naprezanje
J=J,+J,t", 2)
G=—"r, ©)
1—w(t)
gdje su J,, J, 1 y parametri materijala, a o je Cauchy-evo naprezanje. Zakon

ofte¢enja za sluCaj puzanja materijala pretpostavljen je u obliku

C(l1-w)
gdje su C1 r parametri materijala, dok je vrijednost u uglatoj zagradi McAulay-
ova zagrada, sa znaCenjem da i§Cezava ako je 1zraz u zagradi manji od nule. Prema
tome, kost je linearno viskoelastican materijal ako je naprezanje manje od granicnog
(0 <0, ), a iznad te vrijednosti naprezanja (0 >0, ) ponasa se kao viskoelastiCan
materijal u kojem se akumulira oSteéenje. Pritom je pretpostavka da u podetnom

trenutku u materijalu nema osteéenja (f = 0, w = 0), tako da prethodna jednadZba nakon
integriranja poprima oblik

m r
l-w= l—i ,gdieje t, = L ¢ . (35)
te I+r (a—aﬂl>

Nakon uvrS§tavanja jednadzbi (2-5) u jednadzbu (1) 1 nakon provodenja integriranja,
dobiva se slijedeca jednadzba za ukupnu viskoelastiénu deformaciju spregnutu s
ofteCenjem

1+r
8=J00{1—tLJ +J,0t -, F(La,1+y, B), 6)
F

gdje je ,F| hipergeometrijska funkcija.

Za opisani konstitutivni model parametri materijala preuzeti su od Parsamiana [6].
U ovom radu parametri su dobiveni iz eksperimentalnih ispitivanja uzoraka koji su
uzeti s desne podkoljenicne kortikalne kosti 54. godiSnjeg muskarca. Test puzanja je
proveden primjenom konstantnog vlaénog opterecenja duz longitudinalne osi kosti za
pet nivoa opterecenja, §to je prikazano u tablici 1. Takoder su u [6] odredeni parametri
materijala za definiranje oSteenja pri puzanju (ri C) aproksimacijom
eksperimentalnih podataka knvuljom loma (r=11,265; C=36,617). Osim toga,
viskoelastiéni parametri J,, J, 1 y odredeni su 1z podataka testova za slucaj kratkog

vremena puzanja s optereCenjem ispod graniCnog nivoa. Za graniénu vrijednost
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naprezanja ( o, ) u radu [6] je predloZen iznos od 75,29 MPa. Zanemarivanjem ¢lanova

koji znatno ne utjedu na rjeSenje, jednadzba (6) je pojednostavljena 1 za slucaj puzanja
predstavljena je jednadZbom (7), a za sludaj rastereéenja jednadZbom (8)
e=J,c+J ot , za 0<t<t,, @)
s=sio|r—(t-0Y |, =  t>1, ®)
gdje je ¢, vrijeme pocetka rastereéivanja.

o (0

o !

&)

Puzanje . Rasteredenje

o t
SL 1. Tipi¢na krivulja puzanja i rastereéenja

Tablica 1. Parametri materijalnog modela dobiveni eksperimentalno testom puzanja [6]

Modul Konstanta, Youngov
Uzorak Naprez, podatljivosti, J, Kons;an ta, modul,
o (MPa) Jy (x107° MPa™) (%10~ MPa™ geo™) E (GPa)
T7 63,43 37,734 12,482 0,0695 | 26,501
T9 74,73 46,262 4,621 0,089 21,616
T10 66,97 27,432 15,6 0,055 36,454
T11 61,55 41,349 9,998 0,0929 | 24,182
T12 59,66 36,74 10,907 0,056 27,218
Srednja : 37,9 10,7 0,0724 | 26,383
vrijednost
0.4 L
deformacija, % 063 80

vrieme, s

Sl. 2. Ovisnost deformacije 1 naprezanja o vremenu u kortikalnoj kosti
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Rezultati za parametre materijala prikazani su u tablici 1. U numerickom modelu
koriStena je srednja vrijednost ovih parametara, koji su dani u tablici 1. Na slici 2
graficki je prikazana ovisnost deformacije 1 naprezanja o vremenu za kortikalnu kost.

3 NUMERICKA FORMULACIJA I REZULTATI

Za integraciju opisanog konstitutivnog modela primijenjena je implicitna integracijska
shema. Obnovljene vrijednosti varijabli stanja na kraju vremenskog koraka odreduju se
za dani prirast deformacije u vremenu. Za to je potrebno konstitutivne jednadzbe
zapisati u slijede¢em inkrementalnom obliku

ftn+Az = ﬂn + Af > (9)
gdje je f proizvoljna funkcija, f, mnjena vrijednost na pocetku inkrementa,

Af promjena funkcije kroz inkrement 1 Af je vremenski inkrement. Na taj nacin, za
nivo naprezanja ispod grani¢nog, jednadzbe (7) 1 (8) mogu se zapisati na slijedeci nacin
AO'=M(I)-A$+M(¢)-$—O', Za puzanje, (10)

A0'=N( )-A£+N( )-8—6 za rasterecenje, (11D
gdje su M/(¢ I/[J +J,(t+AtY ] 1 N(t l/J [ t+At) (t+At—t0)7:|-

Ubrzanje konvergencije globalnog inkrementalnog postupka ostvareno je primjenom
Jacobjeve matrice koja je 1izvedena u obliku

OAc|oAe =M (1), za puzanje, (12)
OAo[OAg = N(t) , za rasterecenje. 13)
Za vrijednost naprezanja iznad graniéne vrijednosti (o, =75,29 MPa), jednadZbu

(7) moZemo zapisati u slijedecem nelinearnom obliku

F

t,+A T

—e—Ae+J,(o+ Aa){l—l(;%l)((HAcﬁ) (t+ At)] +
o

a4

1 +Ac—0o, )
+J,(c+Ac)(t+At) |1+ OF29 7% (t+ A1) |=
1+y C
Za odredivanje prirasta naprezanja Ao, prethodna jednadzba rjesava se
Newtonovom iterativnom metodom

F(l)
Ac"P = Ao — e (15)

(dF, ., /dAO')

gdje i oznadava iteracijski korak. (

b dAO') se 1zraGunava pomocu konacnih

razlika na nadin

= " i ) 16
dAo Aot — Agt™ (16)

Za tako odredeni prirast naprezanja Ao, odreduju se vrijednosti naprezanja 1
unutarnjih varijabli na kraju vremenskog intervala. Izvedeni algoritam implementiran

) ) _ G-
[dF;‘n+AZ‘J F'r +At F't +At
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je na razini materijalne tocke u dostupne konacne elemente u programskom paketu
ABAQUS/Standard korsteéi korisni¢ku rutinu UMAT [1].

Za provjeru tolnosti izvedenog algoritma provedena je simulacija puzanja s jednim
jednoosnim konanim clementom za razlidite nivoe optereéenja. Ovdje je prvo
primijenjeno jednoosno vlaéno opterecenje za koje je pripadna deformacija u trenutku
=0 dobivena iz elastine analize. Nakon toga opterec¢enje je drzano konstantnim te je
uslijedila vremenski ovisna analiza puzanja. Na slici 3 prikazana je krivulja ovisnosti
deformacije puzanja o vremenu koja je usporedena s rezultatima cksperimentalnih
istraZzivanja dobivenih u [4]. Osim toga, simuliran je sluaj puzanja i rasterecenja. Na
slici 4 dana je usporedba ovisnosti deformacije o vremenu izmedu rjefenja dobivenih u
ovom radu i eksperimentalnih [5] 1 numeri¢kih rjefenja [4]. Dobiveno je dobro
podudaranje rjesenja.

i
0.4 T T T T i .
a) o= 6343 MPMa b)
g : , = “
g 1 CRNEY . T NP A TSN, UV, (O |
E E i
& - & — | i
B i | =s= cksperiment 17 [6] 3] ] == cksperiment T9 6] |
0,25 freeereees ot 4B ABAQUS - T7 koeficijenti 03 | ff =B~ ABAQUS - T9 koeficijenti |
. || - ABAQUS - uprosjeceni kocfic. A L | - ABAQUS - uprosiecen: koefie
0.z = - - P - —- 0.25 : : : - - —
4] Tk 20 34 el 50 6l 0 10 ELl] it 41 Ay )
vrijeme (s) vrijeme (s)
0.4 :
€} 035 porerreceeene d) 3= 61.55 MPa]
i i :
_ £ 035 beorermmracan Poritabisi Y ) PR e L
5 03 2 . ;
5 0.254 5 | i
;; .25 E k i [ eksperimenmt T11 [6]
g 0.25% e oot == ABAQUS - T11 koeficijent | B
i | == ABACQLUS - T10 koeficipenti 1 & ABAOUS - sleceni koefic
0.2 forereer jof =8 ABAQUS - uprosjecent kocfie. |- P __.__(‘L,_ b i b Tl
* i ; i 02 i ; |
0 10 20 30 a0 50 60 0 10 20 30 a0 50 60
vrijeme () vrijeme (5)
i
0357 T ' T T T
e)

025 T {0 = 50.66 MPa}

deformacija (%)

| == cksperiment T12 [6] |
02 i | =B= ABAQUS - T12 koeficijenni
| &= ABAQUS - uprosicceni koefic. |

) 50 I>0 2:0 3:0 -1:0 S:O 60
vrijeme (s)
S1. 3. Usporedba ovisnosti deformacije o vremenu izmedu prezentiranog rada 1 objavljenih

rjefenja u Parsamianu [6]
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Sl. 4. Usporedba ovisnosti deformacije o vremenu izmedu prezentiranog rada, objavljenih

eksperimenata [5] i numerickog rjefenja [4]

4 ZAKLJUCAK

Izveden je numericki algoritam za integraciju viskoelastiénog konstitutivhog modela
spregnutog s ofteéenjem za analizu koitanog tkiva. Pretpostavljene su male
deformacije te je zanemaren utjecaj plastiénih deformacija. Trenutno prikazani
algoritam omoguéuje modeliranje ponafanja ljudske kortikalne kosti uz uvjete
jednoosnog optereéenja. Toénost numeriCke procedure testirana je usporedbom
dobivenih rjeSenja s eksperimentalnim i1 numerikim rezultatima iz literature. Proces
puzanja i rastereéenja razmatran je za razlidite nivoe optereéenja. Numeri€ki algoritam
pokazuje odlidnu podudarnost s realnim ponafanjem kortikalne kosti za analizirane
uvjete. Tema daljnjeg istraZivanja je formulacyja 1 implementacija trodimenzionalnog
vremenski ovisnog algoritma za modeliranje ortotropnog viskoelasticnog ponasanja
kortikalne kosti spregnutog s oftecenjem.
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OSVRT NA NELINEARNU ANALIZU HORIZONTALNO
OPTERECENOG OKVIRA S ISPUNOM PRIMJENOM
METODE KONACNIH ELEMENATA

Penava, D., Butenweg, C. & Sigmund, V.

SaZetak: Nelincarnom analizom armirano betonskog okvira s ispunom primjenom metode
kona¢nih elemenata nastoji se vjerno opisati ponaSanje uslijed djelovanja seizmickog
opterecenja, te time predvidjeti mehanizam sloma zidne ispune 1 okvira. Opisan je postupak
modeliranja u racunalnom programu ATENA 2D v.2.1.1 s usvojenim modelima ponaSanja
materijala koji najprikladnije opisuju nelincarno ponaSanje armirano betonskih elemenata,
nearmirane zidne ispune, te kontakta izmedu njih, gdje do izraZaja dolazi veliki izbor
parametara. U skladu s tim rezultati su usporedeni s prethodnim eksperimentalnim
istraZzivanjima. Kalibrirani numeri¢ki model primijenjen je za istraZivanje ponasSanja okvira s
razli¢itim omjerom dimenzija ispune (L/H). Rezultati istraZivanja predstavljeni su u obliku
krivulja sila — pomak, dobivenih eksperimentalnim i numerickim putem 1 prikaza glavnih
naprezanja, te su usporedeni s analitickim rjeSenjima dobivenih primjenom pojednostavljenih
rjesenja.

Kljucne rijeci: nelinearnost, modeliranje, okvir, ispuna

1 OPCE NAPOMENE

Terminologija okvir s ispunom u ovome radu odnosi se na slu¢aj gdje se pri djelovanju
horizontalnog opterecenja ostvaruje interakcija izmedu okvira i ispune (puni kontakt).
IzvjesScta s potresom pogodenih podrucja pokazala su da je oStecenje okvira vezano za
utjecaj ispune [3]. Opcenito, sustav se sastoji od armirano-betonskog ili &eli€nog
okvira 1 nearmirane zidne ispune, gdje je okvir projektiran da prenosi vertikalna 1
horizontalna optere¢enja (vjetar, potres), a ispuna samo vlastitu teZinu. UobiCajeno se
konstrukcija modelira primjenom metode zamjenjujuce dijagonale [2], Sto daje dobru
sliku globalnog ponasanja konstrukcije. Prilikom interakcije okvira 1 ispune dolazi do
interakcije posmiénih i tlaénih naprezanja u ispuni, te do lokalnog gubitka nosivosti
(drobljenje uglova ispune). Modeli s tlacnim dijagonalama ne mogu predvidjeti te
slu¢ajeve. Moraju se primijeniti metode koje se zasnivaju na meso ili mikro nivou
modeliranja. Kao §to ée biti prikazano u tekstu dolje, prednost je kada se elementi
ispune mogu modelirati odvojeno i povezati kontakt elementima (anizotropija) u
cjelinu, te zajedno s okvirom u konaCan sustav. Time je moguée za svaki materijal
definirati prikladni zakon ponaSanja. Takoder je moguce pratiti pojavu plasticnih
zglobova u okviru, te plastiéne deformcije armature, Sto je je ujedno 1 glavni problem
kod okvirnih konstrukcija koje se projektiraju na potres.
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U ovome radu usredotoCujemo se na nelinearnu analizu armirano betonskog okvira
§ nearmiranom zidnom ispunom primjenom metode konacnih elemenata, gdje ¢e nam
kao osnova posluziti prethodna eksperimentalna istraZivanja materyjalnih svojstava
zidne ispune 1 ponaSanja okvira pri horizontalnom ciklickom opterecenju. Za
modeliranje smo koristili raunalni program ATENA 2D v.2.1.1, koji nam omogucava
da s postupnim poveéanjem horizonatlne sile (engl. force controlled) ili pomaka (engl.
displacement controlled) na vrhu okvira, imamo detaljan uvid u razvoj ostecenja u
okviru 1 ispuni okvira (horizontalno klizanje, raspucavanje elemenata ispune). Koncept
graniénog stanja nosivosti (engl. ultimate limit state) 1 graniénog stanja oStetljivosti
(engl. damage limit state) u propisima za nosive konstrukcije definiran je u ovisnosti je
o horizontalnom pomaku vrha okvira (engl. storey drift) [2], éime je model koristan i
za praktiéne primjene.

2 KONSTITUTIVNI MODELI

Kao §to je spomenuto u prethodnom poglavlju, nosivi sustav u horizontalnom smjeru
¢ine okvir 1 ispuna. Posto je ponafanje pri opterecenju razliCito za materijal okvira 1
ispune, potrebno je za svaki od njih odabrati prikladan model ponafanja materijala. U
ovome radu ograniavamo se na modele ponaSanja materijala ugradene u racunalni
program ATENA 2D v.2.1.1.

2.1 Armirano-betonski okvir

Nelinearno ponaSanje betona opisano je s ve¢ provjerenim SBETA konstitutivnim
modelom. To je nelinearni elastiéni pristup koji opisuje: nelinearno ponasanje betona u
tlaku s o¢vri¢avanjem i popustanjem, raspucavanje u vlaku, teorije ¢vrstoée (dvoosno
stanje naprezanja), smanjenje &vrstoée nakon raspucavanja u tlaku, te smanjenje
posmiéne Cvrstoce nakon raspucavanja. Pri dvoosnom stanju naprezanja nelinarmo
ponasanje opisano je jednoosnim zakonima (S1.1.) uz pomoé¢ ekvivalentnih naprezanja
0.7 1 deformacija .

Ponasanje betona u vlaku bez pukotina pretpostavlja se da je linearno-ealsti¢no.
PonaSanje nakon raspucavanja, kada se javlja popusStanje definirano je s razliitim
modelima §irenja pukotina [1].

UzduZnu 1 popreénu armaturu moguée je modelirati kao diskretne Stapne elemente
(1D) ili ,razmazivanjem‘ preko odredene povriine betonskog elementaU oba pristupa
model ponafanja materijala definira se kao jednoosni bi-linearni ili multi-linearni.

2.2 Nearmirana zidna ispuna

Pretpostavlja se da se zidni elementi takoder mogu modelirati primjenom SBETA
konstitutivnog modela (nazovi krt materijal), uz primjenu prikladnih mehani¢kih
svojstava.
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< londing

Material state numbaor
4 | 3

S1.1. Dijagram ekvivalentno jednoosno naprezenje — ekvivalentna deformacija za beton
(lijevo) 1 funkoeija Svrstode betona pri dvoosnom stanju neprezanja (desno)

Kontakt (engl. intetfme) elementi zasnivaju se na Mohr-Coulomb teoriji évrstode s

nemoguénoiéu primanja vlaénih naprezanja (51.3.), te simuliraju ponafanje kontakta
izmedu zidnih blokova i refki morta, te kontakta izmedu zidne ispune i okvira.

3 KONACNI ELEMENTI

Sustav se sastoji od betonskih okvira s pripadnom armaturom, te elementima zidne
igpune povezanih mortom. Primjenom ravninskih konadnih elemenata modelirani su
betonska stupovi 1 greds, to clementi zidne ispunc. Matrice krutosti  navedenih
elemenata aastoje se od linearnog i nelinearnog dijela.

UzduZna armatura stupova i greda medelirana je primjenom linijskih kona&nih
clemenata uz definiranje interakcije s ckolnim betonom. Refke morta modclirane su
kontakt elementima.

Prije nchnearmnog proraduna potrebno je predstudijom provijeniti konvergenciu
mreZe konatnih elemenata.
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4 RIESAVANJE NELINEARNIH JEDNADZBI

Nelinearne jednadzbe rjeSavaju se primjenom Newton-Raphson 1li Arc-length
numerickih metoda (S1.2.). Prva se zasniva na inkrementalom proracunu, kvadrtanom
brzinom konvergencije (smanjenje pogreske), gdje se za svaki inkrement proracunava
tangencijalna matrica krutosti. Tokom iteracija nivo opterecenja je stalan, dok
algoritam traZi stanje ravnoteZe za trenutnu vrijednost optereéenja. Nedostatak metode
je nemoguénosti savladavanja ekstrema funkecije.

Primjenom Arc-length metode, optere¢enje 1 deformacija konvergiraju, te je
moguce prijeci preko ekstrema funkcije, Sto daje prednost ovoj metodi u odnosu na
Newton-Raphson postupak.

S PRIMJER

5.1 Opis nelinearnog modela

U prethodnim poglavljima ilustriran je nac¢in modeliranja okvira s ispunom odabirom
modela ponaSanja materijala, kona¢nih elemenata, te metode za rjeSavanje nelinearnih
jedndadzbi. Kao rezultat pratiti ée se raspodjela najmanjih normalnih naprezanja.
Materijalna svojstva dana su u Tablici 1.

Horizontalno optereé¢enje kontrolirano je prirastom sile (engl. force controlled) na
lijevom kraju betonske grede. Dodano je stalno vertikalno opterecenje na stupovima,
jer se uzima u obzir da je promatrani okvir u prizemlju objekta. Odabrana je Newton-
Raphson metoda za rjeSavanje jednadzbi.

Zidni element

Tladna &vrstoca fi. | =14,53 | MPa
Vlacna &vrstota fii | =0,23 MPa
Modul elasti¢nosti Epy | =25 GPa
Poissonov omjer n | =0,12

Beton

Tlacna &vrstoéa f. | =350 MPa
Vlacna &vrstota f, | =32 MPa
Modul elasti¢nosti En | =32 GPa
Poissonov omjer n | =02

Mort

Adhezijska vladna Evrstoca fs | =016 MPa
PosmiCna &vrstoca fao | =0,25 MPa
Koeficijent kliznog trenja p | =042 N/m
Armatura

Modul elasti¢nosti E, | =210 GPa
Granica teenja fae | =500 MPa

Tablica 1. Materijalna svojstva za nelinearni proradun
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5.2 Rezultati proracuna

Prikazani su okviri g ispunom istih materijalnih, ali razliditih geometrijekih svojstava;
1. L/H=1,8/1,3 m i 2. L/H=1,0/2,5 m. Dimenzije popreénih presjeka i materijalna
svojstva okvira su identi¥ni.
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SL3. ATENA 2D numeriski model lijovo) i raspodicla glavnih naprezania o, (MPa) za
odnos stranica ispunc L/H=1,8/1.3 m

Uslijed horizontalnog optercéenja dolazi do drobljenja ugla, stvaranja tlaéne
dijaponale i horizontalnog klizanja po refkama ispune (najizraZenije v sredini ispune).
Mehanizam sloma moZe se opisati kao kombinacija posmidnog i dijagonalnog vlasnog
sloma.

U drugome sludaju karakteristidna je pojava vi¥e tladnih dijagonala u odnosu na
prethodni (S1.4). Uslijed savijanja dolazi do drobljenja nglova ispune. Nosivost sustava
1. modela otkazala jc pri horizontalnoj sihi od 260,0 kN, te 2. modela pri sili od 180,0
kN.
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SL4. ATENA 2D nnmeri rr*1:|:u:u:lel (i.ijevb) i raspodjela glavnih naprezanja 6, (MPa) za
odnos stranica ispune L/H=1,0/2,5 m
6 ZAKLJUCAK

Ukoliko postoji kontakt izmedu ispune i okvira, prilikom djelovanja horizontalnog
optereéenja dolazi do interakeije dvaju konstruktivnih clemenata, Interakeija se mozZe
interpretirati primjenom nelinearne analize i metode kona¥nih elemenata. Analiza se
vrlo lako moZe profiriti i na sludajeve s razliditim geometrijskim karakteristikama. Na
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rezultatima dvaju primjera vidljiva je povezanost mehanizma sloma uslijed
horizontalnog optere¢enja s geometrijskim karakteristikama ispune.
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GREEN-LAGRANGEOV TENZOR DEFORMACIJA ZA
ZAKRIVLJENE GREDE U POLARNIM KOORDINATAMA

Sesarti¢, R., Kozulié¢, V. & Gotovac, B.

SaZetak: U ovom radu promatra se linijski zakrivljeni gredni element u ravnini. Na osnovu
diferencijalnih jednadZbi ravnoteZe 1 polja pomaka zakrivljenog elementa izvedene su egzaktne
algebarsko-trigonometrijske bazne funkcije za gredne elemente konstantne zakrivljenosti.
Bazne funkcije ukljuuju zajednicki utjecaj savijanja, smicanja 1 uzduznih sila. KoriStenjem
dobivenih baznih funkcija izvedena je matrica krutosti zakrivljenog konac¢nog dvodvornog
elementa sa 6 stupnjeva slobode. Ovako dobivena matrica krutosti potpuno eliminira nepovoljni
efekt smicanja 1 membranski efekt (shear and membrane locking effects). Primjenjujuci
zakrivljene gredne elemente s egzaktnim baznim funkcijma razvijen je numericki model
pomodu kojeg se za lukove optereéene statickim optereéenjem u &vorovima dobivaju toéni
rezultati neovisno o broju kona¢nih elemenata kori§tenih u proradunu. Izvedene egzaktne
algebarsko-trigonometrijske bazne funkcije mogu biti osnova za izvodenje geometrijske matrice
krutosti u analizi stabilnosti zakrivljenih konstrukcija.

Uzimajuéi utjecaj deformiranja zakrivljenog nosaca nastalog od savijanja, uzduzne i poprecne
sile prikazat ¢e se Green-Lagrangeova formulacija potrebna za analizu stabilnosti lu¢nih
konstrukcija u ravnini. Iz takve formulacije primjenom lineariziranog (inkrementalnog) principa
virtualnih radova izvele bi se ravnoteZne jednadzbe 1zvijenog zakrivljenog grednog nosaca.

Kljuéne rijeéi: Zakrivijeni gredni element, matrica krutosti, efekt smicanja, efekt membrane.

1 UVOD

Promatra se zakrivljeni Stap u ravnini konstantnog popreénog presjeka pod
djelovanjem stati¢kog optereéenja u ravnini luka. Prilikom deformiranja promatrani su
mali pomaci te je veza izmedu komponenata 1 deformacija prikazana u obliku
Cauchyjeva tenzora deformacija. Na izdvojenom diferencijalnom dijelu izvedene su
diferencijalne jednadZzbe ravnoteze zakrivljenog grednog elementa. U diferencijalne
jednadZzbe ravnoteze uvedeni su izrazi za unutrasnje sile izrazene preko pomaka te je
dobiven sustav od tri diferencijalne jednadzbe drugog reda koji uz odgovarajue rubne
uvjete u potpunosti opisuju problem. Sprezanjem 1 analizom sustava od tri
diferencijalne jednadzbe drugog reda dobivene su egzaktne algebarsko-
trigonometrijske bazne funkcije na grednom elementu konstantne zakrivljenosti.
Koristenjem egzaktnih baznih funkcija za opisivanje polja pomaka formirana je
egzaktna matrica krutosti zakrivljenog elementa u kojoj su potpuno eliminirani efekt
smicanja 1 efekt membrane. Primjenjuju¢i egzaktnu matricu krutosti razvijen je
numericki model pomoéu kojeg se za lukove opteretene statiCkim optereéenjem u
¢vorovima dobivaju toéni rezultati neovisno o broju konaénih elemenata korisStenih u
proracunu.

Za rjesavanje problema stabilnosti veza 1izmedu komponenata deformacija 1 pomaka
prikazana je pomocéu Green-Lagrangeovog tenzora deformacija u odabranom polarnom
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koordinatnom sustavu. U istom polammom koordinatnom sustavu napisane su
Navierove jednadzbe ravnoteze.

2 JEDNADZBE RAVNOTEZE ZAKRIVLJENOG GREDNOG
ELEMENTA

Zakrivljeni §tap u ravnini je konstantnog poprecnog presjeka opterecen raspodijeljenim
uzduZnim opterecenjem g,, popreénim optereéenjem g, te raspodijeljenim momentom
qm prema slici 1.

Slika 1. Diferencijalni dio §tapa

Diferencijalni dio zakrivljenog §tapa izdvojen je presjecima [ i 2 u kojima su
definirani pozitivni smjerovi unutarnjih sila gdje je: N uzduzna sila, T popreéna sila a
M moment savijanja.

Iz uvjeta ravnoteze diferencijalnog dijela zakrivljenog grednog elementa dobivaju
se sljedeée jednadzbe [4]:

dN T dl N a

ds R =0 ds+R %=0 ds +1=4,=0 W
Jednadzbe ravnoteZe zakrivljenog grednog eclementa (1) mogu se dobiti 1 1z
Navierovih jednadzbi ravnoteze [1]. Transformacijom Navierovih jednadzbi iz desnog

Kartezijevog koordinatnog sustava u koordinatni sustav (r,() prikazan na slici 3.,
dobivaju se jednadzbe ravnoteZe u obliku:

oc oc
180 5% Dre, r_g
r op r or @
ao-rr _lac"(P 1

1
+—6,.——06,,+f,=0
or rop r 7 or ¥ I

gdje su: G, —komponente naprezanja u polarnom koordinatnom sustavu (r,p),

Jo 1 f, volumenske sile.

Uzimajuéi unutrasnje sile u popreénom presjeku definirane preko naprezanja:
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[ogdd=N, [odd=T, [0, rda=-M 3)
A A A

te integriranjem obje jednadzbe iz (2) po povrsini popreénog presjeka 1 mnoZzenjem
prve jednadzbe i1z (2) sa r te integriranjem po povrsini poprecnog presjeka, dobivaju se
takoder 1zrazi (1). RjeSenje diferencijalnih jednadzbi (1) uz zanemarivanje
volumenskih sila 1 uz odredene rubne uvjete dalo bi vezu izmedu unutrasnjih sila u
proizvoljnom presjeku 1 u presjecima na krajevima nosaca.

Na slici 2. prikazan je deformirani nosad pod vanjskim optereéenjem. Nakon
projiciranja geometrije diferencijalnog elementa luka prije 1 nakon deformacije na
koordinatne osi x 1 y te nakon potrebnih kombinacija 1 sredivanja [4], dobivaju se veze
izmedu komponenata pomaka 1 pripadajuc¢ih deformacija kako slijedi:

- uzduZna tangencijalna deformacija:

du
e(s)=— @)
(s) s

- posmiéna deformacija (kut koji nastaje medusobnim klizanjem dva susjedna presjeka
na razmaku ds) u smjeru normale:

dw
7(s)= <P(S)—E &)

- uz pretpostavku da je kut y konstantan duz diferencijalnog elementa ds, promjena
zakrivljenosti luénog nosaca je:

K(s)=—~ (©6)

JE PRIJE
Q s / DEFORMACIJE

(p—?é TRANSLATORNI
2P POMAK LUKA

e I

/

DEFORMACIIE
Slika 2. Pomak linije §tapa

Komponente Cauchyjeva tenzora deformacija za ravninsko stanje naprezanja u
odabranom koordinatnom sustavu su oblika:
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)

Slika 3. Element luka u odabranim koordinatnim sustavima

Sredivanjem izraza (7) koristeéi ranije veze (4), (5) 1 (6) te uzimajuci u obzir da se
radijus ne mijenja po visini grede konatno se mogu napisati 1zrazi za relativne
deformacije zakrivljenog grednog nosaca u uzduznom, poprecnom 1 rotacijskom
smjeru respektivno:

_ou_w
“ 6 R

ow u
€, =@———— 8
w=¢ % R )
_de
Sq)_ds

MnoZenjem karakteristika otpornosti presjeka grede s pripadajuéim deformacijama
1z (6), dobivaju se unutarnje sile izraZene preko deformacija (pomaka):

ow u
T=kGA4 @———— 9
[cp - RJ ©)
M=—EI@
ds

Uvodenjem i1zraza za sile u popre¢nom presjeku (9) u izraz za ravnoteZu
diferencijalnog dijela zakrivljenog elementa (1), dobiva se sustav od tr1 diferencijalne
jednadzbe drugog reda u obliku:
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EAd’y kGA_ .. EA+kGAdw kG4

- u@)—————m—+—@(s)=—
R? ds? R? 2 R> ds R W)=
EA+kGAdu kGAd*w EA kGA de
—+ -— W) ———=— 10
kGA kGA dw EI d*¢
UuS)+ ———+ ———kGAP(s) =—
R ( ) R dS R2 dsz (P( ) qm

Prevodenjem sustava od tri diferencijalne jednadzbe drugog reda (10) u
diferencijalnu jednadZbu elasti¢ne linije zakrivljenog Stapa izrazene preko samo jedne
komponente pomaka, dobiva se jednadZzba elastiéne linije zakrivljenog §tapa izrazena
preko pomaka u(s), preko pomaka w(s) ili preko pomaka ¢@(s) u obliku

diferencijalnic jednadZbe Sestog reda, petog reda ili etvrtog reda respektivno. Opée
rjeSenje dobivenih diferencijalnih jednadZzbi moZe se napisati u algebarsko
trigonometrijskom obliku [3]:

w(@)= Ao+ 4 -9+ Ay -sin(9) + 43 - - sin(9) + 4, - cos(9) + As - ¢ - cos(9)

w($) =By + By - ¢+ By -sin($p) + B; - - sin(§) + B, - cos(¢) + Bs - § - cos(¢) 1)

@) =Cq +C; - §+C -sin(@) + C3 - ¢ sin($) + Cy - cos() + Cs - ¢ cos($)
Za djelovanje jediniénih pomaka u osloncima obostrano upetog luka, svakom
jediniénom pomaku su pridruzene po tri bazne funkcije. Prema tome, rjeSavanjem
sustava (10) za svaki jediniéni pomak dobiva se po 18 koeficijenata.

3 MATRICA KRUTOSTI

Standardnim postupkom minimizacije funkcionala potencijalne energije dobiva se
matrica krutosti konaénog elementa lu¢nog nosaca u obliku:

K=jBTDB ds (12)

gdje je:
-B matrica deformacija konanog clementa,
-D matrica elastiénih svojstava materijala.

Uvodenjem algebarsko trigonometrijskih baznih funkecija (11) u 1zraz (12) dobiva se
egzaktna matrica krutosti.

Neki jednostavni primjeri lukova s konstantnim radijusom zakrivljenosti analizirani
su metodom konaCnih elemenata koriStenjem egzaktne matrice krutosti [4].
Primjenjujuéi zakrivljene gredne elemente s egzaktnim baznim funkcijma za lukove
optereéene statiCkim opterec¢enjem u Evorovima dobivaju se toéni rezultati neovisno o
broju konaénih elemenata koriStenth u proraunu [2], §to je analogno primjeni
Hermite-ovih polinoma za analizu pravocrtnih grednih konstrukeija.

4 ANALIZA STABILNOSTI

Kriteryj stabilnosti konstrukeija vrlo &esto je 1 kriteryj za odredivanje faktora sigurnosti
te je analiza stabilnosti vaZzan ¢imbenik pri projektiranju. Ovdje se do sada promatrao
samo linearni dio tenzora deformacija odnosno naprezanja, a problem stabilnosti u
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osnovi je geometrijski nelinearan problem. Poznati i1zraz za Green-Lagrangeov tenzor
deformacija u desnom Kartezijevom koordinatnom sustavu je oblika:
1, 0Ou, Ou Ou, Ou,
. — =
Vo2 ox,  ox Ox, Ox,
linearni dio nelinearni dio
tenzora deformacija  tenzora deformacija

Za analizu stabilnosti konstrukcije komponente nelinearnog dijela tenzora deformacija
potrebno je prikazati u odabranom polarmom koordinatnom sustavu (r,¢) (slika 3.).

)> i, ), k=123 3)

Zadata stabilnosti planira se rmje§iti formulacijom metode konaénih elemenata
principom virtualnog rada gdje ¢e se kao bazne funkcije koristiti egzaktne algebarsko
trigonometrijske funkeije.

5 ZAKLJUCAK

U radu su na osnovu polja pomaka 1 diferencijalnih jednadzbi ravnoteze zakrivljenog
konaénog elementa izvedene algebarsko trigonometrijske bazne funkcije. Na osnovu
ovako dobivenih baznih funkcija definirana je matrica krutosti zakrivljenog konaénog
elementa koja eliminira nepovoljni efekt smicanja 1 membranski efekt. KoriStenjem
zakrivljenih konacnih elemenata za lukove opterecene staticnim opterecenjem dobivaju
se glatki dijagrami unutarnjih sila odnosno eliminira se skok u dijagramu popreénih 1
uzduznih sila na mjestu spoja dva konaCna elementa. KoriStenjem algebarsko
trigonometrijskih baznih funkcija za rjesavanje zadace stabilnosti zakrivljenih grednih
nosada ofekuju se kvalitetna numericka rjeSenja problema stabilnosti, analogno veé
dobivenim rezultatima stati¢kih analiza lu¢nih konstrukcija [4].
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PONASANJE OMEDENOG ZIDA PRI CIKLICKOM
OPTERECENJU

V.Sigmund, D.MatoSevi¢ & M. BoSnjak-Klecina

Sazetak: Konstrukcije od omedenog zida opéenito se bolje odupiru djelovanju potresnih
optereéenja od nearmiranih zidova. Pri odredivanju nosivosti ovakovih konstrukcija najéesée se
doprinos vertikalnih ab dijelova ovakovih konstrukcija zanemaruje. Cilj ovog istrazivanja je
odredivanje doprinosa nosivosti na horizontalna djelovanja ab dijelova omedenog zida, posebno
naCina povezivanja zida s vertikalnim seklazima. Prema “Tchni¢kom propisu za zidane
konstrukcije” nije dopusteno vertikalni kontakt izmedu zida i armiranog betona izvoditi bez
odgovarajuéeg “zuba” ili spona,, a S§to znatno oteZeva izvedbu. U svrhu dobivanja
eksperimentalnih rezultata ispitana su tri tipa zidova kod kojih su veze izmedu zida i vertikalnih
ab dijelova izvedene na slijedece naine : A) bez posebne veze na kontaktu zida i betona; B)
istacima zidnih elemenata svakog drugog reda u beton; C) ugradnjom vilica u vertikalni serklaz
1 njihovim sidrenjem u horizontalnu refku zida;. Uzorci su izvedeni u mjerilu 1:1,5 1 ispitani na
horizontalno cikli¢ko opterecenje.

Kljucne rijeci: omedeno zide, eksperimentalni rezultati, veza izmedu zida i betona, ciklicko
opterecenje

1 UVOD

Zidane konstrukcije, kao jedne od najstarijih vrsta gradevina i1 danas se cesto
primjenjuju, posebno zbog svoje niske cijene, jednostavnosti izvedbe, trajnosti 1 dobre
nosivosti. Opée poznata pravila o tlocrtnom 1 vertikalnom obliku, detaljima i nacinu
izvedbe mogu osigurati zadovoljavajucu sigurnost i otpornost ovakovih konstrukcija na
sve vrste opterecenja. Ipak, u slucaju dinamickih opterecenja moze do¢i do krtih
lomova, prvenstveno zida, najéeSce na mjestima kontakta s materijalima boljih elasto-
plastiénih svojstava. Kod omedenih zidova to je kontakt ab vertikalnih seklaZa 1 zida.
Kako je zide kompozitni nehomogeni material, sastavljen od zidnih elemenata i morta,
s razli¢itim moguénostima izvedbe, tesko ga je modelirati u linearnom, a pogotovo u
nelinearnom podrucju ponasanja. Pri tome posebno treba naglasiti da konac¢na kvaliteta
1zvedene konstrukcije ovisi o cijelom nizu Cinilaca, od vrste upotrebljenog elementa za
zidanje, debljinama i nac¢inu popunjavanja sljubnica, do obucenosti zidara, ucestalosti
nadzora 1 sl. Jedini pravi uvid u mehanicke karakteristike ovog materijala moguce je
dobiti pokusima na odgovaraju¢im modelima.

U svrhu odredivanja mehani¢kih karakteristika zida koje kvalitetom i1 nadinom
izvedbe odgovara prosjeénoj hrvatskoj gradevinskoj praksi izvedeni su uzorci za
ispitivanje od materijala sa podru¢ja Slavonije ( zidni element “Opeka” Osiyek,
produzni mort 1:1:5, beton C30/37 - tvornica betona “Gradnja” Osijek, armatura RA-
400/500 ) u mjerilu 1:1,5. Pri tome su napravljena po tri ispitna uzorka od svakog tipa
povezivanja zida s vertikalnim ab serklazima: A) bez posebne veze na kontaktu zida 1
betona; B) upustanjem dijelova opecnih elemenata u beton; C) ugradnjom vilica u

65



vertikalni serklaZ 1 njithovim sidrenjem u horizontalnu reSku zida. Kvaliteta pojednih
sastavnih dijelova ugradenih u zide prethodno je ispitana. Zidovi su u nivou gomjeg ab
serklaza optereéivani naizmjeni¢no po dva puta jednakim optereéenjem s korakom od
10 kN. Nakon dosezanja graniéne nosivosti monotonim opterecenjem su opterecivani
do konatnog sloma. Pri tome se nastojalo vertikalno optereéenje odrzati stalnim,
koliko je to uz postojeéu opremu bilo moguce.

1.1 Mehanizam sloma omedenog zida

Prema odredbama EC6 proradunske metode za odredivanje nosivosti na vertikalna 1
horizontalna optereéenja su detaljno propisane, ali jednake su za omedeno 1 neomedeno
zide. Pri odredivanju nosivosi omedenog zida brutto presjek zida se opisuje
mehani¢kim svojstvima zida, bez uzimanja u obzir armirano betonskih dijelova.
Medutim, eksperimentalna istraZivanja pokazuju znaGajan doprinos ab vertilaknih
serklaZa nosivosti ovakovih konstrukcija, pogotovo za horizontalna optere¢enja. Ovi
elementi povetavaju duktilitet 1 disipaciju energije u konstrukciji. Mehaizam sloma
koji je uoden na ispitanim modelima uglavnom pokazuje slijeée faze: do pojave prvih
znadajnih pukotina konstrukcija djeluje kao cjelina, potom u zidu nastaju prve
dijagonalne pukotine, koje se pri dosezanju granice nosivosti po¢nu §iriti u vertikalne
armirano betonske elemente. Pri tome vertikalne armaturne Sipke preuzimaju poprecna
optereéenja svojim moZzdani¢kim mehanizmom. Drobljenje zida u sredini zida prethodi
kona¢nom slomu koji nastaje uslijed izvijanja armature u jednom od vertikalnih ab
serklaza.

Naravno posmicna nosivost zida ovisi o nivou vertikalnog pritiska u zidu. U
omedenom zidu na vertikalnom 1 horizontalnom kontaktu zida 1 betona nastaje dodatni
horizontalni pritisak &ija razdioba 1 veliSina moZe bitno utjecati na njegovu ukupnu
nosivost.

Posmi¢na nosivost omedenog zida ovisi dakle o mehaniCkim karakteristikama
ugradenih materijala, velicinama 1 poloZaju vertikalni ab elemenata 1 vertikalnom
optereéenju. Pritisak koji nastaje na kontaktu zida 1 ab vertikalnih serklaza svakako je
ovisan o vrsti kontakta, a utjeCe na njegovu posmiénu nosivost. Popustanje omedenog
zida dogada se u sluCaju malog vertikalnog opterecenja, a savijanje samo kod vrlo
ktatkih zidova.

2 OPISISPITIVANJA OMEDENOG ZIDA

Uzorci su modelirani u skladu s EC8 1 EC6 te izvedeni u mjerilu 1:1,5. Pojedini zid
predstavlja model prizemnog zida u zgradi s jednim katom, tavanom 1 kosim krovom.
Preuzima 25 kvadrata medukatnih i krovne konstrukcije. Pri tome je zid konzolno
uévrSéen u ab temel;. Zide je izvedeno od zidnih elemenata od pefene gline ,
produZnog morta opée namjene s sljubnicama Sirine 1cm potpuno popunjene mortom.
Ispitivanje je provedeno 28 dana nakon betoniranja vertikalnih 1 horizontalnih serklaza.

2.1 Opis modela

Dimenzije uzorka zida prikazane sun a crtezu 2.1., a mechanicke karakteristike
pojedinih materijala ugradenih u zidove, a ispitanih posebno u tablici 2.1. Dimenzije
modela zida su 1/h=216/248(cm), vertikalni ab serklazi 21/28,5(cm) armirani su
Sipkama RA-400/500, 4®12, usidrenim u temelj, te vilicama ®8/15cm. Jednako su
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armirani i horizontalni gerklaZi na gornjem rubu zida s razmakom vilica 20cm. Odnos
visine prema firini zida iznosi 1,27, a debljina zida je 28,5 cm. Zidovi tipa B) imaju u
svakom drugom redu “zub” opeke upuiten u beton duljine 10cm, a tipa C) u svakoj
refki vilicu ®8mm, povezanu za ammaturu vertikalnog serklaZa. Vmic nalina
povezivanja zida s vertikalnim ab elementima zida prikazani su na crtefu 2.2. Na
konzolni zid uévriéen u Seliénom ckviru postavljena je armirano betonska greda koja
vertikalno optereéenje od dvije hidraulitke prefe prenosi na zid kao jednoliko
raspodjeljeno oplereéenje. S obje strane zida postavljene su horizontalne hidraulicke
prede koje su optereéivale zid naizmjeniéno. Vremenski tijek optereéivanja prikazan je
na orteu 2.3. U wvisini horizontalnog serkalaZa zid je naizmjeniéno optereéivan
horizontalnom silom w svojoj ravnini, dok je vertikalno pritisnut do odgovarajuceg
nivoa tlaka.

Opedni zidni element V-5

7idni element Dimenzija 25/19/19 (cm)

grupe 2 prema EC6

normalizirane tladne Svstode 17,03 N/mm”
Mort M 3,59
Beton 1, =38,03 Mpa
Armatura RA-400/500
Vlagna &vrstoba zida 0,15 N/mm*

Tablica 2.1. Mchanigka svojstva ugradenih materijala

Crtef. 2. 1. Uzorak zida
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CrteZ 2. 2. Nacin povezivanja zida s vertikalni ab serklazima

A) bez povezivanja; B)

povezivanje cik-cak; C) povezivanje vilicama

Svaki ciklus optere¢ivanja 1 rastere¢ivanja ponavljan je dva puta uz korak povecanja
sile od 10kN. Mjereni su horizontalni pomaci u nivou gornjeg ruba zida, gornjeg nivoa
temelja, vertikalni pomaci gornjeg ruba zida 1 promjena duljina dijjagonala pomocu
LVDT mjemih instrumenta, te klizanje izmedu zida 1 ab vertikalnih serklaza te
deformacije ab serklaza na mjestima upetosti u temelj pomocu deformetara baze 20cm.
Sve sile 1 pomaci biljezeni su u vremenskim intervalima od 1 sekunde.

z
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CrteZ 2.3. Tijek opterecivanja 1 rastere¢ivanja uzorka

2.2 Prikaz rezultata ispitivanja

Fotografija 2.1. Prikaz nadina ispitivanja
uzorka

Na osnovu pokusima mjerenih veli¢ina pomaka 1
sila odredene su histerezne krivulje sva tri modela.
Potom su odredene anvelope ponasanja od kojih je
na crtezu 2.4. prikazana anvelopa ponaSanja za
model tipa B. Anvelopa ponasanja idealizirana je
bilineamim modelom gdje veliéinu elastiéne
krutosti odreduje pojava prve znacajne pukotine u
zidu. Graniénu nosivost 1 graniéni horizontalni
pomak predstavljaju vrijednosti horizontalne sile 1
pomaka koji odgovaraju padu najveée postignute
horizontalne sile od 20%. Faktor ponasanja dobije
se kao:
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dy

=—, (2.3)
Hu d,
gdje je:
d,= horizontalni pomak odgovaraju¢i padu vrijednosti sile F,,, od 20%;
d.= pomak odgovaraju¢i granici elasticnosti.
[zmjerene 1 1izraGunate vrijednosti elemenata anvelope ponasanja sve tri vrste
modela prikazane su u tablici 2.2.
.
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2.4. Histerezna anvelopa horizontalnih pomaka 1 sila otpora zida za tip B
- bilinearna krivulja ponasanja
mjereno odredeno
uzorak Hcr Hmax dcr deax de du Ke Hu
tipa (kN) kN) | (mm) | (kN) | (mm) | (mm) | (kN/mm) | (kN) Ho
A 89,06 | 125,34 | 2.48 6,7 3,35 8,51 35,91 120,30 | 2,54
B 80,03 | 130,74 | 2,59 10,21 4,09 | 12,01 30,90 126,40 | 2,94
C | 109,48 | 13134 | 3,02 | 487 | 361 | 141 | 3625 | 13075 | 3.91

Tablica 2.2. Mjereni 1 izraunati parametri bilinearne krivulje ponasanja

Iz odredenih bilinearnih krivulja koje prikazuju odnos horizontalne sile 1 pomaka
vrha zida vidi se slijedece: najveca horizontalna sila otpora H,,,, podjednaka je za sve
tr1 vrste zidova, ali su njima odgovaraju¢i pomaci dy,,, bitno razliciti; horizontalni
pomak odgovarajuéi pojavi prve znacajne pukotine d., blago raste od tipa “A” do “C”;
najveci horizontalni pomak d, raste od tipa “A” do “C’’; odredeni faktori ponasanja p,
su u skladu s propisanim prema EC8 1 rastu od tipa “A” do “C”.

3 ZAKLJUCAK

Nacin povezivanja zida 1 vertikalnog serklaza utjece na veli¢inu najveéih pomaka koje

zid moze podnijeti prije sloma, ali bitno ne povec¢ava njegovu nosivost.

Promatranjem rezultata mjerenja najveée se razlike mogu uoditi u vrijednostima
graniénih pomaka (d,) 1 faktoru ponasanja. Podru¢je plasticnog ponasanja omedenog
zida se povecava sprezanjem vertikalnih serklaza 1 zida. Vrijednost faktora ponasanja
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raste od tipa “A” do “C”, na osnovu fega se moZe zakljuCiti da ovisi o tipu
povezivanja vertikalnih serklaza 1 zida 1 to na nacin da se povezivanjem ( posebice
elastiénim — vilicama) poboljSavaju njegova svojstva pri preuzimanju horizontalnih
ciklickih opterecenja.
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NUMERICKO MODELIRANJE PUKOTINA U
POLIMERNIM MATERIJALIMA

Skozrit, 1., Tonkovié, Z.

SaZetak: Na temelju cksperimentalnih rezultata iz literature za polictilen srednje gustoce
izveden je algoritam za integriranje vremenski ovisnih konstitutivnih relacija koje sprezu
elastoplastinost 1 puzanje. Algoritam je implementiran u korisnicku rutinu CREEP
programskog paketa ABAQUS te je verificiran usporedbom s eksperimentalnim rezultatima iz
literature. U cilju to€nijeg modeliranja realnog ponaSanja polietilena i 1zraGunavanja parametara
mehanike loma trenutno se provode eksperimentalna istrazivanja na epruvetama sa 1 bez zareza.

Kljucne rijeci: polietilen srednje gustoce, puzanje, metoda konacnih elemenata, C-integral

1 UVOD

Sve veéa potreba za primjenom polietilena kao konstrukcijskog materijala (cijevi za
distribuciju vode 1 plina) zahtijeva nove metode za procjenu cjelovitosti
konstrukcijskih komponenata To¢no modeliranje lomnog 1 v1skoelastlcnog ponasanja
polictilena osnova je za procjenu cjelovitosti cijevi, kao 1 za proces njihovog
projektiranja i optimiranja [2, 3].

Buduéi da su polietilenske cijevi najCeSée opterecene na puzanje, prikazani rad
odnosi se na numeri¢ko modeliranje mehanizma puzanja 1 loma pri sporom §irenju
pukotine [5]. Numeri¢ki algoritmi za analizu pukotina u metalnim materijalima u
novijoj literaturi primjenjuju se za modeliranje pukotina u polimerima, 1zraz za
raCunanje J-integrala moZe se koristiti za raunanje C-integrala, ako deformaciju
zamijenimo s brzinom deformacije [5, 6]. Prikazana istraZivanja se vrie u cilju razvoja
novog algoritma za izraCunavanje parametara mehanike loma 1 modeliranja
mehanizama puzanja u polietilenu primjenom realnog materijalnog modela.

2 KONSTITUTIVNI MODEL MATERIJALA

PonaSanje polietilena je izrazito nelinearno 1 vremenski ovisno. Za modeliranje
vremenski ovisnog elastoplastiénog ponaSanja polietilena 1 §to todnije odredivanje
parametara materijala potrebno je provesti eksperiment stati¢kog-vlaénog pokusa pri
razli€itim brzinama deformiranja, na standardnoj epruveti za ispitivanje polimera
prema standardu EN ISO 527-2 [1] prikazanoj na sl. 1. Osim toga, za odredivanje
parametara materijala u konstitutivnom modelu koji spreze lomno ponaSanje
polietilena s vremenski ovisnim puzanjem materijala uobicajeno se u literaturi provode
eksperimenti puzanja na vlaéno optere¢enim osnosimetriénim epruvetama sa zarezom
[2, 3]. U okviru eksperimenata koji se provode u Laboratoriju za eksperimentalnu
mehaniku SveuciliSta u Zagrebu primjenjuju se epruvete duljine 120 mm i promjera 8
mm s potpunim obodnim zarezom (Full Notched Crack Tensile (FNCT) specimen) (sl.
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2) dubine 1 mm i radijus vrha zareza oko 10 pm. Pritom se epruveta najprije optereéuje
via¥nom silom do iznosa koji odgovara naprezanju u najmanjem presjeku o, od 8
MPa. Nakon toga sc optereéenje drZi konstantno i mjeri deformacija uslijed puzanja
materijala epruvete. Eksperiment se provodi na temperaturi od 80°C.

L>=T75 r= 30
!“_h“E_“ = \'. -
“ L=58+2 \
= r H=30+05 \ -
| | \
| R
b =5+075] = = b, =10=+0,5
1 . ! B |
T Log=25=+10,5 | T ‘ | !
TL=58+F2"

Sl 1. Epruveta t:ipaluolBA prema EN ISO 527-2 [1]

=2 G A fo=- m:t@'
F F
60

SL. 2. Osnosmmetriéna epruveta 8 potpunim obodnim zarezom (Full Notched Crack Tensile
(FNCT) specimen} [2, 3]

Kako se opisani eksperimenti jod wuvijek provode, zajedno s odredivanjem
parametara materijala u konstitutivnim relacijama, podaci za nelinearno vremenski
ovisno 1 lomno ponaianjc polictilena srednje gustoée korsteni v ovom radu preuzeti su
iz literature [2, 3].

Dijagram medusobne ovisnosti pomaka J, to€ke 4 (sl. 2) uslijed puzanja polictilena
o vremenu / prikazan je na sl. 3. Na dijagramu sc razlikujn tri karakieristiéna podruéja
koji definiraju: primarmo, sekundamo i tercijarno puzanje. U primarmnom podrudju
promjena pomaka ¢ vremenom kontinuirano opada. Za vrijeme sekundarnog puzanja
promjena pomaka s vremenom je konstantna $to odgovara stacionamom puzanju, dok
u tercijarnom puzanju pukotina propagira kroz preostali ligament epruvete sve do
potpunog loma.

Na osnovi prikazanih cksperimentalnih rozultata, predloZen je primarno-sckundami
zakon puzanja kako slijedi:

é,=B-p-#.0" +B, 0", (1)
gdje je £, je brzina deformacije puzanja, & je ekvivalentno Von Misesovo naprezanje,
a parametri materijala dobiveni su aproksimaocijom krivulje sa sl 3: B, =5,73-107,
B,=113-10", p=0,41, n,=581in,=61.

SL. 4a prikazuje nelinearno elastoplastidno ponafanje razmatranog polieﬁlena 1
obliku krivulje stvarno naprezanje-deformacija. Vrijednosti stvarnih naprezanja i
deformacija primijenjenih u numeri¢koj analizi prikazane su na sl. 4b. Buduti da je
provedena analiza velikih deformacija, nakon vrijednosti od 11% pretpostavljenc je
idsalno plastiéno ponasanje materijala.
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Hamouda i ostali [2, 3]|—
Rezultati MKE |0~
0,6
Primamo Selundarno
o puzanje puzanje
E 04
—
2]
0,2
0 ¢ . t }
0 1,5E6 3,E6 4,5 E6 6, E6
t(s)

Sl. 3. Dijagram medusobne ovisnosti pomaka to¢ke 4 uslijed puzanja materijala i vremena
pri 60°C za o,, =8 MPa [2, 3]

Stvama Stvamo Stvarna Stvamo
10 + deformacija | naprezanje | deformacija | naprezanje
g .l £ | 6, 0MP) | 5 () | O, (MPa)
% 0,00000 0,59 0,01595 5,38
§61 0,00063 1,25 0,02666 6,73
£, 0,00235 2,03 0,03349 7,37
o 0,00491 2,92 0,04506 8,05
5 21 0,00725 3,52 0,06392 8,77
“ 0 : : , : 0,00921 4,00 0,07856 9,19
0 0,03 0,06 0,09 0,12
2 Stvarna deformacija () b) 0,01202 4,60 0,10283 9,54
Sl. 4. a) Krivulja stvarno naprezanje-deformacija i b) vrijednosti stvamih naprezanja i
deformacija [2, 3]

3 NUMERICKO MODELIRANJE MEHANIZMA PUZANJA

Za 1zratunavanje C-integrala u ABAQUS/Standard-u [4] za eksponencijalni zakon
puzanja, §to je slu¢aj kod metala, postoji ugradena rutina. No za prikazani primarno-
sekundarmi zakon puzanja za polietilen srednje gustoce opisan jednadZbom (1),
izracunavanje C-integrala zahtijeva primjenu korisnicke rutine CREEP.

Za primjenu konstitutivnog modela u numeri¢koj formulaciji, prikazane vremenski
ovisne jednadzbe potrebno je zapisati u inkrementalnom obliku. Za poznate vrijednosti
unutarnjih varijabli stanja sa kraja prethodnog vremenskog koraka ¢ potrebno je
odrediti njihove vrijednosti u trenutku #+ Ar. U skladu s tim, inkrementalna forma
zakona puzanja definiranog jednadzbom (1) ima oblik:

go,.r-l-dl = go,!' + Ago ¥ (2)
As,=B,-c" |P —(t-A) | za t<t,, 3)
Ag,=B,-c™-At za t>t, €))

gdje je vrijeme prijelaza izmedu primarnog i sekundarnog puzanja 7, dano izrazom:
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rfp =[ B, ]ﬁ 0'[%] . (5)

pB
Konzistentni operator moZe se zapisati u obliku:
OAs n . OAs n,
~=Ag, — f<4, ~=Ag =~ t>t, . 6
do *e v ' 3o e ° 2 &

Prikazani algoritam implementiran je na nivou materijalne totke intcgracije
konadnih elemenata programskog paketa ABAQUS [4] primjenom korisnitke rutine
CREEP.

Za verifikaciju prikazanog algoritma provedena je simulacija puzanja na FNCT
epruveti. TipiSna mreZa konadnih elemenata koriStena u analizi prikazana je na sl. 5a
dok jc usitnjena mreZa u zaobljenom vrhu zarcza dana na sl. 5b. Primjenom simetrije,
modelirana je samo Setvrtina epruvete. Za diskretizaciju epruvete koriften je osam-
¢vorni  osnosimefrimi konaéni clement s reduciranom integracijom (CAXSR).
Dijagram meduscbne ovisnosti pomaka tofke A uslijed puzanja materijala 1 vremena u
usporedbi s eksperimentalnim rezultatima [2, 3] dan je na sl. 3. Kao $to je vidljivo sa

b) |
S1. 5. MreZa konadnih elemenata za FNCT epruvetu: a) cijela mreZa i b) mreZan vihu

ZATCZA

Na sl. 6 dan je prikaz deformacija i naprezanja u vrhu zareza nakon 10° s.
Ragpodjela ekvivalenine deformacije od puzanja prikazana je na gl. 5a, a raspodjela
maksimalnog glavnog naprezanja o, dana jc na sl. 5b.

b) ‘ .

S1. 6. Prikaz raspodjele deformacija i naprezanja u vehu zareza nakon 10° ¢;
a) ekvivalentna deformacija od puzanja i b) naprezanje oz, (MPa)

4 C-INTEGRAL

To¢nije opisivanje stanja naprezanja i deformacije u vrhu pukotine osnova je za
efikasno odredivanje stacionarnog C*-integrala koji je definiran kao linijski integral,
zamjcnom deformacije & brzinom deformacije u izrazu za J-integral, u obliku [5]
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et (o=, s, Q)
T

gdje I' oznagava konturu integrala (integral je potrebno radunati blizu vrha pukotine
tako da je brzina elastiéne deformacije mala u odnosu na brzinu deformacije puzanja),
u; su komponente vektora pomaka, 7; su komponente vektora razvladenjana ds, x1y su
pravokutne koordinate i ds je inkrement duljine na konturi mtegrala I'. U jednadZbi
(7), W jc brzina gustoée cnergije deformiranja koja je definirana izrazom
&
W=|o,dé, @®)
0

gdje je 0, naprezanje i £; brzina deformacije puzanja.

Procjena cjelovitosti polimemnih konstrukcija provodi se na slifan nagin kao 1 kod
metala. Parametar mehanike loma koji odreduje radni vijek polimerne konstrukeije je
stacionarni C*-integral. Dijagram procjene cjelovitosti konstrukeije Failure
Assessment Diagram - FAD) za polictilen srednje gustoée u ovisnosti o stacionarnom
C*-integralu i vremenu do loma ¢, predloZen je u literaturi [2, 3] (sl. 7).

1.E+08
i I,C*exr,o'h:cste
1.E+07 -
2 BENCT60°C| o .
. o m]
| E+o6J[BFNCT 80 °C )
® DENT 60 °C
O DENT 80 °C g
1.E+05 T T T
1.E-03 1.E-02 I.LE-01 ILE+00  1.E+0l

C* (mJKmEz’s)

exp

Sl. 7. Dijagram procjene cjelovitosti FNCT epruvete od polietilena srednje gustoée [2, 3]

Priblizni i1zraz za odredivanje stacionammog C*-integrala za promatranu FNCT
epruvetu dobiven na temelju eksperimenata glasi [2, 3]:

c*=[—"2 ‘IJ—F o ©®
n,+1]2xR

gdie je R radijus preostalog ligamenta epruvete, F je optereéenje epruvete i & je
cksperimentalno dobivena brzina puzanja povezana sa sekundarnim puzanjem [2, 3].
Odredivane su vrijednosti C*-integrala metodom kona¢nih eclemenata, koristeéi
prikazani integracijski algoritam, na pet kontura oko vrha zareza, a rezultati za prvu
konturu (najblizu vrhu zareza) su odbademi 1 uzeta je srednja vrijednost preostalih
detiriju kontura.

Za zadane vrijednosti: ¥ =226,2N, 5'=],8-10's mm/s i t=4.10%s izraSunata je
vrijednost C*-integrala koristeéi izraz (9) C:xp =5-10"kJm2™", a C*-integral
dobiven metodom konaénih elemenata iznosi C,, =4,5-10"° kim™s™. Usporedbom
rezultata moZemo vidjeti relativno dobro poklapanje rezultata.
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Plan daljnjih istraZivanja je primjena metode referentnog naprezanja za odredivanje
C*-integral. Pritom ¢e se primijeniti analogija 1izmedu plastiénosti 1 puzanja, na nacin
da deformaciju zamijenimo s brzinom deformacije pa izraz za C*-integral glasi [5]

2 .
C*=(£)K % | (10)

E') o,

5 ZAKLJUCAK

U radu je dan prikaz istraZivanja koja se vrie u cilju razvoja efikasnog algoritma za
izraunavanje parametara mehanike loma i1 modeliranja mehanizama puzanja u
polietilenu srednje gustoée primjenom realnog materijalnog modela. Prikazan je
konstitutivni model koji spreze mehanizme elastoplastiénosti 1 puzanja. Izveden je
algoritam na razini tocke integracije konaénog elementa za integriranje vremenski
ovisnih konstitutivnih relacija te je implementiran u programski paket ABAQUS.
Usporedbom s cksperimentalnim rezultatima iz literature provjerena je tocnost
izvedenog algoritma [7]. Na primjeru FNCT epruvete prikazana je usporedba
vrijednosti C-integrala dobivena cksperimentalno 1 numericki primjenom izvedenog
algoritma. Daljnja istraZivanja usmjerena su na provedbu eksperimenata te izvodenje

nove metode za procjenu C-integrala za cijev s pukotinom optereéenu unutarnjim
tlakom.
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Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

NUMERI(VJKA SIMULACIJA OSTECENJA ZAKRILCA
PUTNICKOG AVIONA OPTERECENOG UDAROM PTICE

Smojver, 1., Ivanécevi¢, D.

SaZetak: U ovom radu dan je primjer primjene suvremenih numerickih pristupa u rjeavanju
problema odredivanja osteéenja sloZene zrakoplovne konstrukcije prilikom udara ptice. U tu
svrhu koriSten je program Abaqus/Explicit koji je pogodan za rjeSavanje nelinearnih dinamickih
problema primjenom eksplicitne numericke integracije. Numericki prora¢un metodom konacnih
elemenata primijenjen je na vrlo detaljnom modelu zakrilca koji se sastoji od sandwich
konstrukcija, te dijelova izradenih od razli¢itih aluminijskih legura i kompozitnih materijala. Pri
modeliranju kori§teni su trodimenzionalni, ljuskasti 1 trodimenzionalni ljuskasti elementi, a za
spajanje u jedinstven model konacnih elemenata koriStene su odgovarajuée kinematske veze.
Modeliranje ptice izvrSeno je primjenom spregnutog Euler-Lagrange (Coupled Eulerian
Lagrangian - CEL) pristupa kako bi se izbjegle numericke poteskoée sa distorzijom kona¢nih
elemenata modela ptice. Konstitutivni model materijala ptice odabran je u skladu s uobi¢ajenim
aproksimacijama u numerickom modeliranju udara ptice. Materijalni modeli zakrilca ukljucuju
razne nacine popustanja poput oSteCenja matrice 1 vlakna kompozitnih materijala, popustanje
jezgre sandwich konstrukcije 1 elastoplasticno ponaSanje aluminijskih legura sa kriterijem
maksimalno dopustene plasti¢ne deformacije.

Kljuéne rijeci: Zrakoplovne konstrukcije, kompozitni materijali, udar ptice, mehanika ostecenja

1 UVOD

Toénost numeric¢kih simulacija, a 1 eksperimenata, udara ptice ovisi o fizikalno toénom
modeliranju ponasanja udaraca. Prilikom udara velikom brzinom, u materijalu ptice se
pojavljuju naprezanja koja su znatno veéa od ¢vrstoée materijala, Sto dovodi do teCenja
materijala ptice, pri ¢emu se njegova ¢vrstoéa moZe zanemariti. Ta ¢injenica svrstava
udar ptice u skupinu udara mekih tijela. Velike deformacije materijala ptice mogu
1zazvati numeric¢ke probleme ako se za diskretizaciju ptice primijene standardni
kona¢ni elementi. Konvencionalna Lagrangeova formulacija konacnih elemenata je
nepodobna za diskretizaciju udarada jer velika distorzija konaénih elemenata ptice
drasti¢no smanjuje stabilni vremenski korak integracije eksplicitnih metoda integracije
§to naposljetku moZe dovesti 1 do prekida analize. Unato¢ navedenim problemima ovaj
pristup je primijenjen u [2], [4], 1 [5].

Pristup predstavljen u ovom radu temelji se na radu prikazanom u [5]. U odnosu na
[5] poboljsano je modeliranje udaraca uz primjenu spregnutog Euler-Lagrange pristupa
kojeg pruza Abaqus/Explicit. Time se pobolj§ala numericka stabilnost analiza i
fizikalno ponaSanje udaraa prilikom udara. Prednost CEL analiza u odnosu na
konvencionalnu Lagrangeovu formulaciju je da se problemi povezani sa distorzijom
kona¢nih elemenata ptice izbjegavaju koriStenjem Eulerove formulacije za model ptice.
Modelom konaénih elemenata se tada diskretizira prostor u kojemu teée Eulerov
materijal. Pri tome je mreZa konacnih elemenata fiksna u prostoru, a materijal prolazi
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kroz mrezu. Model zakrilca je u CEL analizama diskretiziran standardnim konaénim
clementima, a pri prenofenju sila 8 modela udarada na metu koriste se kontakini
alporitmi. Pri tome se kontakt ostvaruje samo sa Eulerovim materijalom, a ne sa
ostatkom mreZe Eulerovih elemenata.

2 NUMERICKI MODEL

2.1 Model konaénih elemenata zakrilca

Nosivu konstrukoiju unutarnjeg zakriloa Sine 3 ramenjae — prednja, strainja 1
pomoéna, te 14 rebara. Ovi dijelovi konastrukcije izradeni su od razli€itth aluminijskih
legura (Al 2024-T42, Al 7050-T7451 i Al 7075-T7351), dok je oplata izradena od
ugljiénim vlaknima ojaanc epoksidne smolg, te je i dodatno ojadana sa ukupno desct
uzduZnica od Zega se ¥est uzdunica nalazi na gornjoj, a detiri na donjoj oplati.
Napadni i izlazni rubovi izvedeni su kao samdwich konstrukcije &ija je jezgra
napravljena od Nomex-a. Oplata sandwich napadnog ruba napravljena je od ugljidnim
vlaknima ojaane epoksidne smole, dok je oplata sandwich konstrukcije izlaznog ruba
napravljena od legure Al 2024-T42.

Veliki dio peometrije zakrilca pogodan je za diskretizaciju dvodimenzionalnim
ljuskastim konadnim elementima (oznadeni kao S4R i S3R u Abaqusu). Napadni i
izlazni rubovi, koji su izvedeni kao sandwich konstrukcije, su zbog relativno velike
debljine takvih konstruktivnih eclementa diskretizirani pomocu frodimenzionalnih
konadnih elemenata. Tanki slojevi oplate sandwicha diskretizirani su
trodimenzionalnim Ljuskastim eclementima (SC3R) koji koriste formulaciju slicou
obitnim ljuskastim clementima. Jezgra sandwich konstrukcija diskretizirana je pomoéu
standardnih trodimenzionalnih clemenata (C3D8R). Buduéi da trodimenzionalni
elementi imaju samo translacijske stupnjeve slobode gibanja, a dvodimenzionalni
ljuskasti clementi imaju 1 translacijske i rotacijske stupnjeve slobode gibanja, potrebno
je koristiti kinematske veze kako bi se opterebenje momentima ispravno prenijelo na
trodimenzionalne clemente. Ukupan broj konaénih clemenata je 109585 od kojih su
69696 dvodimenzionalni ljuskasti elementi, 16020 trodimenzionalni ljuskasti elmenti i
23665 trodimenzionalnih clemenata. Nadalje, pomoéu 204 gredna konaéna clementa
modelirana su ojadanja prednje ramenjade. Slikom 1 prikazana je mreZa konadnih
clemenata zakrilca.

Sl. 1. MreZa kona&nih clemenata zakrilca, 2a prikazanom oplatom (lijevo) i bez oplate (desno)
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2.2 Konstitutivnd modeli i modell oitedéenja za kompozitne materijale

Oitec¢enje kompozitnih dijelova konstrukcije zakrilca izvedeno je koriftenjem Abaqus-
ovog modela popuitanja za jednousmjerene kompozitne materijale [1]. Ovaj model
temeljen je na Hashinovom kriteriju popuitanja, te je moguéde razlikovati detiri nadina
popuitanja: pucanje viakna pri vlaénom optereéenju, izvijanje ili pucanje vlakna pri
tlatnom optereéenju, pucanje matrice prilikom vlafnog 1 smidnog oplerebenja te
pucanje matrioe uslijed tladnog 1 smidnog optereéenja. Mehanidka svojstva ugljidnim
vlaknima ojadane cpoksidne smole preuzeta su iz [6]. OSteéenje s simulira pomoéu
parametara ofteéenja koji smanjuju odgovarajuée &lanove matrice elastinosti.
Parametri ofteéenja vlakna (dy), matrice (d,) i smi¥ni parametar ofteéenja (d))
odraZzavaju trenutno stanjc ofteéonosti matersjala 1 poprimaju vrijednosti od 7/ za
neoftebeni materijal do 0 za potpuno oftedeni materijal. Matrica elastinosti koja uzima
u obzir i parametre ofteéenja ima oblik

(-4, ) 1-d, Ji-d, VB ¢

Co=|l-d i-d o, G-4,)E o |, )

0 0 {1-d,)5,,D
gdje je D=1-(1-d X1-d, Wvn. E, E;, Gz, Vi3, 1 vy su konstante clastiénosti

jednousmjerenih slojeva u njihovom glavnom materijalnom koordinatnom sustavu.

Kako bi se izbjegla ovisnost smanjivanja elastidnih svojstava materijala o gustobi
mreZe konadnih elemenata uvedena je formulacija na temelju ekvivalentnih vrijednosti
pomaka. Lincamo clastiéno ponafanje koje prethodi nastanku ofteéenja prikazmu je
linijom sa pozitivnim nagibom (OA) na lijevom dijagramu shike 2. Kada je ispunjen
kriterij popuftanja, zapodinje faza oftedivanja, koja je prikazana linijom sa negativnim
nagibom (AC) na lijevom dijagramu slike 2. Rastercéenje 1 ponovno optereéenje nakon
nastupanja o#teéenja prikazano je linijom OB odnosno BO na lijevom dijagramu slike
2. Povriina ispod trokuta OAC jednaka je energiji potrodencj na ofteéenje. Nakon
nastanka oftcéenya parametri ofteéenja mijenjaju 8¢ prema izrazu

L JSJ;(JM — qu)

6.,(6%-0%)
gdje je sa é'fq oznaden ckvivalentni pomak pri nastanku olteéenja, a 5,-’; je ekvivalentni

2)

pomak pri kojemu je materijal u potpunosti ofieéen po pojedinom na¢inu popustanja.
JednadZba (2) je grafiSki prikazana na desnom dijagramu slike 2.

A F 3

7] @
A 2, e
2 &
T B =
o @
g P g
2 ’ &
w / O
/ C
O &, O oy o
Equivalent displacement Equivalent displacement
SL. 2. Dijagram naprezanje — ckvivalentni pomak (lijevo), ovisnost parametara ofteéenja o

ekvivalentnom pomaku (desnc)
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Ukoliko u nekom elementu sve materijalne tocke dosegnu kritiénu vrijednost
oftecenja za naline popuStanja povezane sa oSteéenjem vlakna, vrijednosti se
postavljaju na nulu i dolazi do "brisanja" elementa iz mreZze konadnih elemenata.
Provjera valjanosti opisanog modela za oStecenja kompozitnih laminata pri udarnom
optereéenju opisana je u [5].

2.3 Coupled Eulerian Lagrangian (CEL) modeliranje udara ptice

Model konacnih clemenata ptice u CEL analizama obi¢no predstavlja stacionaran
volumen u obliku kocke kroz koji se kreée materijal ptice 1 udara u mrezu Lagrange-
ovih kona¢nih elemenata. Za CEL analize Abaqus koristi posebne (Eulerove) EC3D8R
trodimenzionalne konacne elemente koji mogu biti potpuno ili djelomi¢no popunjeni
materijalom ptice. Ostatak mreze Euler-ovih konacnih elemenata popunjen je
takozvanim prazninskim (void) materijalom, a pracenje kretanja materijala ptice unutar
mreZze Eulerovih konaCnih clemenata postize se raCunanjem omjera popunjenosti
pojedinog elementa materijalom ptice - Eulerian Volume Fractions - EVF. Ukoliko je
vrijednost EVF-a jednaka 1, konacni element je u potpunosti popunjen materijalom
ptice a potpuno prazan konacni element poprima vrijednost EVF-a jednaku nuli.
Granica materijala se u CEL analizama mora raunati za svaki vremenski korak
cksplicitne integracije, a ni u jednom trenutku se ta granica ne mora poklapati sa
geometrijom mreZe Euler-ovih konaénih elemenata. Inicijalno "popunjavanje" mreZe
Eulerovih konaénih elemenata materijalom ptice postize se pomocéu tzv. programa za
raunanje volumnih udjela (Volume Fraction Tool) koji je ugraden u pretprocesor
Abaqus/CAE.

Uobicajene pretpostavke koje se koriste u numerickim analizama problema udara
ptice primijenjene su 1 u ovom radu. Geometrija ptice je aproksimirana valjkom sa
polukuglastim zavr§etcima 1 odnosom duljine 1 promjera jednakim 2. Prema [2],
ovakav oblik geometrije zamjenskih ptica u eksperimentalnim ispitivanjima najbolje
oponaSa vremensku promjenu tlakova prilikom udara pravih ptica. Konstitutivni model
ptice opisan je pomodéu jednadZbe stanja - Equation of State - EOS materijala. Svojstva
ovog materijala sli¢na su vodi, budu¢i da se materijal pravih ptica sastoji veéinom od
vode 1 zraka u Supljim kostima 1 pluéima. Kako bi se u obzir uzeo utjecaj zarobljenog
zraka, gustoéa zamjenskog materijala je smanjena na 938 kg/m’, prema [2]. Svojstva
vode za Mie-Grueneisen jednadZbu stanja preuzeta su iz [3]. Materijalni model ptice
koriSten u ovom radu provjeren je u usporedbi sa dostupnom literaturom o udarima na
krutu plo¢u, kako je opisano u [5].

2.4 Usporedba CEL i Lagrange modela ptice

Model CEL ptice koriften radu verificiran je u usporedbi sa cksperimentalnim
podacima ([7]) udara ptice u aluminijsku plo¢u. Ptice mase 1.81 kg (4 1b) su ispaljene
na ploce 1izradene od Al 6061-T6. Aluminijska plo¢a ima dimenzije 550 x 550 x 6.35
mm, a pri¢vriéena je pomocu Sest vijaka za potpomi okvir koji ima otvor promjera
0.4064 m. Potporni okvir zamijenjen je rubnim uvjetima koji sprjeavaju translacijske
stupnjeve slobode gibanja u smjeru kretanja udaraca svim ¢vorovima izvan polumjera
otvora potpornog okvira. Dodatno je 6 &vorova uklijesteno kako bi se simulirao utjecaj
vijaka kojima je plo¢a spojena za okvir. Dimenzije volumena Euler-ovih elemenata su
1.4 x 1.4 x 0.5 m te sadrzi ukupno 980000 elemenata.
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Usporedba CEL i Lagrange modela ptice prikazan je shikom 3. Eksperimentalno
izmjerena maksimalna vrijednost progiba pni brzini udara od 145.7 m/s je 41.3 mm.
Numericki izradunate vrijednosti iznose 40.7 mm za Lagrange ptiou i 38.54 mm za
CEL pticu. Unatod d&injenici da je vrijednost najveéeg progiba pri koriftenju
Lagrangcove ptice bliza cksperimentalnim vrijednostima, raspodjela pomaka 1 oblik
deformirane plode je sliéniji rezultatima eksperimenta pri koriftenju CEL modela.
Rcalniji oblik deformiranc ploée je posljedica fizikalno pcbolifanog modecliranja
teSenja materijala ptice pri udaru.

i

Eksperiment ©EL  Lagrange
model made|

SL. 3. Usporedba oblika deformirane plote [m].

3. ANALIZA I REZULTATI

Moguénesti numeri¢kog modela za simulaciju oftedenja na realnim zrakoplovnim
konstrukcijama za potrebe ovog rada pokazane su na simulaciji udara ptice mase 1.81
kg u podrutje zakrilea koje je najvjerojatnije izloZeno ndarn ptice, pri uobidajenim
parametrima leta putniCkog aviona u fazi shjetanja. Masa od 1.81 kg odabrana je jer
prema FAR 25.571 zakriloa putnitkih aviona moraju izdr¥ati udar takve ptice u
normmalnim operativiim uvjetima bez ugroZavanja sigumosti leta.

Materijal ptice se u ovom primjeru nalazi u volumenu dimenzija 1 x 1 x 0.6 m koji
sadrzi 600000 Eulerovih clemenata. Kompozitna plota u podrugju udara sastoji s¢ od
20 jednousmjerenih slojeva ukupne debljine 2.5 mm. Slikom 4 prikazane su konture
Hashinovih kriterija popuftanja donje oplate zakrilea. Kinetidka energija ptice je za
odabrane podetne uvjete dovoljna za stvaranje vrlo ozbiljnih odteéenja komstrukoije
zakriloa. Materijal ptice u potpunosti probija donju oplatu i zaustavlja se na gornjoj
oplati. Unato& probijanju donje oplate moZe se pretpostaviti da ovakav udar ptice ne bi
ugroZavao sigurnost aviona, buduéi da glavni nosivi elementi, rebra i ramenjate, nisu
ofteceni prilikom udara. Kako bi se potvrdila ova pretpostavka potrebno je v analizi
uzeti u obzir aerodinamitko opteredenje i utvrditi da li ofteéena konstrukoija zakriloa
moZe izdrzati takvo ,statitko® optereéenje. Ovaj pristup je trenuinc razmatran u
daljnjem razvoju metodologije.

4. ZAKLJUCAK

Rad prikazuje numeridku simulaciju odteéenja realne konstrukcrje zakrilea velikog
putnidkog aviona. U odnosu na prethodne rezultate, opisane u [5], glavni napredak
uéinjen je¢ u recalnijem modeliranju ponaSanja materijala ptice prilikom udara.
Pobceljfanje se postiglo zamjenom Lagrange modela konadnih elemenata za
modeliranje ptice sa CEL pristupom. Osim u tonosti rezultata napredak je postignut i
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u pogledu stabilnosti eksplicitne nelinearne dinamifke analize, buduéi da kod CEL
analiza ne dolazi do distorzije konaénih elemenata ptice. Poboljfano modeliranje
ponaianja ptice takoder poboljiava i odziv mete u koju udara ptica, kako je pokazano
primjerom u poglavlju 2.4. Glavni nedostatak CEL analiza je poveéano vrijeme
radunanja, koje ovisno o broju Eulerovih clemenata za analize udara u model zakrilca
prelazi 24 sata na dvoprocesorskoj radnoj stanici sa ukupno 8 procesorskih jezgri. Za
sliénm analizn sa Lagrange modelom ptice potrebno je pribliZzno 8 sati radunanja.

viakno - vlatno opterecenje viakno - tlatno opteretenje

Multiple section poirts
(AN 75

o

matrica - tlaéno opterecenje matrica - tlatno opterecenje

S1. 4. Konture Hashin-ovih kriterija popuiitanja (popreéni presjek)
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Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

DIZAJN ROBUSNOG REGULATORA ZA SUSTAV
AKTIVNOG MAGNETSKOG LEZAJA

Stimac, G., Zigulic, R., Braut, S. & Skoblar, A.

SaZetak: Aktivni magnetski leZajevi (AML) predstavljaju moderno tehnolosko rjeSenje za
smanjenje vibracija kod rotacijskih strojeva, te pruZaju mnoge prednosti u odnosu na
konvencionalne leZajeve (nema trenja, nizi trofkovi odrZavanja, itd.). Oni su svojstveno
nestabilni sustavi, a zbog sloZene dinamike gibanja izmedu rotora i elektromagneta zahtjeva se
kontinuirana aktivna regulacija polozaja rotora. Osim toga, zatvoreni sustav mora biti robustan
na razliCite nesigurnosti modela sustava, koje nastaju zbog neophodnog odstupanja stvarnog od
matematiCkog modela 1 na nepredvidive vanjske poremecaje. U ovom je radu izraden
matematiCki model aktivnhog magnetskog leZaja u obliku linearnog modela prostora stanja, na
osnovu kojeg je razvijen robusni regulator primjenom H, metode. Model rotora, koji je
smjeS§ten na aktivnim magnetskim leZajevima 1 pripadni regulacijski algoritam su
implementirani u kompjuterski program MATLAB, gdje je provedena simulacija i dobiven
odziv rotora.

Kljuéne rijeéi: magnetski leZaj, H,, regulacija, simulacija

1 UVOD

Aktivni magnetski leZajevi (AML) osiguravaju beskontaktno pridrzavanje osovine
(rotora) temeljeno na principu elektromagnetske levitacije iz ega proizlaze njihove
brojne prednosti u odnosu na konvencionalne leZajeve (rad bez zagadivanja, niski
troSkovi odrzavanja, niski toplinski gubici). Medutim, zbog sloZene dinamike gibanja
izmedu rotora 1 elektromagneta sustav AML je svojstveno nestabilan zbog Cega se
zahtjeva kontinuirana aktivna regulacija poloZaja rotora. S obzirom da standardne
regulacijske metode ne uzimaju u obzir sve faktore koji utje€u na ponasanje rotora sve
se veta paznja posvecuje primjeni robusnijih regulacijskih metoda (LQG, H,, u-
synthesis) [1].

60-th godina proslog stoljeca, kada se prvi put javlja LQG (Linear Quadratic
Gaussian) regulacijska metoda, s kojom se postize kvalitetna regulacija sustava s dobro
poznatom dinamikom, zapocinje primjena naprednijih regulacijskih metoda u prostoru
stanja 1 na sustav AML [2-6]. Pri tome je ucinkovitu nadogradnju LQG metode
predstavl)jala H,, metoda, koja osigurava robusnost i u slucaju nedovoljno poznate
dinamike ili karakteristika sustava te postizanje dobrih robusnih svojstava unatod
vanjskim poremecajima 1 nesigurnostima sustava [7].

U ovom je radu implementiran A, regulacijski algoritam na AML sustav. Na osnovi
matematickog modela prostora stanja AML, koji uzima u obzir mehanicka 1 elektricna
svojstva sustava, izraden je H, regulator odabirom prikladnih tezinskih funkcija.
Ucinkovitost dobivenog regulatora je provjerena praéenjem odziva sustava na nekoliko
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jednostavnijih vrsta uzbudnih sila. Implementacija regnlacijskog algoribma i sve
simulacije provedene su u kompjuterskom programu Matlab,

Z MODEL AML

U ovom je poglavlju iznesen model prostora stanja tipifnog radijalnog magnetskog
leZaja prikazan na slici 1, preuzetoj iz [8]. Razmatrani se sustav sastoji od
feromagmetskog rotora i statora s osam elekromagnetskih polova podijeljenih u Setiri
clektomagneta. Takvom se strukiurom prolaskom struje kroz zavojnice clektomagneta
statora osignrava beskontakina levitacija rotora n magnetskom poljn.

Slika 1. 8-polni radijalni aktivni magnetski lezaj

Osnovni model AML slijedi 1z Newtonovog zakona, koji za o8 x glagi
mim £, )
8 koji definira dinamiku rotora v magnetskom polju, gdie je¢ m koncentrirana mesa
rotora, ;= kx + k;i lincarna magnetaka sila u emjeru osi x dobivena linearizacijom oko
radne tofke, x pomak rotora, i struja n zavojnici clekfromagneta v smjeru osi x, A
koeficijent sila-pomak i k; koeficijent sila-atruja [8]. Osnovni se model moe profiriti
uwrimanjem u obzir clektritnih avojstava zavojnice clekiromagneta (indukbivitet I,
oipor R) i napona pojacala », odakle iz Kirchoffovog zakona proizlazi
o di dx
umRit+ L T +k, i’ (2)
gdje je kdx/df napon induciran u zavojnici elekiromagneta kao poslijedica gibanja
rotora n magnetskom polju statora, a &, konstanta proporeionalnosti,
Iz jednadZbi (1) i (2), uz pretpostavku da je k, = k&, dobiva se model AML u obliku
prostora stanja:
x=Ax+Bu y=Cx+Du

0 1 0 0
A=|k/m 0 Kk/m|[B=| 0 [,C=[1 0 0], D=[0] ’ )
0 -k/L -R/L -1/L

gdje jox =[x v i]* vektor stanja, u = [#] vektor ulaznih varijabli, y vektor izlaznih
varijabli.



3 STANDARDNI PRISTUP PRI DIZAJNU H, REGULATORA

Vezano za H, regulaciju, razmatrani se sustav moZe prikazati standardnim blok
dijagramom danim na slici 2, gdje je X regulator, G profireni generalizirani sustav koji
sadrzi model sustava AML 1 sve teZinske funkcije, w vektor signala vanjskih ulaza
(poremecaji, Sum senzora), z greska signala, y mjerene varijable 1 u regulacijski signal.

w z
—» ——»

G

K -t

Slika 2. Generalizirani blok dijagram H, regulacije

S obzirom da veza izmedu ulaznih 1 1zlaznih signala u sustav G(s) glasi

b)-o()-ler &)t

te da vrijedi relacija u = K(s) y prijenosna funkcija zatvorenog sustava od vanjskih
ulaza w prema vanjskim izlazima z glasi

T, =G, +G,KI-G,K)'G,,. )

Cilj H,, regulacije je odrediti regulator K(s) koji ¢e stabilizirati sustav G(s) na nacin

da se minimizira greSka z zbog vanjskih ulaza w, §to se postize minimiziranjem H,,
norme dane prijenosne funkcije T,

|T |, =5UP[Cru (G(sN], ()
gdje je 0,,xG(s) maksimalna singularna vrijednost prijenosne funkcije G(s).

4 REZULTATI SIMULACIJE

Problem H, regulacije se moZe formulirati kao minimizacija funkcije
w,S W,(I+GK)™
T, =|W,R|=| W,KI+GK)™" |, Q)
w.r W.GK(I +GK )

gdje su Wy, W, 1 W5 teZinske funkoeije s kojima se prosiruje osnovni model 1 omoguéuju
oblikovanje signala, S = (I + GK)"' funkcija osjetljivosti i 7 = 1 — S = GK(I + GK)™*
komplementarna funkcija osjetljivosti [7]. Odabir teZinskih funkcija za neki specificni
sustav je veoma zahtjevan dio dizajna regulatora. Funkcija /#; definira gomju granicu
funkcije osjetljivosti S 1 vezana je za uklanjanje vanjskih poremecaja 1 smanjenje
greske u ustaljenom stanju. Funkocija 75 definira granicu komplementarne funkcije 7" te
se odabire na nacin da smanjuje oscilacije sustava. Funkcijom ), se priguSuje Sum 1
ubrzava odziv sustava. ProSireni model sa svim teZinskim funkcijama je prikazan na
slici 3.
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W1 B3
g 2 Y = z
w 4—:(%;‘ a2 W, .
i ¢
: C ¥
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Slika 3. Profitreni model sustava s teZinskim funkcijama

Regulstor je dobiven na csnova programskog koda izradenog u kempiuterskom
programn Matlab, primjsnom naredbi iz Robmst Control Toolbax, koji ae temelji na
Glover-Doyle slgoritmu [9]. Algoritem rjefavs problem (7) 1 pronalazi ekmp regulatora
koji zasdovoljavaju uvjet

ITer ] <1 ®)

Simulacija jo provedens primjencm sandardne Matlab naredbe Aigiyn, za slijedede
vrijednosti karakteristika AML sustava (3): m = 3.14 kg, & = 150 N/A, &, = 0.68-10°
Nfm, B = 0.57 £}, L = 26.48 H. Nakon detalmog podeiavanja odabrane su slijedede
teZingke fankoije:
x+10000

7+ 1,67
W,(s)=10"" @)
&8+ 0,67
g+ 0,086
Veza izmedn tedinekih funkeija te 51 T fimkeija dana jo na shici 4.

W,()=0,008

W,(s)=0,014

154 l T
— 8=1X1+GK)

100} ,’;’:‘wa s

T —— W3
m Sn o

—g 4,_._--""’_'—._'_
E_ ’ _’_’_,///—jﬁ_/r

P ;—/_/

_l uu 1 1 1 1
2 b 2 1 §
10 10 10 1% £}

Frekvencija (rad/sec)
Slika 4. Veza izmedu teZinakih funkeija te §'1 T funkeija
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Na slici 4. je vidljivo da se amplituda S(s) funkcije nalazi ispod krivulje W, a
amplituda T(s) funkcije ispod krivulje W;", &ime je pokazano da se uz dobiveni
regulator promatrani sustav moZe dovesti do stabilnosti. Prijenosna funkcija dobivenog
Hregulatora glasi:

_—=8,745- 10"°s*-9,378-10°s> —1,898-10'°s* —2,034-10"° s —3,494.10"

" s*+1647s* +1,57-10°s° +8,562-10°s* +1,67-10°s + 4,062 -10°

10)
Provjerom odziva zatvorenog sustava AML 1 H, regulatora definiranog prijenosnom
funkcijom (10) pokazano je da sustav postize zadovoljavajuéi odziv na jednostavnije
uzbude. Npr. u slu¢aju jedini¢ne skokovite uzbude vrijeme porasta iznosi oko 0,0017s,
a vrijeme ustaljivanja 0,0048s (slika 5). Medutim, u slu¢aju sloZenijih uzbuda potrebno
je provesti dodatno podeSavanje tezinskih funkcija (9).

H

1.2

1 I

0.8

0.6

Amplituda

0.4

0.2

0
0 0.002 0.004 0006 0008 0.01
Vrijeme (sec)
Slika 5. Odziv zatvorenog sustava na skokovitu uzbudu

5 ZAKLJUCAK

U ovom je radu implementiran H, regulacijski algoritam na AML sustav. Regulator je
izraden u kompjuterskom programu Matlab primjenom standardne naredbe hinfsyn te
iterativnim postupkom odabira i podesavanja tezinskih funkcija kojima se omogucava
oblikovanje signala.

Na osnovu analize odziva zatvorenog sustava na poremecajne sile pokazano je da je
uz dani regulator odziv sustava AML zadovoljavajuéi, Sto je prikazano na primjeru
skokovite uzbude. Medutim, u slucaju drugih vrsta uzbuda potrebno je provesti
detaljnije podesavanje.
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Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

METODA ODREDPIVANJA VOLUMENA TLACNE POSUDE
ZA UBLAZAVANJE HIDRAULICKOG UDARA

Virag, L., éavar, M.

Safetak: U radu je definiran matematicki nestacionamog strujanja u jednostavnom
cjevovodnom sustavu s tlaCnom posudom prema teoriji krutog stupca. Matematicki model je
preveden u bezdimenzijski oblik 1 integriran Runge Kutta metodom &etvrtog reda tocnosti, te je
izraden univerzalni radni dijagram za odredivanje potrebnog volumena posude za zastitu
sustava od hidrauli¢kog udara temeljem minimalno 1 maksimalno dopustenog tlaka na poziciji
tlane posude. Prikazan je nadin primjene radnog dijagrama na jednom konkretnom primjeru, a
volumen (konstanta) posude odredena pomocu radnog dijagrama je iskoriStena u raunalnom
programu HUdar koji se temelji na modelu slabostladivog strujanja i elastiCnog cjevovoda.
Prema ocekivanju je tom metodom dobiven neS§to nizi maksimalni tlak i nesto vi§i minimalni
tlak, §to je doprinos elastiénosti cjevovoda i kapljevine.

Kljucne rijeéi: hidraulicki udar, tlacna posuda, teorija krutog stupca

1 UVOD

Pri naglim promjenama rezima strujanja kapljevine u cjevovodu (npr. naglom prekidu
strujanja) dolazi do hidrauliénog udara &ija posljedica moZe biti pojava nedopusteno
visokog ili niskog tlaka. Jedan od nacina da se taj udar ublazi je ugradnja tlacne
posude, djelomiéno ispunjene plinom, kao amortizera tlacnih valova.

/ ps Spremnik

Ventil

Sl. 1. Jednostavni cjevovod
Slika 1 prikazuje tipi€ni primjer cjevovoda na ¢&1joj je lijevoj strani veliki zatvoreni

spremnik, a na desnoj tlana posuda ispred ventila kojim je cjevovod odvojen od
ostatka sustava. U stacionarnom rezimu je ventil otvoren 1 kapljevina struji prema
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spremniku, a u tlanoj posudi fluid miruje, ne utjece niti istjece 1z nje. Nakon trenutnog
zatvaranja ventila posuda ¢e se poceti prazniti, te ¢e u noj tlak opadati. Ovo strujanje iz
posude ¢e sprijeciti naglu promjenu tlaka, koja bi se pojavila da posude nema, te ¢e
do¢i do postupnog usporavanja kapljevine, a u trenutku kad se kapljevina zaustavi je
tlak u tla¢noj posudi minimalan, a energija u tla¢noj posudi ¢ée biti manja od energije
spremnika, te dolazi do povratnog strujanja u tlaénu posudu. Time kapljevina ubrzava,
a energija posude raste. Kada energija posude postane veca od energije spremnika
podinje usporavanje, pa se u odredenom trenutku kapljevina zaustavlja i tada je tlak u
posudi maksimalan, a volumen plina u njoj minimalan. S obzirom da je u tom trenutku
energija spremnika manja od energije posude, ponovno dolazi do struyjanja prema
spremniku, odnosno poéinje drugi period oscilirajuéeg strujanja. U teorijskom slucaju
bez trenja, ovo oscilirajuée strujanje se ponavlja unedogled. U realnim sustavima je
fluid viskozan, a cijev hrapava, te se mehanic¢ka energija pretvara u unutarnju, a
oscilacije trnu. O¢ito je da ¢e najvece amplitude tlaka 1 protoka biti u prvom periodu
takvog oscilirajuéeg strujanja. Nakon nekog vremena se sva kineticka energija pretvori
u unutarnju, pa kapljevina postigne stanje mirovanja.

Opisano nestacionarmo strujanje se najéeSée opisuje modelom jednodimenzijskog
strujanja u kojemu se uzima u obzir i elasti¢nost cjevovoda 1 stlaivost kapljevine.
JednadZzbe su hiperbolickog karaktera 1 efikasno se rjeSavaju metodom karakteristika
[1]. Na katedri za mehaniku fluida je prema takvom pristupu razvijen raGunalni
program HUdar [2], koji za zadanu konfiguraciju cjevovoda prema slici 1, 1 zadanu
veli¢inu tlacne posude odreduje vremensko prostornu raspodjelu tlaka. Primjenom
takvog programa se do potrebnog volumena posude dolazi metodom pokusavanja, a
svrha ovog rada je razviti metodu s pomocu koje se na temelju zadanog maksimalno 1
minimalno dopuStenog tlaka na poziciji tlaéne posude direktno odreduje potrebni
volumen 1 podetni tlak plina u posudi koja ¢e osigurati da tlak ostane u zadanim
granicama. Ako je u sustavu ugradena tlana posuda, koja sustavu daje elasti¢nost, tada
se elastiénost cijevi 1 stlacivost kapljevine moze zanemariti, pa ¢e se ovdje koristiti
teorija krutog stupca.

2 MATEMATICKI MODEL

Na slici 1 su definirane veli¢ine: z, je srednja visina kapljevine u tlaénoj posudi, H je
razina kapljevine u spremniku u odnosu na visinu kapljevine u tlacnoj posudi, V'
volumen plina u posudi, p; apsolutni tlak u spremniku, a p apsolutni tlak u posudi.
Neka je cjevovod promjera D 1 duljine L, te neka je protok Q definiran pozitivan za

smjer strujanja od spremnika prema ventilu.
Nakon prekida stacionarmmog strujanja protokom (), trenutnim zatvaranjem
ventila vrijedi jednadZba kontinuiteta
Q =vA =konst. ¢9)
te modificirana Bemnoullijeva jednadzba od slobodne povrSine u spremniku do
slobodne povrSine u tlaénoj posudi koja uz zanemarivanje ubrzavanja fluida u
spremniku glasi
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Ps o pg- +a|Q|Q+£@. )
pg Pg o gdt
hy h

Simbol p oznauje gustoéu kapljevine, g gravitaciju, 4 piezometri¢ku visinu posude,
v brzinu, 4 povrsinu popreénog presjeka cijevi. Ak, su gubici piezometri¢ke visine u
cjevovodu od spremnika do ventila.

Pretpostavlja se politropska promjena plina u tlaénoj posudi, §to znaéi da vrijedi:

pV" =konst., odnosno A" =C 3)

Konstantu C nazivamo konstantom tlaéne posude, a »n koeficijentom politropske
promjene (1<n<k). Ako je n=1 radi se o izotermnoj promjeni, a ako je n=x
promjena je adijabatska.

Nakon zatvaranja ventila sav fluid ulazi u tlaénu posudu, §to zna¢i da je
smanjenje volumena zraka razmjerna dotoku kapljevine koji ulazi u posudu, odnosno

av

— =0 @

Kombinacijom jednadzbi (1) do (4), uvodeéi supstituciju Q =0, -Q, h=h, h, te

L4 . . . . .
t=—-t 1tr1 bezdimenzijska parametra:
0

7= s Ty = s My =
g T e
dobiva se sustav jednadzbi

_g‘Ath. _AhF.”_LAl/n (5)

do

—=m A=h)y-n,-7,|0|10 (6)
(;}; n. 72' h1+1/n Q (7)

Takoder, za integraciju su nam potrebni u rubni uvjeti koji u bezdimenzijskom obliku
izgledaju ovako: Q(O) =-11 l;(O) =1+7,.

3 INTEGRACIJA MATEMATICKOG MODELA — RADNI DIJAGRAM

Sustav od dvije nelinearne obi¢ne diferencijalne jednadZbe (6) i (7) uz zadane pocetne
uvjete se lako integrira Runge-Kutta metodom, a ovdje je koriStena metoda &etvrtog
reda primjenom paketa Matlab, odnosno funkcije ode45. Rezultat integracije su
funkcije O=f,(f,m,7,,7,) i h=f,{,#,7,,7,) na zadanom bezdimenzijskom
vremenu integracije 7. Program za svaku kombinaciju 7 parametara zapisuje
ekstremne vrijednosti piezometricke visine kako bi bilo moguée nacrtati dijagrame
ovisnosti maksimalnog 1 minimalnog tlaka u ovisnosti o parametrima u odredenom
rasponu.

Iako bezdimenzijski protok 1 tlak ovise o tri # parametra, lako se pokaZze da

. . N ... dh .

ekstremne vrijednosti piezometricke visine 4__, 1 &, za koje vrijedi E= 0, ovise

‘min >
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samo o parametm 7%, i1 omjeru parametra #, i . Ova Ginjenica uvelike olakiava
prikaz rezultata dijagramima, jer se zavisnosti oblika k=4  (#,,7,/#) mogu
prikazati jednim dijagramom s parametarskim krivuljama, 3to je dano na slici 2, za
odabrani raspon paramectara. U istom su dijagramu prikazani rczultati za h
(vrijednosti do 1) i A _ (vrijednosti preko 1). Ovaj dijagram je univerzalan vrijedi za
bilo koju kombinaciju dimenzijskih parametara modela, a u nastavku se daje primjer
primjene ovoga dijagrama.

7

h
S1. 2. Radni dijagram: ovisnost ckstrema piczometrike visine 0 # parametrima za n—1,4

h

min? max

Postupak primjene radnog dijagrama je sljedeéi:

1) Odredi stacionamo stanje strujanja 1 parametar 7, .

2) Iz zadanih maksimalno i minimalno dopustenog tlaka izradunaj & i 2.

3) Iz radnog dijagrama o€itaj dvije vrijednosti 7,/ x,, a kriterij je niZa vrijednost. Ako
je niZa vrijednost za ﬁm‘ , onda oditaj novu vrijednost Em » 8 ako je niZa vrijednost za
}L‘.ﬂ onda ofita) novu vrijednost za j;mn .

4) Izralunaj maksimalni volumen zraks za /_ #to je minimalno potrebni volumen

posude.

Jasno je da je za funkcioniranje tladne posude jedino vaina njena konstanta
C=hV", &to znadi da posuda mora sadrZzavati odredenu kolidinu zraka (npr. moZc se
propisati volumen zraka u posudi u stanju mirovanja sustava ili u stanju stacionamnog
strujanja). Stoga je vaZno periodino kontrolirati stanje zraka u posudi i po potrebi ga
nadopuniti. Obiéno se volumen posude poveda za odredeni postotak, tako da se osigura
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od eventnalnih problema curenja zraka ili njegova otapanja u vodi, dakle da sc
konstanta posude smanji, a da posuda ostane u funkeiji zastite.

4 PRIMJER PRIMJENE RADNOG DIJAGRAMA

Analizira 3¢ problem strujanja iz spremnika 1 v spremnik 2 v kojima su visine fluida
H =H,=1m, otvorenih prema atmosferskom tlaku p =101300 Pa, s pomocu
pumpe, visine dobave H, =67 m, uz visinskn razliku z, =50 m kao ¥to je prikazano
na slici 3, iz suéclja programa HUdar. Cjevovod je duljine 2=1000 m, vnutamjeg
promjera D=180 mm, a fluidu je gustoée p=1000 kg/m®, kinematidke viskoznosti
v=105-10"° m?s. Analizira sc slufaj nestanka elekiritne energije, koji se modelira
trenutnim smanjenjem visine dobave pumpe na nulu, odnosno trenutnim zatvaranjem
zaklopke.

U prvom koraku s¢ odreduju parametri stacionamog strujanja u cjevovodu. Za
zadanc paramectre sustava je stacionarna brzina strujanja v, =1,969 m/s, protok
@, =50,11 Vs.

9:' ﬂ HUdar
" Matlab
ot i
[ n
: ) A J‘I— ik J \ f\\ ;\ '-
LY 1A A
el S = ! h
e = " I ERYRVAVAY
i el = : \ |
== Ee i el L - |
.: | - - 3[)- I I l 50 IV__ []I 1;0 : : : 150
rijeme [s
S1. 3. Sudelje HUdara S1. 4. Usporedba rezultata za tlak
Temeljem zadanih podataka na slici 3 slijedi da je:
=z, + H, + PLas0r1+ 1000 g 33
PE 1000.9,81

Iz zadane visine pumpe H, =67 m, vz visinsku razlikn z, =50 m, visina gubitaka je

Ah,=H,—2z,=17Tm, 8o znadi da je 7, =Ak./h =0,277, a za zadana ograniéenja u

tlaku su parametri & =p../(pgh)=149 i b = pou /{ pgh; )=0.166 . Iz radnog

dijagrama na slici 2 se moZe oditati, po kriteriju ?i.... #,/m =0,378, a po kriteriju ﬁl;m
LO,

n, /m =0,378, jer daje veéu konstantu posude, tj. ve¢i volumen dobiti za manji, pa je

#a,/m =4,02. Prema izrazu za omjer =,/ = kriterij je manji omjer
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n 1,4

2 -3\2
C= L Q01 _ 1000-(50,11-10 1) ~19,06 ®)

-= 7 2, -
g AR5 |98 287 63374 0 378

”1

~

Temeljem odabranog omjera z,/7,=0,378 i1z diyagrama za h__ se moZe olitati

h_. =0,591, 1z Sega moZemo izraCunati maksimalni volumen zraka u posudi

1
Vo ={EC J =0,632m’.

‘min

Slika 4. prikazuje usporedbu vremenske promjene tlaka dobivene predloZenom
metodom (oznaleni kao Matlab) i rezultata programa HUdar s istom konstantom
posude. Maksimalni tlak u sustavu je 9 bar (to je bio kriterij zaSite), dok program
HUdar daje neSto nizi maksimalni tlak 1 neSto vi§i minimalni tlak, §to je posljedica
uzimanja u obzir elasti¢nosti cjevovoda 1 kapljevine.

6 ZAKLJUCAK

e U radu je postavljen 1 rijeSen matematicki model nestacionarnog strujanja nastalog
nakon trenutnog zatvaranja ventila u sustavu spremnik-cjevovod s ventilom i
tlaénom posudom.

e Matematicki model se temelji na teoriji krutog stupca. Rezultati rjeSavanja
matematikog modela su dani u obliku radnih dijagrama pomoéu kojih se moze
jednostavno odrediti potrebnu veliéinu volumena tlacne posude.

e Dobiveni radni dijagram moZe posluziti za dimenzioniranje tlaéne posude u zastiti
od hidrauli¢kog udara, ali treba voditi raGuna da metoda prati samo tlak u tlaénoj
posudi, pa su moguée pogreske u smislu 1zbora poloZzaja posude ili lo§e odabranog
minimalnog dopustenog tlaka.

e Za sludaj sloZenijih cjevovoda, svakako treba koristiti metode temeljene na modelu
slabostlaCivog strujanja uz primjenu metode karakteristika, jer takve metode daju
raspodjelu tlaka po ¢&itavoj duljini cjevovoda, ¢ime se smanjuje moguénost
pogreske u projektiranju zastite od hidraulickog udara.
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Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

PREGLED HEMODINAMICKIH MODELA
ARTERIJSKOG STABLA

Virag, Z., Luli¢, F. & Dizijan, 1.

SaZetak: U radu je dan pregled hemodinamickih modela s koncentriranim parametrima i
jednodimenzijskih modela za opis arterijskog stabla. Jednokomorni modeli s koncentriranim
parametrima mogu posluZiti tek za modeliranje otpora koje srce osjeca pri ubrizgavanju krvi u
arterije. ViSekomorni modeli 1 modeli T-cijevi mogu modelirati osnovne promjene u slici
struyjanja zbog fizioloSske promjene parametara arterijskog stabla. Jednodimenzijski modeli
mogu vjerno opisati vremensko-prostornu sliku strujanja u velikim arterijama, dok je u blizoj
buducénosti za oéekivati Siru primjenu hibridnih modela u kojima se kombinira jednodimenzijski
model na ravnim dijelovima arterijskog stabla 1 trodimenzijski model u blizini radvanja 1
zakrivljenih dijelova arterija 1 to temeljeno na toéno snimljenoj geometriji velikih arterija. Puni
trodimenzijski modeli se u dogledno vrijeme neée Sire primjenjivati zbog previsokih zahtjeva na
racunalo 1 velikog broja ulaznih podataka.

Kljuéne rijeci: Modeli s koncentriranim parametrima, jednodimenzijski modeli.

1 UVOD

U ljudskom krvotoku se razlikuju dva zatvorena cirkulacijska kruga: jedan od lijeve
klijetke srca preko arteryjskog stabla, mreze kapilara 1 nazad preko venskog stabla do
desne predklijetke; 1 drugi od desne klijetke, preko pluéne arterije, kroz plucne kapilare
1 nazad kroz pluc¢nih vena u lyjevu predklijetku. Za potrebe klinicke prakse cirkulaciju
je nuZzno matematic¢ki modelirati, kako bi se mogle objasniti promjene 1 predvidjeti
bolesti kardiovaskularnog sustava, te planirati nadin lijeenja. Jedan od dijelova
cirkulacijskog sustava je arterijsko stablo, kojemu je zadatak dovesti krv do svakog
djelica tijela. Ono se sastoj1 od dvadesetak generacija granajucih krvnih Zila u rasponu
promjera od oko 30 mm (aorta) pa do oko 8 pm (kapilare), s velikom varijacijom
fizioloskih svojstava stijenke (poput elastiCnosti 1 viskoznosti) iduéi od srca prema
periferiji. Ta su svojstva zavisna od fizioloSkih parametara (poput tlaka, temperature 1
brzine kucanja srca), a te zavisnosti nije jednostavno istraziti, §to dodatno otezava
modeliranje, odnosno primjenu modela. U svakom slucaju matematicki model mora
biti fizioloski realan, §to podrazumijeva da promjena parametra modela vjerno
odrazava stvame fizioloSke promjene u krvotoku. Danas se koriste brojni modeli
razli€itih razina: od nul-dimenzionalnih modela (s koncentriranim parametrima), preko
jednodimenzijskih modela (s raspodijeljenim parametrima) do trodimenzijskih modela.
Svrha ovog rada je dati pregled najfeSée koriStenih modela s osvrtom na dosege 1
ogranidenja njihove primjene.
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2 RAZINE HEMODINAMICKIH MODELA

2.1 Modeli s koncentriranim parametrima (0D modeli)
Modeli s jednom komorom
U ovim modelima arterijsko stablo se promatra kao jedna komora volumena V' u kojoj

vlada jedinstveni tlak p, , u koju krv utjece iz lijeve predklijetke protokom Q. , a izlaz
iz komore je kroz mrezu kapilara priblizno konstantnim protokom Q_, . Iza kapilara

krv se skuplja kroz venule 1 vene, a tlak u venama je priblizno konstantan 1 obicno se
uzima da je jednak nuli. Ako je model te komore lincaran tada se otpor koji komora

pruZa strujanju iz srca definira ulaznom impedancijom Z (a)) = p.. (a))/ QAiJ1 (a)) , gdje ~
oznacuje kompleksne amplitude Fourierovog reda na frekvenciji @. U tim modelima
veliSina R=Z (0) oznaduje periferni otpor koji se pridruzuje izlazu iz komore
(glavnina pada tlaka od oko 100 mmHg je u arteriolama 1 kapilarama, dok je pad tlaka

u velikim arterijama svega 1 do 2 mmHg). Drugo svojstvo komore je kapacitivnost
(sposobnost akumulacije krvi), buduéi da je protok na ulazu za vrijeme sistole veéi od

protoka na izlazu, koja se moze definirati izrazom C (a)) = (QAin —Qout)/ ( jo ﬁin), gdje je
Jj imaginama jedinica. Treée svojstvo komore je disipacija energije povezana s
viskozno$éu stijenke, koja se moZe definirati kao integral razlike snaga na ulazu 1

T
1zlazu 1z komore tijekom jednog trajanja 7" takta: W = J p.0.dt—RQA T .
0

Tablica 1. prikazuje hidraulicke 1 elektricke analogne sheme triju osnovnih modela
s pripadaju¢im izrazima za ulaznu impedanciju 1 disipaciju energije.

Tablica 1. Osnovni jednokomomi modeli s koncentriranim parametrima
Hidraulicka shema Elektr. analogna shema Osnovne relacije

Pa W2 model [1]
C C:: 2 = L
" 1+ joCR
W=0

W3 model [2]
Pa 5 _R+R, +joCRR,

c—— o 1+ joCR

W= RchTQiidt

ey

VW3 model [3]

Pa s R(1+ joCR,)
¢ Zi“_1+jaJC(R+Rw)
R —

W =R, [(Q0=Cui) dt

(g
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Prvi model arterijskog stabla je definirao Frank [1] u analogiji s vatrogasnom
ruénom pumpom, koja se sastoji od komore sa stlatenim zrakom (njem. Windkessel) 1
cijevi za gaSenje poZara. Gasitel] stapnom pumpom periodicki utiskuje vodu i1z
spremnika u tlaénu komoru, 1z koje voda kontinuirano istjece kroz cijev. Po tome se svi
modeli s koncentriranim parametrima nazivaju Windkessel modelima, a Frankov
model se naziva dvoelementni Windkessel (W2) model. Osnovni nedostatak ovog
modela je da ne modelira disipaciju energije uslijed viskoznosti arterijskih stijenki, te
ne modelira dobro ulaznu impedanciju arteriyjskog stabla (za w—>o Z_—0, a
mjerenja pokazuju da Z_ tezi k nekoj konaénoj vrijednosti). Zbog Cinjenice da je
viskozna disipacija energije u W2 modelu jednaka nuli, taj model ne daje dobru
rekonstrukciju mjerenog tlaka na temelju mjerenog protoka. Nedostatak W2 modela u
smislu modeliranja ulazne impedancije je otklonio Westerhof [2] dodavanjem
konceptualnog otpora R, ¢ime je dobio troelementni Windkessel (W3) model, pri

Cemu je postigao da za w—>o Z_—>R,. Klju¢ uspjcha ovog modela je da se

konceptualnim otporom uvela disipacija energije unutar komore, ali uz pomoé
nefiziolo§kog otpora na kojem se energija disipira, ali samo u fazi ubrizgavanja krvi 1z
srca u aortu. U [3] su taj model preuredili u viskozni Windkessel (VW3) model, pri
¢emu otpor R, modelira viskoznost arterijske stijenke. Kao §to je vidljivo 1z izraza za
disipaciju energije ona se dogada 1 kod punjenja 1 kod praznjenja komore, §to dovodi
do histereze u dijagramu zavisnosti tlaka od volumena komore, §to je potvrdeno i
cksperimentima. Osim ova tri navedena modela u literaturi postoji 1 niz drugih varijanti
modela, vidjeti npr. [4] u kojima se kombiniraju elementi otpora, kondenzatora i1
zavojnice (koja u hemodinamici ima ulogu inercije), da bi se postiglo §to bolje slaganje
modelirane 1 mjerene ulazne impedancije. Medutim, od svih modela s jednom
komorom jedino VW3 model ima elemente s jasnim fiziolo§kim znafenjem: otpor R,

u seriji s kondenzatorom kapaciteta C modelira viskoealstiénu stijenku komore
(arterijskog stabla), a R otpor strujanju iz komore.

Modeli s vise komora
Modeli s koncentriranim parametrima pretpostavljaju konstantan tlak unutar komore,
tj. beskonaénu brzinu §irenja tlacnih poremeéaja. U realnom sustavu tlaéni poremecaji
se §ire konaénom brzinom, te se moze razluciti putovanje tlaénog vala od srca prema
periferiji 1 refleksija valova od periferije prema srcu, §to takoder utjeCe na ulaznu
impedanciju. Ako se Zeli modelirati bilo kakva refleksija u modelu je potrebno imati
barem dvije komore. Logi¢no je pretpostaviti da su komore povezane pomocu cijevi
koja je karakterizirana koeficijentom inercije L. Slika 1a) prikazuje prirodno proSirenje
VW3 modela na model s dvije komore, pri ¢emu strelica oznacuje mjesto ulaska krvi 1z
srca, pa prva komora modelira dio arterija blizu srca, a druga komora periferne dijelove
velikih arterija. Ovakav model moZe dobro opisati promjene ulazne impedancije
uzrokovane starenjem 1 bolestima krvnih Zila, uz fizioloski realnu promjenu parametra.
Slika 1b) prikazuje model s tri komore, gdje srednja komora oznacuje uzlaznu aortu,
desna komora donje ekstremitete, a lijeva glavu 1 gornje ekstremitete.

Slika 1c) prikazuje petoelementni model [3], koji se moze shvatiti kao
pojednostavljeni slucaj modela s dvije komore na slici 1a). I tako pojednostavljeni
model dobro opisuje ulaznu impedanciju zdravih osoba 1 osoba s oddredenim
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bolestima arterijskog stabla i daje bolje rezultate od drugih petoelementnih modela
dobivenih razli¢itim razmjestajem elemenata, §to ukazuje na njegovu fizikalnost.

@ ¥ ® B L © + L
Y m 7 h n, m

Sl. 1. Varjjante modela s viSe komora: a) s dvije komore b) s tri komore
c) petoelementni model iz [3]

C

Model T-cijevi
U ovim modelima se arterijsko stablo modelira s dvije elastine ili viskoelastiéne cijevi
(Jedna za trbuh i donje ekstremitete, a druga za glavu i gornje ekstremitete), kao §to
prikazuje slika 2. Cijevi 1du od srca 1 zavrSavaju nekim jednokomornim modelom (¢1ja
je impedancija na slici oznaCena sa Z, i Z,), najéeS¢e W3 ili VW3 modelom. Ako je

Z, karakteristicna impedancija cijevi kojom se modelira donji dio tijela, tada je
koeficijent refleksije jednak I'=(Z,-Z,)/(Z, +Z,), a impedancija te cijevi koju vidi
srce  Z, =Z, (1+ e )/ (I—F ek ) , u kojem je y konstanta propagacije vala.

Analogno vrijedi 1 za drugu cijev. U [6] su karakteristiéna impedancija cijevi 1
konstanta propagacije definirani prema analitiCkom rjeSenju [5], a u [7] je cijev
zamijenjena transmisijskom linjjom (koja ¢e biti opisan u nastavku), tj. koristeni
pripadajuéi izrazi za karakteristicnu impedanciju i konstantu propagacije. Model je
koriSten u analizi mjesta refleksije valova 1 pokazuje odredenu prednost u smislu
interpretivne sposobnosti u odnosu na dvokomorni model [8].

srge
L v L

t
& I 1

Jj Z, _glava trbuh Z,

‘\

Slika 2. Shematski prikaz modela T-cijevi

2.2 Jednodimenzijski (1D) modeli

Modeli opisani osnovnim zakonima mehanike fluida
U jednodimenzijskim modelima velike arterije se podijele na elemente duljine Ax, a
svaki element se modelira s elasticnom ili viskoelastiénom cijevi promjera D

(razliSitog od elementa do elementa), poprednog presjeka A=D’n/4. Tlak p i
uzduzni protok kroz velike arterije su funkcije prostorne koordinate x 1 vremena f¢.
Transverzalni protok Q. , prema arteriolama i kapilarama, se koncentrira u ¢vorovima
u kojima se spajaju elementi.

U tablici 2 su dane osnovne jednadzbe 1D modela u kojima 7, oznauje smicno
naprezanje na stijenci, @ koeficijent ispravka kineti¢ke energije; £ =dp/dA4 modul

elastinosti, C'=1/E" podatljivost, a 7' viskoznost (faktor viskoznog prigusenja)

98



arterijske stijenke; 4 je viskoznost krvi a ¢, 1 ¢, koeficijenti u modelu trenja.

JednadZba koli¢ine gibanja je nelinearna, a u lineariziranom obliku se uzima & =0 uz
zamjenu vremenski promjenjive povrSine A s prosjecnom vrijednoséu A4, . Ukoliko se
u modelu uzima konvektivni ¢lan najéeséi koeficijent ispravka kineticke energije je
a=4/3, $to odgovara sludaju razvijenog stacionarnog laminarnog strujanja u
okruglim cijevima. S obzirom da je pad tlaka duz velikih arterija zanemariv u odnosu
na pad tlaka kroz arteriole 1 kapilare smi¢no naprezanje na stijenci bi se moglo sa
stajaliSta ukupnog strujanja 1 zanemariti, a dovoljno dobar model je prema
Poisseuilleovu analitickom izrazu koji vrijedi za stacionarno izobraZeno strujanje.
Primjena modela trenja u kojem se uzima i1 vremenska promjena protoka, neée
znacajno doprinijeti tocnosti opisa putovanja valova tlaka 1 protoka.

Tablica 2. Osnovne jednadzbe jednodimenzijskih modela

Jednadzba a4 N aQ _ 0
kontinuiteta o oOx
JednadZba 2
0 /A

koliSine Q A% =Dt (20’ /4)

J26%)) gibanj.a ot pox P ox

Q1) —Or Z:If: ilzmedu elastidno | Ap=E'Ad=AA/C’

A0 povrSine ;

—>Or popre&nog ‘e]llaslls{t(i)(‘-ino Ap=AA4/C"+ T]'d(AA)/ dt
presjeka
Model
smiénog 0 | - 64/3‘ _L[Scu_”ﬂg ¥ (cv _1)@]
naprezanja T, nD nD| pA ot
.. w2
Impedfmcg a R model Model
Z, =L stabla
0, W3 VW3 [10]
model | model IVW4 [9]

Bitna razlika medu 1D modelima je u konstitutivnoj relaciji za tkivo arterija. Velik
broj modela pretpostavlja elasticno ponaSanje stijenki iako mjerenja potvrduju
viskoelasticno ponasanje. Nadalje popustljivost je u nekim modelima konstantna a u
nekima zavisna od tlaka (s povecanjem tlaka popustljivost se smanjuje).

Znacajna razlika medu modelima je u modeliranju impedancije kojom se definira
transverzalni protok prema Kkapilarama. Koristi se: otpor R, neki od Windkessel
modela ili se modelira granajuéa struktura malih arterija [10]. Primjena samog otpora
R ima za posljedicu pojavu nefizikalnih oscilacija u arterijskom stablu, a kao realan se
pokazao IVW4 model (elektrina shema je dana u tablici 2). Razlika je 1 u raspodjeli
transverzalnog protoka kojom se definira koliko krvi ide kojem organu. Problem je da
ova raspodjela ovisi o stanju organizma 1 razli€ita je npr. za stanje mirovanja, ili za
vrijeme fizicke aktivnosti, prije 1li nakon objeda 1 sl.
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Modeli transmisijske linije
Ovi modeli su poseban sluéaj 1D modela, koji se formalno izvode iz analogije s
transmisijskom linijom elektriéne mreZe, a lako se pokaZze da su ti modeli temeljeni na
lineariziranim jednadZbama 1D modela danim u tablici 2. Ako se u jednadzbi kolicine
gibanja nelinearni konvekeijski €lan zanemari, 1 uzme Poiusseuilleov model trenja, te

povriina popretnog presjeka A(x,t) u koeficijentu uz gradijent tlaka zamijeni s
vremenski prosjeénom povr§inom Ao(x), tada se inercijski ¢lan u jednadzbi koliCine

gibanja moZe modelirati zavojnicom induktiviteta L' po jedinci duljine, a trenje
otpornikom ' izraZeno po jedinici duljine. Slika 3 prikazuje primjer dijela
transmisijske linije sastavljene od 5 elemenata.

Slika 3. Dio transmisijske linije (5 elemenata svaki duljine Ax,)

Konstitutivna relacija za stijenku je prikazana otporom 77//Ax, i kondenzatorom
kapaciteta C/Ax,, dok je transverzalni protok definiran impedancijom Z.,, pri éemu se

moze koristiti neki od modela iz tablice 2. Uocljiva je sliénost modela za jedan element
transmisijske linije s modelom jedne komore u modelu s koncentriranim parametrima,
§to znaéi da se model transmisijske linije moZe prirodno reducirati na model s
koncentriranim parametrima. U skupinu transmisijskih modela se moZe svrstati 1
metodu prema [14] u kojoj se jednadzba koliine gibanja zamjenjuje prije spomenutim
analitickim rjeSenjem [5] za strujanje u ravnoj elastiénoj cijevi, koje se koristi u
modelu T-cijevi. U takav model se moZe uvesti 1 viskoznost stijenke, kroz modifikaciju
koeficijenta propagacije, ali se na Zalost ne moZe uvesti zavisnost elasticnosti arterijske
stijenke od tlaka.

S obzirom da je model transmisijske linije linearan, obiéno se rjeSava u frekventnoj
domeni (uz pretpostavku da srce kuca stalnim brojem otkucaja u minuti), pri ¢emu je
dovoljno gledati prvih dvadesetak harmonika iz razvoja u Fourierov red. Metoda je
jednostavna: izraCunavaju se impedancije pocevsi od periferije prema srcu a zatim se iz
protoka ili tlaka na ulazu u arterijsko stablo lako 1zraunaju protoci 1 tlakovi u svim
¢vorovima stabla [11-14]. Na Zalost, frekventna metoda nije primjenjiva za slucaj
promjenjivog broja otkucaja srca ili nelinearnih jednadzbi (npr. kada je popustljivost
funkcyja tlaka), pa se u tom sluCaju primjenjuju metoda karakteristika [15], metoda
konaénih volumena [12,16] ili metoda konaénih elemenata [17] u vremenskoj domeni.

Jednodimenzijski modeli daju kompletan uvid u fiziku §irenja valova tlaka 1 protoka
duz velikih arterija 1 mogu posluZiti za unaprjedenje dijagnostike, postavljanja 1
pracenja terapije, te donosenja odluka pri kirur§kim zahvatima [16].
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2.3 Trodimenzijski (3D) modeli

Potpuni trodimenzijski model
Potpuni model arterijskog stabla bi zahtijevao modeliranje dvadesetak generacija
krvnih Zila, od aorte, velikih arterija, preko srednjih do aretriola i kapilara, §to je vrlo
zahtjevno sa stajaliSta rjeSavanja. Model bi se temeljio na 3D Navier Stokesovim
jednadZbama u kojima bio trebalo uzeti i tranziciju laminarnog u turbulentno strujanje
krvi koje se pojavljuje na pojedinim mjestima u velikim arterijama, a bilo b1 potrebno
poznavati veliki broj parametra koji se odnose na fizioloSka svojstva stijenki krvnih
zila. U projektu [18] u kojem je sudjelovalo pet sveudiliSta razvijen je 3D model za
analizu strujanja samo u velikim arterijama u kojemu je obuhvaéeno 20 bifurkacija na
razini velikih arterija. U geometrijskoj mrezi je bilo oko 125 milijuna évorova, a model
se rjeSavao na mreZi raCunala od 1500 procesora. Jasno je da se ovakvi modeli u
dogledno vrijeme nece koristiti u klini¢koj praksi.

Znacaj 3D modela je da daju kompletnu sliku strujanja s realnijim podatkom o
smi¢nim naprezanjima na stijenci, §to je vazno ako se zna da zone recirkulacijskog
strujanja 1 malog smi¢nog naprezanja pogoduju nastanku masnih naslaga na stijenci, a
previsoka smicna naprezanja propadanju krvnih Zila. Stoga 3D modeli nalaze primjenu
u lokalnoj analizi strujanja, npr. samo u okoliSu bifurkacije karotide, ili u aortnom
luku, u okoli§u suzenja, u aneurizmi 1 sl

Hibridni modeli

U primjeni 3D modela na ograniCeno podrudje arterijskog stabla postoji problem
pouzdanog zadavanja rubnih uvjeta na ulaznoj 1 izlaznoj granici, jer je strujanje izrazito
nestacionarno, a vremenske promjene tlaka i protoka zavise od rubnih uvjeta u ¢itavom
arterijskom stablu. U tom smislu se definiraju hibridni modeli u kojima se kombiniraju
jednodimenzijski model za mrezu velikih arterija u kojem se ugraduje lokalni 3D
model za podruje u kojem je potrebno tocnije odrediti sliku strujanja 1 smicna
naprezanja na stijenci. Ovi modeli su dobar kompromis izmedu to¢nosti rezultata 1
zahtjevanosti za kapacitetima raunala.

3 ZAKLJUCCI

U radu je dan pregled koriStenih matematickih modela za opis strujanja krvi u
arterijskom stablu, koji se prema broju dimenzija mogu podijeliti na nul-
dimenzionalne, jednodimenzionalne i trodimenzionalne modele. Svaka razina modela
ima svoje mjesto u kardiologiji. Jednokomorni modeli s koncentriranim parametrima
uglavnom mogu posluziti za modeliranje opterecenja koje arterijsko stablo predstavlja
za srce a promjena parametara takvog modela daje grubu sliku o promjenama
arterijskog stabla. Visekomorni modeli 1 model T-cijevi mogu u odredenoj mjeri
opisati refleksiju valova u arterijskom stablu, te razli¢ita stanja uzrokovana starenjem 1
pomo¢i u objasnjenima promjena arterijskog stabla kod bolesti, npr. hipertenzije.
Jednodimenzijski modeli daju kompletan uvid u valne pojave koje se odvijaju u
arterijskom stablu, te u kombinaciji s tonometrijskim mjerenjem tlaka i ultrazvuénim
mjerenjima protoka, mogu posluziti za dijagnosticiranje veéine arteryskih bolesti,
definiranje 1 pracenje terapije, te predvidanje stanja nakon kirurSkih zahvata. 3D i
hibridni modeli omoguéuju 1 procjenu rizika od pojedinih bolesti, ali ¢e zbog svojih
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zahtjeva za racunalnim resursima u dogledno vrijeme joS uvijek biti koriSteni samo u
istrazivacke svrhe.
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Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

UTJECAJ ZIDOVA ZRA(VJNQG TUNELA NA
STACIONARNO TRANSONICNO STRUJANJE

Zmaié, Z., Maji¢, F. & Voss, R.

SaZetak: Ovim radom je primjenom numerickih simulacija istraZen utjecaj zidova zraénog
tunela na stacionarno transoniéno opstrujavanje avionskog krila u zatvorenoj testnoj sekciji
transoniénog zranog tunela. Ovo istraZivanje je provedeno na 3D modelu avionskog krila sa
superkritiénim aeroprofilom tipiénim za moderne civilne zrakoplove tzv. aerostabilno krilo.
Proraunska domena se proteZe po 20 duZina najduZe srednje linije aeroprofila uzvodno,
nizvodno, iznad i ispod aerostabilnog krila. Rije§enja ovih numeri¢kih simulacija su rjeSenja
osrednjenih Navier-Stokesovih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi 1 Spalart-Almarasovog
jednojednadzbenog modela turbulencije. Usporedbom numerickih rezultata za aerostabilno
krilo u sekciji zranog tunela 1 u otvorenoj struji zraka je jasno pokazan utjecaj grani¢nog sloja
zidova zracnog tunela na strujanje oko aerostabilnog krila. Glavni pokazatelj utjecaja zidova
zraénog tunela na strujanje oko aerostabilnog krila je lokalno odvajanje struje u kutu u kojem se
sastaju zid zranog tunela i1 povrSina aerostabilnog krila. Ovaj rad je izraden u DLR-ovom
(Njemacki nacionalni centar za zrakoplovstvo 1 svemirska istraZivanja) Institutu za
Aeroelasticitet u Gottingenu. Pri 1zradi ove simulacije su koriSteni nekomercijalni generator
mreze CENTAUR 1 interni DLR-ov nekomercijalni RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes)
CFD k6d TAU-Code.

Kljuéne rijeci: Aerostabilno krilo, Zracni tunel.

1 UVOD

Avionski flater kao aeroelastiéni fenomen, koji treba biti istrazen u okviru razvoja
dizajna novih aviona ili pri strukturnom modificiranju ve¢ postojeéeg aviona, je jo§
trenutno jedan od najvaznijih zadataka na podrucju aeroelasticiteta. To se posebno
odnosi na avione ¢ija je brzina leta u podru¢ju transoni¢nih brzina. Precizno
predvidanje flatera zahtjeva visoko sofisticirane CFD simulacije strujanja oko
dinamicki oscilirajuée avionske strukture. Provjera CFD metoda se uglavnom provodi
usporedbom numericki dobivenih rezultata sa experimentalnim rezultatima dobivenim
testovima, na pojednostavljenim 2D modelima avionskih profila 1 3D modelima
avionskih krila, u zratnom tunelu. Dok pojednostavljenje geometrije modela smanjuje
napore pri provjeri CFD metode, testne sekcije zracnog tunela donose dodatne
probleme.

U nekim zranim tunelima kao S§to je TWG u Gottingenu ovi problemi su
djelomicno izbjegnuti koriStenjem, sa gornje 1 donje strane testne sekcije, krutih zidova
kojima je oblik prilagoden obliku strujnica. Na bo¢nim zidovima zraénog tunela to nije
moguée uciniti zato Sto je na njih ugraden sam model 1 zato §to granicni sloj struje
zraka na boénim zidovima medudjeluje sa strujom zraka neposredno uz povrsinu
modela. Osim toga ovo prilagodavanje gornjih 1 donjih zidova testne sekcije zratnog
tunela je zadovoljavajuce za stacionarno, ali ne 1 za nestacionarno strujanje.
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Prethodno navedeni razlozi ukazuju na vaZnost te nameéu potrebu preliminarnog
(prije provedbe samih testova u zradnom tunelu) predvidanja, a time 1 istraZivanja
utjecaja zidova zraCnih tunela na stacionarno transoni¢no strujanje oko avionskih
profila ili krila u testnim sekcijama zraénog tunela.

2 MATEMATICKI MODEL

2.1 Opéeniti pristup

Sve simulacije u ovome radu su odradene sa RANS (Reynolds Averaged Navier-
Stokes) DLR-ovim TAU-Cod-om [3]. DLR-ov rjeSavaé TAU-Code [3] je 3D,
paralelni, hibridni, viSemreZni k6d koj1 primjenom metode kona¢nih volumena (MKV)
diskretizira, a potom rjeSava (RANS) osrednjene Navier-Stokesove jednadzbe i
jednadZbe modela turbulencije. Za ubrzanje konvergencije je primjenjena vifemreZna
metoda sa 3v tipom mreZe. Fluksevi su izradunati primjenom upwind sheme
diskretizacije. Konzervativni oblik Navier-Stokesovih jednadzbi za 3D sludaj strujanja
je prikazan slijede¢om jednadZbom:

0 - = -
a—tjledV = —gF .ndS 1)

_)
gdje je W vektor konzervativnih veliéina. V' je proizvoljni kontrolni volumen sa
_) _
granicom OV i vektorom normale 7. Tenzor fluksa F' se sastoji od 3 vektora fluksa u
smjeru svake od koordinatnih osi

F=(ﬁ;"‘+F;].2+(Gf+G5]-g+(Hf+H;‘).e_z' @
gdje su ex, ey 1 ez jediniéni vektori u smjeru pojedinih koordinatnih osi. Indeksi 71 v
predstav]jaju neviskozne 1 viskozne komponente vektora fluksa.

2.2 Model turbulencije

Model turbulencije primjenjen u ovome radu je orginalni jednojednadZbeni Spalart
Allmaras (SA) model turbulencije. Viskozni fluksevi u SA modelu turbulencije su
1zraunati primjenom centralne sheme diskretizacije. Tenzor Reynoldsovog naprezanja
je odreden primjenom Boussinesqove hipoteze:

— du, Ou, 2 _0u ) 2,.-—
—puu. = - L —Z68, —kE|-26. pk 3
= My [6xj ox, 37 6ka 3P ©

gdje je dio tenzora Reynoldsovog naprezanja koji sadrzi turbulentnu kinetic¢ku energiju
zanemaren tj. k=0. Ukljuéivanjem Boussinesqove hipoteze u osrednjene Navier-
Stokesove jednadZbe one poprimaju slijedeci oblik:

~ ~ ~ 2
B LY _p, a(”’”‘gg}pcﬁ[ﬁJ -D @)

ot Ox, ox,\ o o, o | ox,

Clanovi na desnoj strani ove jednad¥be predstavlja produkciju P = Cop ,a'S'V Vv, gradijent
difuzije i destrukciju D =c,, £, p(V/d)* turbulentne kinematidke viskoznosti.
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3 ANALIZA REZULTATA
3.1 Numericke simulacije

3.1.1 Rjefavaé strujanja

Za stacionarni proradun strujanja oko acrostabilnog krila je koriftena hibridna mreza
konaénih volumena {(KV) oko WIONA geometrije modela aerostabilnog krila i interni
DLR-ov RANS rjcfavaé TAU kéd [3]. Model acrostabilnog krila je postavljen izmedu
krutih boénih zidova zradnog tunela koji su takoder ukljudeni u CFD proradun i 8iji se
utjecaj na strujanjec u ovom radu i istraZuje.

3.1.2 Mreia i generator mreie kontrolnih volumena i numericki parametri

MreZa KV-a je generirana generatorom mreZe Centaur [2]. Iznad i1 ispod modela
acrostabilnog krila na udaljenosti od 10 duljina osnovne tetive su definiram 1
primjenjeni nereflektirajuéi rubni uvjeti koji potpuno korespondiraju sa, struji zraka
prilagodenim, uvjetima na gornjem i donjem zidu zranog tunela,

Za provedbu stacionarnih numeritkih simuacija su koriftene 2 mre¥e KV-a od kojih
je¢ prvom diskretiziran prostor oko krutog acrostabilnog krila sa simetriénim
neviskoznim bo&nim zidom na korjenu krila u uvjetima otvorene struje zraka sa 2.831
miliona ¢vorova i 5.597 miliona KV-a Slika 1, a drugom oko krutog acrostabilnog
krila u testnoj sckeiji zZranog tunela sa viskoznim zidovima, sa 3.884 miliona évorova
i 8.168 miliona KV-a Slika 2. Obadvije mreZe su hibridne i to strukturirane sa
prizmatiénim KV-ima u graniénom sloju na viskoznoj povrSini krila, sa piramidalnim
KV-ima smjedtenim u paralelne redove neposredno iznad strukturiranog granidnog
sloja i ncstrukturiranc sa tetrahedarskim KV-im u preostalom dijelu prorafunske
domene. Prvi red mreZe KV-a neposredno uz povriinu krila i zidova zradnog tunela je
dovoljno mali da grani¢ni sloj razbija na dijelove koji svo vrijeme u svim KV-ima
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3.2 Zra¥ni tunel

Experimenti, s ciljem istraZivanja ponafanja [.CO (Limit Cycle Oscillatory) na krilu
transportnog aviona pri transoniénim brzinama zraka, su provedeni v DLR-ovom TWG
transoniénom zraénom tunclu, sa pedesivim gornjim i donjim zidovima, u Gottingenu.
Statidke 1 dinamitke karakteristike 1 aerodinamidki oblik modela ovog krila su detaljno
opisani u [1].

3.3 Ansliza rezuliata stacionarnog strujanja

Utjecay zidova zratnog tuncla na stacionamno tramsoniéno strujanje je istraZen
usporedbom acrodinamickih strujnih karaktcristika za 2 razliGita sluCaja opstrujavanja
aerostabil krila i to 1. slu¥aj za opstrujavanje krila u otvorenoj struji zraka i 2. sludaj za
opstrujavanje krila n zraSnom tunelu sa viskoznim zidovima.
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SHka 3. Distribuciya strujnica i Cf povriinskog koeficijenta trenja za strujanje oko krutog
aerostabilnog krila u otvorenoj struji zraka pri: Ma=0.81%, «=0.97° i Re=1.32 miliona.

SHka 4. Distribucija strujnica i Cf povriinskog koeficijenta trenja za strujanje oko krutog
acrostabilnog krila u testnoj sekeiji zraZnog tuncla pri: Ma=0.819, 0=0.97° i Re=1.32 miliona.

Usporedbom strujnica 1 vrijednosti povriinskog kocficijenta trenja Cf na povriini

krutog aerostabilnog krila za uvjete strujanja u otvorenoj struji zraka i u zranom
tunelu pri Ma=0.819, ¢=0.97° i Re=1.32 miliona se moZe vidjeti pojatana vrtloZnost i
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profirenjc zona odvajanja struje zraka pri opstrujavanju krila u otvorenoj struji zraka
Slika 3 u odnosu na opstrujavanje krila u zraSnom tunelu Slika 4. Slika 3 prikazuje 3
zone intenzivne vrtloZznosti 1 odvajanja struje pri opstrujavanjn krila u otvorenoj struj
zraka, a Slika 4 prikazuje 2 zone blage vrtloZnosti 1 odvajanja struje pri opstrujavanju
krila u zradnom tunelun. U zoni neposredno uz rub krila je strujna slika za obadva
sludaja strujanja ista tj. nepromijenjena pri promjeni uvjeta strujanja.

* Linija udarnog vala
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Slika 5. Usporedba polja izentropskih Machovih brojeva pri stacionamom strujanju oko krutog
acrostabilnog krila u otvorenoj struji zraka (lijevo) i u testnoj sekeiji zratnog tunela (sredina)
pri: Ma=0.819, o=0.97° i Re=1.32 miliona. Na desnoj strani slike su pozicije presjeka
acrostabilnog krila ravninama 1, 21 3.

Na prvi pogled to izgleda Sudno i paradoksalno, ali osnovni razloga za to moZemo
vidjeti u distribuciji izentropskog Machovog broja na povriini aerostabilnog krila
Slika 5. Slika 5 (lijevo) pokazuje znatno vede vrijednosti izentropskog Machovog
broja za strujanje u otvorenoj struji zraka nego pri strujanju u zraénom tunclo Slika 5
(sredina) u zoni duZ cijele linije udamog vala. S obzirom na to potupno je realno
odekivati vedu vrtloZnost 1 veée odvajanje struje u Zonama iza udarnog vala za sludaj
opstrujavanja krila u slobodnoj struji zraka nego v zratnem tunclu.
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Slika 6. Usporedba polja statitkog tlaka pri stacionamom strujanju oko krutog aerostabilnog
krila u otvorenoj struji zraka izradunatih numericki i oko clastiénog aerostabﬂnog krila mjerenih
cksperimentalne u testnoj sekeiji zradnog tunela pri: Ma=0.819, «=0.97° i Re=1.32 miliona na
presjecima acrostabilnog krila ravninama 1, 21 3.

107



Za 3 razlidita presjeka aerostabilnog krila 1, 2 1 3 sa pozicijama prikazanim na
Slika 5§ (desno) Y1=1.0655289, Y2=1.4425637 1 Y3=2.2130366 su usporedeni
koeficijenti tlaka Cp Slika 6 dobiveni numeri¢ki za uvjete strujanja oko krutog krila u
otvorenoj struji zraka i experimentalno za uvjete strujanja oko elastiénog krila u DLR-
ovom transoniénom tunelu.

O¢ito je da je povrSina izmedu Cp krivulja Slika 6 za gornju 1 donju stranu krila za
svaki od presjeka, a time 1 koeficijent uzgona CI kao integralna veliéina za svaki
napadni kut uvijek vecéa za strujanje u otvorenoj struji nego u zraénom tunelu.

4 ZAKLJUCAK

Viskoznost zidova zraénog tunela pri stacionarnom opstrujavanju aerostabilnog krila:

e dovodi do pada vrijednosti izentropskog Machovog broja u zoni duz linije udarnog
vala te tako smanjuje intenzitet odvajanja struje zraka u zoni neposredno uz sam
viskozni zid zranog tunela 1 u zoni uz trailing edge §to je prikazano slikama
Slika 3, Slika 4 1 Slika §,

e nema velikog utjecaja na strujanje oko presjeka krila koji su blize rubu
acrostabilnog krila tj. utjecaj zida zradnog tunela koji je na strani korjena krila je
vrlo velik, a zida na suprotnoj strani je zanemariv,

e smanjuje povriinu izmedu Cp krivulja gomje 1 donje strane krila, a time 1
koeficijent uzgona CI u svim presjecima krila u odnosu na strujanje u slobodnoj
struji zraka §to je prikazano Slika 6.

Viskoznost zidova zracnog tunela pri stacionarnom opstrujavanju aerostabilnog
krila znatno smiruje strujnu sliku oko aerostabilnog krila, §to obavezno treba uzeti u
obzir prilikom pripreme testova u zratnom tunelu 1 analize rezultata dobivenih tim
testovima.
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Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

EKSPERMINETALNO ISPITIVANJE AB OKVIRA S
ISPUNOM

Zovkié, J., Sigmund, V.

SaZetak:

PonaSanje armiranobetonskih okvira s ispunom na djelovanje horizontalnih sila s glediSta
propisa, starih a i novih je jo§ uvijek nepoznanica. Kod nas ne postoje propisi koji uzimaju u
obzir sudjelovanje 1spune u armiranobetonskim okvirima kod djelovanja horizontalnih sila. U
svijetu je napravljeno nekoliko ispitivanja armiranobetonskih okvira s ispunom ¢&iji se rezultati
zadrzavaju na znanstvenoj razini. Takoder, postoje razni matematicki modeli koji pokuSavaju
opisati doprinos ispune u armiranobetonskim okvirima pri horizontalnom djelovanju.

U radu ¢ée se prikazati kvazidinamiCko ispitivanje modela armiranobetonskih okvira s tri
razlidite ispune. Model armiranobetonskog okvira predstavlja izdvojeni konstrukeijski element
stvame zgrade. Stvarma zgrada je okvimog sistema koja se sastoji od prizemlja i Sest katova
tlocrtnih dimenzija 17,50x16,00 m.

Izdvojeni konstrukcijski element odnosno nasi modeli napravljeni su u mjerilu 1:2,5. Dimenzije
modela su 2,0x1,50 m, gdje su stupovi poprecnog presjeka 20x20 cm 1 greda 12x20 cm izvedeni
od betona klase C30/37 1 armirani rebrastom 1 glatkom armaturom.

Napravljeno je ukupno devet modela koji su zidani s tri razli€ite ispune od zidnih elemenata
marke 2,5 N/mm?, 5,0 N/mm? i 10,0 N/mm?2. Svi modeli su ispitivani nakon 28 dana od dana
zidanja ispune.

Ispitivanja modela (armiranobetonskih okvira) su pokazala da ispuna sudjeluje u nosivosti na
horizontalno djelovanje. Rezultati ¢e pokazati koliki je doprinos zidane ispune na djelovanje
horizontalne sile kod armiranobetonskih okvira.

Kljuéne rijedi: Ab okvir, Ab okvir s ispunom, zidna ispuna, eksperimentalno ispitivanje.

1 UVOD

U mnogim zemljama smjeStenim u seizmickim podrucjima, armiranobetonski okviri
ispunjeni su opekarskim blokovima. Iako paneli ispune bitno poboljsavaju i krutost 1
¢vrstocu okvira, njihov doprinos Gesto ostaje nerazmotren uglavnom zbog nedostatnog
znanja kompozitnog ponasanja okvira 1 ispune.

Konstruktivni okviri esto su ispunjeni zidem koje sluzi kao pregrada ili kao ispuna. U
postupku statickog proracuna zidovi ispuna uzimaju se kao nekonstruktivni elementi.
Za konstrukciju se pretpostavlja da preuzima popre¢ne sile okvirnim elementima koji
nose primarno momentima savijanja. Sudjelovanje ispune u odgovoru konstrukcije se
najéeSce zanemaruje mada njithov efekt nije zanemariv narocito kada je ispuna
masivna. Okviri s ispunom su kompozitne konstrukcije koje se sastoje od okvira 1
ispune (koja se moZe grubo podijeliti na meku, srednju 1 krutu) za koju se u Hrvatskoj
uobicajeno rabe blok opeke ili ¢ak 1 betonski blokovi. Ispuna bitno mijenja odgovor
konstrukcije na potres 1 njen se utjecaj mora na odgovarajuci nacin uzeti u proracun.
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O¢ito je kroz geometrijsko razmatranje da ée razumno tijesno umetnuti zid s konaénom
krutosti sprijeciti deformacije kompatibilne okvimom djelovanju. Okvir sa ispunom je
bitno jac¢i 1 kruéi nego okvir sam za sebe. Zanemarivanje interakcije izmedu okvira 1
ispune je presudan korak u odbacivanju bitnog konstrukcijskog doprinosa.

Takoder, kriti¢na podruéja u kompozitu zid-ispuna ne moraju biti ista kao kod
samostalnog okvira. Moguéi slu¢ajevi integracije ispune 1 okvira su:

Duktilni okvir s nearmiranom ispunom: pri dosezanju maksimalne nosivosti ispune ona
puca i ispada (eksplozija);

Neduktilni okvir s nearmiranom ispunom: eksplozivni gubitak nosivosti ispune
rezultira u nastanku meke eteaze 1 u konacnici do gubitka stabilnosti okvira;

Duktilni okvir s armiranom ispunom: ispuna se armira mrezama poloZenim u cementni
malter s obje strane, a veza izmedu armature ispune 1 elemenata okvira se ostvaruje
sidrenom armaturom.

Neduktilni okvir s armiranom ispunom: uslijed koncentracije deformacija u 1-2 etaze
zahtjevi za duktilitetom elemenata okvira su veliki.

Efekti koje zidana ispuna ima na odgovor armirano-betonskih okvira su: (a) Skrac¢enje
prirodnog perioda osciliranja gradevine, (b) Izmjena raspodjele katne popre€ne sile u
konstrukcijama s 1 bez ispune, (c) tendencija koncentracije oSte¢enja na nivou jednog
kata, (d) dodatna torzija u sistemu uslijed nesimetriénog rasporeda ispune u tlocrtu, (e)
koncentracija deformacija u pojedinim etaZama uslijed nejednolike raspodjele ispune
po visini te (f) povedanje koeficijenta prigusenja

PonaSanje okvira s ispunom pod potresnim (horizontalnim) optereéenjem je vrlo
sloZeno. Budu¢i da je ponaSanje nelinearno 1 u bliskoj vezi sa spojem 1izmedu okvira 1
ispune, vrlo ga je teSko predvidjeti analitickim metodama ukoliko analitiC¢ki modeli
nisu poduprti i revidirani kroz eksperimentalne podatke. Eksperimentalno istraZivanje
je od velike vaznosti za odredivanje Svrstoce, krutosti 1 sposobnosti deformiranja.

2 ISPITNI UZORCI

U okviru znanstvenog projekta napravljeno je 1 ispitano ukupno 9 uzoraka a-b okvira s
ispunom. Koritene su tri vrste ispune, veée &vrstoée (blok opeka MO10), srednje
¢vrstoce (euroterm MOS) 1 male Svrstoée (ytong MO2,5). Od svake ispune ispitana su
po tri uzorka.

U radu ée se prikazati usporedba rezultata dobivenih ispitivanjem a-b okvira s tri
razli¢ite ispune kao 1 praznog a-b okvira. A-b okvir napravljen je u mjerilu 1:2,5 u
svemu prema slici 1. od betona klase C30/37 1 armiran je rebrastom armaturom
RA400/500.

Postotak armiranja armiranobetonskih stupova iznosi 2,36%, dok je postotak armiranja
grede u polju 1,31 % a na leZzajevima 3,27 %. A-b okvir nalazi se u prizemlju
Sesterokatne okvime konstrukcije tlocrtne povrSine 16x17,50m. Tijekom izvedbe
1spitnih uzoraka zidanje zida je izvr§eno naknadno, tj. nakon izvedbe okvira. Zidanje se
izvodilo u produ?nom vapnenom mortu. Cvrstoéa morta na dan ispitivanja uzorka od
blok opeke bila je 2,92 N/mm?, uzorka od euroterma 2,86 N/mm? i uzorka od ytonga
13,89 N/mm® Modeli su projektirani sukladno s EC2 i EC8 normama i njihovi
eksperimentalni rezultati su usporedeni kao slucajevi koji se najéeSée susrecu u praksi.
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Sl. 1. Model armiranobetonskog okvira s ispunom

3 ISPITIVANJE UZORAKA

Ispitivanje uzoraka je radeno tako Sto smo prvo unijeli vertikalne sile u stupove koje
zamjenjuje nedostajuce vertikalno opterecenje (cca. 350 kN u svakom stupu).

Velicina vertikalnih sila nije mijenjana tyjekom ispitivanja, ali je do njene oscilacije
dolazilo uslijed zakretanja pri unosu horizontalne sile. Veli¢ina vertikalnih sila ovisno
o vremenu 1 unosu horizontalnih sila prikazan je na slici 2. Horizontalna sila se unosila
ciklicki s korakom od 10 kN. Promjena vertikalne 1 horizontalne sile tijekom vremena
na uzorcima prikazana je na slici 2.
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Sl. 2. Promjena horizontalne 1 vertikalne sile tijekom vremena
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4 REZULTATI ISPITIVANJA

Od rezultata ispitivanja u ovom radu dat je prikaz horizontalnog pomaka jednog i1
drugog kraja a-b okvira s tri razli¢ite ispune u ovisnosti o veli¢ini horizontalne sile kao
i samog a-b okvira (slu¢aj kada je a-b okvir prazan). U Tablici 4.1. prikazane su
vrijednosti horizontalne sile kod pojave prvih pukotina na ispuni kao 1 horizontalni
pomak jednog 1 drugog kraja.

LVDT HL _LVDT HD|

horizontalna sila [kN]

pomak [rmm]

horizontalna sila [kN]

ann. |
e iviv)

pomak [rmm)]

Sl. 4. Histerezna petlja ispitivanog a-b okvira s ispunom od euroterma
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Tablica 4.1. Vrijednosti horizontalnih sila kod pojava prvih pukotina kod ispune
AB okvirs | Pukotina | H,, O [mm] DR % H, [kN] | 8, [mm] | DR %
ispunom Br. [kN]
70 1,38(-1,02) | 0,09(-0,07)
Prazan okvir 100 2,80(-2,50) | 0,19(-0,17) | 220 14,28 0,95
137 (-5,72) (-0,38)
Opeka 1 100 0,58(-0,31) | 0,04(-0,02) | 220 2,30 0,15
Euroterm 1 70 -0,26(0,25) | -0,02(0,02) | 218 2,28 0,15
Ytong 1 137 0,87(-0,80) [ 0,06(-0,05) | 207 8,49 0,57
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Sl. 7. Primame krivulje ispitivanog a-b okvira s tri razli¢ite ispune 1 bez ispune

5 ZAKLJUCAK

U radu je dat usporedan prikaz eksperimentalnih rezultata ispitivanja modela a-b
okvira s tri razli¢ite zidne ispune kao 1 praznog a-b okvira pri djelovanju horizontalnih
sila. Vidimo da u sva tri sludaja a-b okvira s ispunom trenutak nastajanja prvih
pukotina se dogada pri katnom pomaku od 0.05%, a nosivost imaju 1 pri katnom
pomaku od priblizno 0.5%. Nakon ovog pomaka okvir s ispunom 1 pri pomaku od
1.0% katnog pomaka zadrzava nosivost. A-b okvir bez ispune je znatno fleksibilniji i
bez gubitka nosivosti trpi pomake 1 do 2% katne visine. Iz prikazanih eksperimentalnih
rezultata moze se vidjeti doprinos ispune na nosivost a-b okvira s ispunom u odnosu
na prazan a-b okvir.

Istrazivanje je uradeno u okviru znanstveno-istrazivackog projekta pod nazivom
Seizmicki proradun okvirnih konstrukcija s ispunom, broj (149-1492966-1536) kojeg
je voditelj prof.dr.sc. Vladimir Sigmund.
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Treé1 susret Hrvatskog drustva za mehaniku
Osijek, 18. lipnja 2010.

SIMULACIJA LETA HELIKOPTERA U STVARNOM
VREMENU MODELOM PRVE RAZINE

Zastavnik, F., Vrdoljak, M.

SaZetak: U ovom radu prezentiran je simulacijski model leta helikoptera. Za dinamiku leta
primjenjen je 6DOF model, dok je rotor opisan modelom prve razine, analiti¢kim modelom
rotora koji je primjenjen na glavni rotor, a uz odredene preinake 1 na repni. Trup letjelice,
horizontalni 1 vertikalni stabilizator su takoder modelirani pri ¢emu nije razmatrano
medudjelovanje glavnog rotora na repni kao ni na preostale elemente konfiguracije helikoptera.
Simulacija u stvarnom vremenu realizirana je u MATLAB/Simulink okruZju te je napravljeno
povezivanje sa FlightGear aplikacijom za vizualizaciju leta. Rezultati modela leta helikoptera su
po komponentama usporedeni s podatcima dostupnim iz literature. Rezultati analize i usporedbe
pokazuju dobro poklapanje, a uocena odstupanja su objasnjena i svojstvena su primjeni modela
rotora prve razine.

Kljuéne rijeci: simulacija u stvarnom vremenu, helikopter, 6DOF model;, model rotora prve
razine.

1 UVOD

Namjena razvijenog modela je da bude upotrebljiv 1 upravljiv kao simulator u
stvatmom vremenu. Zadatak je podieljen u razvoj algoritma za proracun
acrodinamickih karakteristika rotora, razvoj 6DOF-a (model dinamike leta sa 6
stupnjeva slobode) te slanje izraCunatih podataka leta helikoptera u vizualizacijsku
aplikaciju FlightGear. Izradeni su 1 moduli za o¢itavanje komandi pilota sa igrace
palice (joysticka) 1 praCenje stanja okoline, bitnih za izraCun aerodinamikih sila.
Vazna karakteristika je modularnost modela te mogucnost da se koristi kao platforma
za buduc¢i razvoj 1 istraZivanje.

Ovaj model ograni¢io se na modeliranje leta helikoptera prve razine. U skladu s
Padfieldom [3] modeli leta helikoptera prema razini matematickog modela rotora
svrstavaju se u tri razine sa svojstvenim ograni¢enjima 1 primjenom. Za simulatore
letenja koristi se prva 1 druga razina dok se tre¢a razina koristi za zadaée projektiranja
helikoptera.

Prva razina, prema [3], koristi linearni model protoka 1 analiticki izradunate sile.
Lopatice su krute 1 modelirano je mahanje diferencijalnim jednadZbama. Zabacivanje
se ne razmatra. Modeliran je samo let u slobodnoj struji zraka, utjecaj tla nije
razmatran. Ovakav model rotora predstavlja model najniZze razine vjernosti ponasanju
stvarnog rotora helikoptera, ali ima primjenu za reZime leta koji su duboko unutar
ovojnice leta helikotpera i za ulazne komande ogranienog intenziteta 1 dinamike. Za
rezime leta koji su blize granici uporabe letjelice, zahtjevniji manevri ili vecée brzine
leta nuzno je primijeniti model rotora druge razine.
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Osnovna namjena ovog modela je simulacija u stvarmnom vremenu s pilotom u
petlji 1ako je moguce definirati ulaz komand: pilota 1z datoteke, §to je primijenjeno kod
off-line usporedbe s rezultatima drugih modela.

2 MODEL LETA HELIKOPTERA

Najkompleksniji dio modela leta helikoptera je svakako rotor. Velike brzine vrtnje
uzrokuju  nelinearme efekte. Krakovi rotora su vezani zglobnim vezama (ili
ekvivalentnim konstrukcijskim rjeSenjima) te svaki krak ima u opéem sludaju tri
stupnja slobode gibanja - mahanje, zabacivanje 1 uvijanje. Zbog duZine 1 vitkosti
krakova 1zrazeno je savijanje 1 acroelasti¢ni efekti.

Matematic¢ki analiticki model, koji se ovdje koristi, diferencijalne jednadzbe
acrodinamiCkih optere¢enja na krakovima integrira po duzini kraka. Tako dobivene
analitiCke funkcije mogu u jednom proradunu izradunati sile i momente na jednom
kraku. Za to je potrebno poznavati komande pilota, dinamiku rotacije, dinamiku
mahanja 1 dinamiku gibanja samog rotora, odnosno letjelice u prostoru. Pretpostavke
analitiCkog modela rotora su:

e linearni gradijent uzgona profila napadnog kuta,
otpor profila je funkcija samo kvadrata potisne sile,
utjecaj stladivosti nije razmatran,
prestrujavanje po rasponu lopatice nije razmatrano,
nije moguée modelirati geometrijske specifi¢nosti krakova rotora.
Dinamika rotacije modelirana je konstantnom brzinom vrtnje Sto odgovara
stvarnoj eksploataciji 1 najée§¢éem reZimu rada rotora helikoptera, ali je u svakom
trenutku simulacije poznat poloZaj svakog kraka rotora. U ovom radu nije razmatrana
dinamika motora, kao ni potrosnja goriva, pa su masa 1 tenzor inercije konstantni iako
se model moZe profiriti s tim elementima, kao 1 npr. sustavom upravljanja. Komande
pilota za glavni rotor odituju se kroz kolektivnu te cikli¢nu uzduzu 1 boénu komandu
razmatranjem samo harmonika prvog reda.

Mahanje je modelirano diferencijalnom jednadzbom momenata oko zgloba
mahanja, za koji je pretpostavljeno da se nalazi u centru rotacije. U diferencijalnoj
jednadzbi za svaki krak razmatraju se doprinosi aerodinamiénih, centrifugalnih,
Ziroskopskih, intercijskih 1 eleastiénih momenata. Protok definira raspored induciranih
brzina po povrSini rotora 1 iznimno je bitan kod odredivanja karakteristika rotora.
Inducirana brzina po disku linearno opada u smjeru brzine klizanja, tako da je naprijed
najveca, a na 1zlaznoj strani rotora najmanja. Brzine 1 kutne brzine helikoptera takoder
utjecu na sliku strujanja na kraku §to se uzima u obzir.

Modul 6DOF sluzi za prenoSenje aerodinamickih sila 1 momenata na kruti model
helikoptera, te prevodenjem u brzine 1 pomake letjelice, a definiran je prema [2].

Za repni rotor primijenjen je isti model rotora uz pojednostavljenja zbog
spregnutog uvijanja i mahanja, dok komandu repnog rotora predstavlja kolektivna
komanda.

Komponente koje generiraju acrodinamicke sile - glavni rotor, repni rotor, trup,
horizontalni 1 vertikalni stablizator imaju zasebne module. Primijenjeni analiticki
model rotora 1 cijele letjelice detaljno je opisan u [5].
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3 SIMULINK MODEL

Osnovna shema Simulink modela prikazana na slici 1. Komande pilota kao 1 stanje
okoline su veé pripremljeni. Komande pilota ulazni su podaci za glavni i repni rotor, uz
vektor stanja 1 stanje okoline koji su potrebni i drugim acrodinami¢kim modulima.
Rezultati svih modula su komponente sila i momenata koje se u modulu , Geometrija
helikoptera® svode na centar mase letjelicoe. 6DOF model za dane sile i momente, uz
gravitacijsku akceleraciju, odrednje brzine i pomake, odnosno kutne brzine i stav te
polozaj letjelice.

Blokovi ,,Acrodinamika glavni rotor 1 ,,Acrodinamika repni rotor predstavljaju
modele glavnog, odnosno repnog rotora opisane u prethodnom poglavlju. Izlazi
blokova trupa, horizontalnog i vertikalnog stabilizatora predstavljaju aerodinamilke
sile 1 momenate promatrane letjelice, a u opéem sludaju to su funkeije dinamiSkog
tlaka, napadnog kuta i kuta klizanja.

Aerodinamika
Glavni Rotor
Pilot

Vekior stanja F_rofor —{ Sis rofor
Okolina

Pilot cmd

Pilot
Veldor stanja ~ F_rofor —»{ Sde repm rofor

Okolina
Aerodinamika m

Repni Rotar

Vekior stal
SOTSEIE F el | Sie fieko Siena CG—w{SlenaCG  Veklor stanja HE
Okolina |
| | Vektor stanja
Aerodinamika

Trup

‘lF!‘lF ¥ ! ¥

Vekior st
Oielir: a e F_fielo —{ Sl Horizontalni stabiizator

Aerodinamika
orizantalni stabilizator

gl

[A] Vekior stanja

_ F_fgelo — Sile Vertkalni siablizalor
Okolina :

¥

Aerodinamika
Vertikalni stabilizator

Geometrija
(T Helikoptera

Okolina

Okelina Aerodin koef

¥

6DOF
S1. 1. Simulink model acrodinamidkih i dinamidkih modula
FlightGear je open source simulator letenja dok je u ovom radu koriften samo za
prafidki prikaz leta. U njega se putem mreZnog protokola $alju rezultati simulaocije -
vektor stanja.
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4 REZULTATI

Namjena modela leta izradenog u ovom radu je simuliranje dinamike helikoptera u
stvarnom vremenu. Kao takvog teSko ga je u cijelosti usporedivati 1 verificirati jer ni
jedan drugi model leta helikoptera nije bio dostupan za analizu, a svi podaci u literaturi
bili su nepotpuni za postavljanje cijelog scenarija. Model je zato testiran i rezultati su
usporedeni s rezultatima drugih modela samo po modulima.

Za primjer u ovom radu koriften je genericki primjer helikoptera prema
primjerima prorauna iz [4]. Za navedeni primjer helikoptera bili su dostupni svi
podaci potrebni za proracun te je bilo moguce direktno usporedivati rezultate analiza za
BET model primijenjen u [4]. Model po teoriji elementarnog kraka (BET, engl. blade
element theory) diskretizira krak po duZini, u svakom vremenskom koraku za svaku
krifku kraka odreduje aerodinamicku silu te ih zbraja i svodi na centar mase letjelice.
Pored navedenih rezultata BET modela za analizu rezultata primijenjen je model BET
model rotora prema [6].

Primijenjeni 6DOF model, kao zasebna komponenta, je usporeden s postojeéim
modelom 1 rezultati se potpuno poklapaju [5]. Model glavnog rotora je usporeden s
rezultatima modela po teoriji elementarnog kraka u lebdenju i horizontalnom letu.
Model repnog rotora usporeden je u lebdenju te su rezultati 1 zakljucei sliéni onima
glavnog rotora [5].

4.1 Usporedba glavnog rotora u lebdenju
Na slici 2 vidi se dobro slaganje koeficijenta potisne sile Cr/c s rezultatima BET
modela prema [4] za manje vrijednosti postavnih kutova (kolektivne komande) 6,. Kod
veéih kutova dolazi do wutjecaja nelinearnosti koeficijenta uzgona, odnosno
pretpostavke analitickog modela o koeficijentu uzgona su manje prihvatljive. Zato
BET model koji uzima u obzir te nelinearnosti ima manji koeficijent u tom podrucju.
Sli¢no vrijedi i za koeficijenta okretnog momenta Cy/o, slika 2, dolje. Kod njega
dominira koeficijent otpora, za veée postavne kuteve analiticki model odekivano ima
veéa odstupanja. Nesto loSije slaganje koeficijenta okretnog momenta objasnjava se
kompleksnom krivuljom koeficijenta otpora koju BET model potpuno slijedi, a
analiti¢ki model aproksimira parabolom.

4.2 Usporedba glavnog rotora u horizontalnom letu
Za horizontalni let je kompliciranije usporedivati rezultate jer je sam let definiran
velikim brojem parametara. Rezultati modela rotora prema literaturi [3,4] nisu bili
dovoljno detaljni da se postavi cijeli scenaryy horizontalnog leta. Stoga je kod ove
usporedbe koristen BET model rotora helikoptera iz [6].

Komande pilota za horizontalni let preuzete su iz [4] za modelirani helikopter.
Pr1 horizontalnom letu helikopter 1 disk rotora se naginje prema naprijed - izraunati su
podaci za naklon prema [4]. Razvijeni model nema implementiranu moguénost
odredivanja uvjeta rada rotora za ravnotezni let, kao ni BET model [6]. Kako bi se
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Sl. 2. Potisak i okretni moment glavnog rotora u lebdenju, usporedba s podacima iz [4]

provela usporedba rezultata za kut mahanja je pretpostavljeno da su cikliéne
komponente jednake nuli, odnosno kut mahanja je sveden na konstantni kut konusa.

Na slici 3, vidi se dobro podudaranje i trend rezultata za koeficijent potiska Cr/c
u ovisnosti o koeficijentu napredovanja & =-é . Okretni moment je veéi kod BET
modela. Prema literaturi [1] analitiki modeli za rotor nisu upotrebljivi za koeficijent
napredovanja iznad £>0.3. To je za promatrani primjer (tangencijalna brzina na vrhu
kraka (R= 198 m/s) brzina leta od 60 m/s pri demu na napredujuéoj lopatici brzine

dostizu Machove brojeve od 0.75. Kao i pri lebdenju, koeficijent okretnog momenta
pokazuje nefto loije slaganje s BET modelom.

5 ZAKLJUCAK

Matemati¢ki model leta helikoptera s modelom rotora prve razine uspjeSno je
implementiran u simulaciju u stvamom vremenu s pilotom u petlji koja je realizirana u
MATLAB/Simulink okruZju s vizualizacijom primjenom FlightGear programa.
Rezultati modela glavnog rotora usporedeni su s rezultatima BET modela na
odabranom primjeru helikoptera za lebdenje i1 horizontalni let.

Rezultati opisanog modela pokazuju dobro poklapanje s dostupnim rezultatima
prema literaturi. Uoena odstupanja su objafnjena primjenom analitickog modela
rotora za koji su odckivana veéa odstupanja za simulacije leta blize ovojnici leta
helikoptera.
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Sl. 3. Potisak i okretni moment glavnog rotora u horizontalnom letu, usporedba s modelom
prema [6]

Simulacija realizirana na opisan nadin provodi se na granici moguénosti stolnog
radunala. S obzirom na primjenu MATLAB/Simulink okruZja simulacija bi se mogla
znacajno ubrzati realizacijom u nckom drugom programskom jeziku (npr. C/C++) no
time bi se izgubilo na fleksibilnosti, modulamosti i preglednosti modela. Upravo ta
modularnost omoguéit ée primjenu opisanog simulacijskog modela u stvarnom
vremenu za daljnji razvoj i istraZivanja.
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PARAMETARSKA UZBUDA DISKRETNOG SUSTAVA SA
KUBICNIM NELINEARNOSTIMA ¢

Ziguli¢, R., Braut, S., Skoblar, A. & Stimac, G. q

SaZetak: U radu je obraden problem parametarske uzbude sustava sa viSe stupnjeva slobode
gibanja i1 sa slabim kubiénim nelinearnostima. U model su ukljudeni efekti unutamje 1
parametarske rezonancije. Primjenjena je metoda viSestrukih skala te su odredena stacionarna
rjesenja kao 1 njihova stabilnost.

Kljucne rijeci: Parametarska uzbuda, slabe kubicne nelinearnosti, metoda visestrukih skala.

1 UVODY

Parametarska uzbuda spada u teoriju prisilnih vibracija dinamickih sustava
gdje se za razliku od klasiénih primjera uzbudne sile, uzbuda uvodi kroz vremenski
promjenljive koeficijente diferencijalne jednadzbe [1]. Za razliku od slu¢aja vanjske
uzbude gdje mala uzbudna sila ne moze prouzroéiti vece odzive dok god uzbudna sila
nije u blizine neke od vlastitih frekvencija sustava (primama rezonancija), u sluéaju
parametarske uzbude mogu¢i su ti fenomeni kada je uzbudna frekvencija blizu
dvostrukog iznosa vlastite frekvencije sustava. Taj se fenomen naziva glavna
parametarska rezonancija i rezultira podharmonijskim oscilacijama [2]. Parametarska
uzbuda ima §iroku primjenu u tehnici a narodito kod proucavanja dinamike rotora u
magnetskim leZajevima [3].

U radu ¢e biti analizirane podharmonijske vibracije diskretnog sustava sa vise
stupnjeva slobode gibanja. Slaba ¢e nelinearost sustava biti uvedena kroz kombinacije
kubiénih &lanova stupnjeva slobode gibanja [4]. Modulacijske jednadzbe promjene
amplituda 1 faza za ovaj slucaj bit ¢e dobivene koriStenjem metode viSestrukih skala [5]
te ¢ée biti dobiveno stacionarno rjeSenje za takav sustav. Rezultati numerickog
proraduna bit ¢e prezentirani u grafickom obliku a u vezi sa dobivenim rezultatima bit
¢e iznesena 1 teoryja stabilnosti netrivijalnih rjeSenja.

2 DEFINICIJA PROBLEMA §

Diferencijalne jednadZbe gibanja sustava sa dva stupnja slobode gibanja sa kubiénim
nelinearnostima te sa viSefrekvencijskom parametarskom uzbudom su oblika

i, + oiu + 8(2;11111 +au +3autu, + 3auul + au +

M , 1)
125 (1., +u,,, oos (yt+ 17, >j=o

m=1
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.. 2 . 3 2 2 3
U, + wyu, + 8(2/12142 +au +3auu, + 3auu; + o, +

N , 2)
+22 (ulgln +u,g,, )cos (Qnt +u, )J =0

n=l

gdje su @y, tn, G, fmns Cun> Pms P> Tims V1m 1 Y1n Konstante dok je £ mali bezdimenzijski
parametar. Budu¢i se radi o problemu sa slabim prigusenjem 1 slabim nelinearnostima,
problem ¢e biti dalje tretiran primjenom metode viSestrukih skala (MMS), koja je
dokazano jedna od najboljih metoda za rjeSavanje sliénih problema. U tom smislu bit
¢e 1znesena teorija ove metode te dobivene modulacijske jednadzbe amplituda 1 faza.

2.1 Primjena metode viSestrukih skala€]

Temelj primjene metode viSestrukih skala leZi u razvoju rjeSenja u red oblika
u(t,8)=un0(TO,TI)+8un1(T0,Tl)+..., ?3)

pri ¢emu je 7=t tzv. brza skala povezana sa promjenama koje su povezane sa vlastitih 1
uzbudnih frekvencija, a T=¢t tzv. spora skala povezana sa modulacijama amplituda 1
faznih kutova koje su uzrokovane nelinearnostima i1 parametarskim rezonancijama.

Koeficijent koji povezuje vlastite frekvencije prvog 1 drugog stupnja slobode
gibanja naziva se destabiliziraju¢i parametar za unutarnju rezonanciju gj, te spomenuta
veza za sluCaj kubiénih nelinearnosti glasi

o, =3, + £0,, C))

Veza je uzbudne frekvencije 1 vlastitih frekvencija prvog 1 drugog stupnja
slobode gibanja definirana preko destabilizirajuéeg parametra za parametarsku
rezonanciju o, 1 zavisno od vrijednosti ovoga parametra, dobivaju se razliGiti efekti
povezani sa razli¢itim vrijednostima modulacijskih amplituda a; 1 a,. Ta je veza za
parametarskom rezonancijom prvog stupnja slobode gibanja definirana izrazom

Q=2wm +¢0,, )

Razvojem funkcija pomaka u; 1 u, u red vezano uz vremenske skale Ty 1 T3, 1zvodenjem
derivacija funkcije (3) po vremenskim skalama a sa ciljem uvrStavanja u (1), te
uvrStavanjem rjeSenja homogenth jednadzbi vezanih uz brzu skalu 7=t u jednadzbe
vezane uz sporu skalu 7' =¢t, dobivaju se 1zrazi

D()2X11 + a)lzXll = —21'0)1 (:ulAl [TI]+A1’ [:]11])_3051‘412 [Tl]Z[Tl]_

~62,4 [)4,[1]4,[]-30,4,[1]4 [[]e -, ©
~ fu 4[] ™) + KKC + NSC
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DX,y + 03X, =210, ( 1y [T ]+ 4, [1,])-30, 42 1| 4, [1;]-
—6a,4 1] 4 [L]AIL]- a4 [1,]e™" + KKC + NSC

> (D)

gdje su sa KKC oznadeni konjugirano kompleksni ¢lanovi, dok se oznaka NSC odnosi
na ¢lanove koji nisu sekularni. Uvr§tavanjem supstitucija

4,= %ane"”", A4,= %a,,e""’", ®)

te separiranjem realnih i imaginarnih dijelova jednadzbi (6) 1 (7), dobivaju se tzv.
modulacijske jednadzbe

[ ]. . 3 2 .
a =—pa ———a fsiny,———a,a; a,siny,
20, 8w,

1

, 3 s 3 2 3 2, 1
af =——oa +-—a,qa,cosy+—a,aa, +— f,a €087,
8y, 8w, 4o, 20,
1 , 9
a2, =—l,a, + _asaf sin 7,
8w,
' 1 3 3
ap, = —asaf cosy, + —a6a12a2 + —asag
8w, 4a, :
pri éemu je
71=Tlo'1+ﬂ2_3ﬂl: }/2=Tlo.2_2ﬂl+rll’ (10)

Uzmmanjem u obzir relacije (10), dobiva se sustav nelinearnih jednadzbi
stacionarnih vibracija diskretnog sustava sa kubiénim nelinearnostima

3 . 1 )
M +—a,aa,smy, +— f,;siny,=0
8ay 2a),
o, 3 3 3 1

7_8_a)1a1a12 _8_a)1a2a1a2 cos 7 _4_a)1a3a22 _Z_wlf” cosy, =0
>, (D)

1 3 .
Mo, ———aa smy, =0
8w,

30'2 1 3 3 2 3 3 _
a, -0, _8 a;aq, CO8 ) — asq a, — aa, =
o, 4, 8w,
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Rjesavanjem sustava nelinearnih algebarskih jednadzbi (11) dobivaju se
modulacije amplituda i faznih kutova (ai, a,, 1, 2), prikazane na sl. 1 — 4, za razliite
vrijednosti destabilizirajuéeg parametra za parametarsku rezonanciju 0,. Za rjeSavanje
tog sustava jednadZbi uobiCajeno se koriste razlidite modifikacije Newton -
Raphsonove metode, a u ovom je radu koriStena tzv. Broydenova pobolj§ana metoda
[6]. Kako konvergencija ka rjeSenju svih tih metoda u velikoj mjeri ovisi o odabiru
podetnih uvjeta tj. domene u kojoj ¢e se traZiti rjesenje, to je od velike pomoéi ukoliko
se sustav (11) moZe reducirati na manji broj jednadzbi (modulacije amplituda a, 1 @,).

2.2 Stabilnost netrivijalnih rjesenja

Stabilnost je netrivijalnih rjeSenja moguce odrediti koriStenjem modulacijskih
jednadZbi, uzimajuéi u obzir jednadzbe (10). Ukoliko se u te jednadZzbe uvrsti
perturbacija rjesenja oko stacionarnog rjeSenja

a=a,+a, Vot+t7V, (@=12), 12)

pri Cemu su g; 1 y;; infinitezimalno male, vremenski zavisne perturbacije, moguée je
linearizacijom do¢i do sljedeéeg sustava diferencijalnih jednadzbi prvog reda

, 3a ) 1 ) 3a )
a, = {/‘1 + 4_0:010%0 sin 6, + afu sin 020}“11 _(8_050120 Smelojaﬂ -

3ax 1
- {8_2“130 Cos 010]011 - (_fualo Cos 020}921
2] 20,

4
, 3a . 3a
an = 3 2 a120 sin 010]“11 — KAy +£ 2 a130 cos 010}911
\ 82, 8w,
4 2
, Lo} 3a, 9« 9a.a 1
6, = _1"'{ 3 - 1}alo_ 20 _ fucosezo]au
(%o \20, 40, daya, oay,
13)
4a,a,, 38w, 20, 8

3a ) RY77 ) 1 )
+ [4_20120%0 8in 6}, +——2-a),a,, sin 010}921 - (_]{11 sin 020}921
) 8y 20

2
0, = 0% G + Sl + L f11 €080y +3&a10a20 cos ), |a,
4oy 2004y @y ay 203

3 3
+ [ﬂ+ &azo —&afo cos 4910}%1 +
Gy @ 4o

3a ) 1 )
+ [4_2%20%0 sin 010}911 + [_ﬂ1 sin 020]021
@ 20,
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Shika 1. Promjena modulacijc amplituda Slika 2. Promjena medulacije
kao funkcija destabilizirajuéeg amplituda kao funkcija a;=2.5.
parametra o5 (@=0.1, =02,
A== —As—As—1.0, ay=ar—ag—.,
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ay. dr
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Slika 3. Promjena modulacije Slika 4. Promjena modulacye
amplituda kao funkeija f1,=15.0 amplitnda kao funkoija o;=8.0
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Za odredivanje netrivijalnih rjefenja, potrebno je nad sustavom (13) provesti
proceduru rjeSavanja problema vlastitih vrijednosti. RjesSenje ¢e biti stabilno onda 1
samo onda ako je realni dio svake vlastite vrijednosti koeficijenata matrice, manji od
nule.

3 ZAKLJUCAK

U radu je prikazan postupak odredivanja vibracijskih karakteristika sustava sa dva
stupnja slobode gibanja, sa slabim kubi¢nim nelinearnostima, koji se nalazi u stanju
prisilnih vibracija pod djelovanjem parametarske uzbude. Primjenjena je metoda
viSestrukih skala te su uoceni interesantni fenomeni kao §to su opadanje amplituda te
pomicanje rezonantnih krivulja ka nizim frekvencijama kod povecanja parametra a;,
povecanje amplituda 1 pomicanje ka vi§im frekvencijama pri povecanju fi; 1 oy, itd.
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NUMERICKA ANALIZA SPOJA GREDNE KONSTRUKCIJE

OPTERECENOG NA SAVIJANJE I AKSIJALNO
OPTERECENJE

Turkalj, G., Merdanovi¢, E. & Munjas, N.

SaZetak: U ovom radu prikazan je konaénoelementni model za analizu mehani¢kog ponasanja
polukrutih spojeva grednih konstrukcija. Optereéenje spoja sastojat ¢e se od monotono
promjenjivog momenta savijanja i1 konstantne aksijalne sile, dok ¢e deformacija spoja biti
1zraZena preko rotacije spoja/prikljucka. PonaSanje spoja bit ¢e izraZeno krivuljama rotacijske
krutosti za razliGite vrijednosti aksijalne sile. Cilj je ove analize dobiti matematic¢ke funkcije
koje opisuju medusobnu ovisnost momenta savijanja, rotacije spoja 1 aksijalne sile, a koje ¢ée se
potom rabiti za opisivanje krutosti spojeva okvirnih konstrukcija u numeriCkom modelu
temeljenom na grednom konacnom elementu.

Kljuéne rijeci: Gredne konstrukcije, Polukruti spojevi, Metoda konacnih elemenat.

1 UVODY

Ponasanje spojeva 1 prikljucaka pojedinih dijelova elemenata &eliénih grednih 1
okvimnih konstrukcija predmetom je intenzivnog istraZivanja unazad zadnjih desetak
godina [1-5]. S obzirom na rotacijsku krutost, spojeve/prikljucke djelimo na krute,
polukrute 1 zglobne prikljucke [6, 7]. PosSto su prikljuci greda — greda 1 stup — greda
grednih konstrukcija dominantno optereceni na savijanje, ponaSanje je prikljuéaka u
pravilu opisivano krivuljama M-¢ dobivenim eksperimentalno ili numericki bez
utjecaja aksijalne (normalne) sile. Eurokod norma svojim aneksom J odreduje da se taj
utjecaj moZe zanemariti sa vrijednosti aksijalne sile manje od 10 % vrijednosti NV [8].
Medutim, postoje gredne 1 okvime konstrukcije kod kojih se utjecaj aksijalne sile na
ponasanje prikljucka [9, 10].

U ovom radu prikazan je numeriki model za analizu mehanickog ponasanja spoja
stup-greda. Diskretizacija spoja 1 njegovih sastavnih djelova izvedena je primjenom 3D
kona¢nih elemenata. Materijal spoja bit ¢e modeliran kao elastoplastiGan. Opterecenje
spoja sastojat ¢ée se od monotono promjenjivog momenta savijanja i1 konstantne
aksijalne sile, dok ¢ée deformacija spoja biti izraZzena preko rotacije spoja. PonaSanje
spoja bit ée izraZzeno krivuljama ovisnosti momenta savijanja 1 rotacije spoja za
razli¢ite vrijednosti aksijalne sile. Ove bi se krivulje prikazane u obliku matematickih
funcija rabile za opisivanje krutosti spojeva okvirnih konstrukcija u numeriCkom
modelu temeljenom na grednom konaénom elementu, a kojeg je razvio prvi autor
ovoga rada [l11] primjenom principa virtualnih radova temeljenog na wupdated
Lagrangian (UL) inkrementalnoj formulaciji. Za opisivanje eclastoplastiénih
deformacija primijenjena je metoda plastiénih zglobova.
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2 GREDNI KONACNI ELEMENTA

2.1 Ravnoteine jednadZibe konvencionalog elementa

Na Sl 1 prikazan je pravocrtni tankostijeni gredni konacni element s 14 stupnjeva
slobode gibanja (7 po ¢voru elementa). Pri tome su s A 1 B oznadeni ¢vorovi konaénog
elementa, z je uzduzna os konaénog elementa koja spaja tezista cvornih presjeka, dok
su x 1 y glavne centralne osi popreénog presjeka.

Sl. 1. Tankostijeni gredni konaéni element: cvorni pomaci 1 &vorne sileq

Vektori évornih pomaka 1 ¢vornih sila e-tog elementa jesu:

u = {:Z:}’ (ule )T = {wi U 0 @ Pu Pu 01}, 1=A B, (1)
f; |
e ={fg}; (ff)T ={in F, F, M, M, M, Mwi}, i=A,B. Q)

RavnoteZne jednadZbe grednom elementa dobivene su primjenom lineariziranog
principa virtualnih pomaka, UL inkrementalne formulacije 1 nelinearnog polja pomaka
nesimetriénog popreénog presjeka, a koje ukljucuje efekt velikih rotacija 1 utjecaj
ogranienog vitoperenja. Sukladno UL formulaciji te uz pretpostavku da vrijedi
Hookeov zakon, princip virtualnth radova za konalni element u nepoznatoj
konfiguraciji C,, izraZen u odnosu na zadnju poznatu konfiguraciju C,, glasi [12]:

SU, +8U, =82W -8, 3)

gdje prvi ¢lan s lijeve strane znaka jednakosti predstavlja virtualnu inkrementalnu
potencijalnu energiju deformiranja:

T
8U; = J 16y 181012 ldV=(8ue) k v, @
v

drugi ¢lan virtualni inkrementalni geometrijski potencijal:
Sl = [ ', 8, 'dV + [ 4,8,3, 'dv — [ 4,87, 'dd, =(6u’) ks u’, )
lV 14 le'

dok ¢lanovi s desne strane znaka jednakosti predstavljaju virtualne radove vanjskih sila
na kraju 1 pocetku inkrementa, tj.
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1%y

8°W = [ *,6u'dd,, 8'W =% 38e, 'dV=["bu'd,
lA lV lAa (6)
82 —8'W =(suc) (1 +15,), £=>0=10% £, =26 -1,
U gomjim izrazima €, predstavlja tenzor elastiénih konstanti, ; drugi Piola-
Kirchhoffov tenzor naprezanja, {; povriinske ili kontaktne sile, &; Green-Lagrangeov
tenzor deformacija, u; 1 #,; primame 1 sekundame komponente nelinearnog polja
pomaka popreénog presjeka, dok k; 1 kg predstavljaju elastiénu (linearnu) i
geometrijsku (nelinearnu) matricu krutosti konaCnog elementa. Lijevi donji indeks
predstavlja konfiguraciju u odnosu na koju je fizikalna veli¢ina definirana. Vektor f

sadrzi komponentne dobivene iz uvjeta o ekvivalentnosti virtualnih radova
kontinuiranog 1 ekvivalentnog évornog opterecenja.

Povratom se izraza (4)-(6) u izraz (3) dobivaju inkrementalne ravnotezne jednadzbe
kona¢nog elementa:

°+f, =k u’; kI=k;+Kkg, @)
pri demu, sada, f° predstavlja vektor inkrementalnih &vornih sila, dok je k7 elasti¢na

tangentna matrica krutosti za elastiéni slu¢aj. Ukoliko se, pak, kod konaénog clementa
pojavljuju 1 plastiéne deformacije, tada je vektor inkrementalnih ¢vornih sila kona¢nog
clementa:

£ +1] =kiu’; kig=kj+ki-k;, ®)
gdje je Ky elastoplastiéna tangentna matrica krutosti konaCnog elementa, dok kj

predstavlja tzv. plastinu redukcijsku matricu kona¢nog elementa [13].
Sukladno izrazu (8), évorne sile na kraju inkrementalnog koraka iznose:

2 pe 1gpe e lgpe e e e
=+ =1 +k u - . ®
Jasno, vektor 2f° sadrzi komponente &vomih sila konadnog elementa u konfiguraciji

C,, ali pravci kojih su paralelni s pravcima osi konaénog elementa u konfiguraciji C;.
Stoga komponente tog vektora ne moZemo smatrati generaliziranim silama. Za

odredivanje vektora -f° &ije komponente djeluju na pravcima osi konadnog elementa u
kofiguraciji C,, u ovoj ¢e se analizi koristiti EA (elementary approach) pristup [14]:

e =t (i kG put -1 ). (10)
gdje je t;, matrica koja konacni element transformira iz konfiguracije C; u C,.

Ovdje je potrebno napomenuti da primjena matrice k; u ravnoteznim jednadzbama

pretpostavlja da se materjjal konstrukcije u podrudju elastoplastiénih deformacija
ponasa kao idealno plastiCan, da su sve plasticne deformacije koncentrirane u
plastiénim zglobovima nulte duljine te da postoji kontinuirana 1 konveksna funkcija
teenja [15]:

D=0( 3f*)=1. (11)

Iz ove se funkcije, potom, dobiva gradijentna matrica:
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G= Gy 0 12
- 0 GB H ( )

c o0 @ @ @ @ 0 o0
oF, oF, oF, oM, aM, aM, aM,,

Plasti¢nu redukcijsku matricu sada iznosi:
ki =k;G(G'k:G) Gk 14)

gdje je:

i

}-, i=AiliB. (13)

2.2 Ravnoteine jednadZbe hibridnog elementa

Da bi u prethodno prikazani konacnoelementni model bilo moguée ukljuéiti polukruto
ponasanje spojeva, ecksperimentalno ili numericki odredene zavisnosti izmedu
optereéenja 1 deformacije razmatranog spoja moraju biti prikazane u sljedeéem obliku:

7= f(*ul,) 15)
gdje je f poznata matematitka funkcija, u pravilu nelineara, dok vektor “u’, sadrZi

dodatne ¢vorne pomake uzrokovane deformacijom spojeva. Inkrementalni je oblik
1zraza (15):

£ =S7u, (16)
gdje
o'fe
Si =—— 17
T aluzd ( )

predstavlja matricu koja za svaki stupanj slobode gibanja ¢vornog spoja sadrzi
odgovarajuéu tangentnu krutost spoja. Ukoliko su karakteristike ¢vornih spojeva
nelinearne, matricu S; potrebno je i1zraunati na pocetku svakog pojedinog
inkrementalnog koraka. Pocdetna je krutost spojeva:
. alfe
Se =—3
ou,
Vektor inkrementalnih &vormmih pomaka konvencionalnog konacnog elementa

jednak je razlici inkrementalnih pomaka SR elementa 1 pomaka wuzrokovanih
inkrementalnim deformacijama spojeva, tj.

(18)

g0

-1
u =uf —ul, =ug —(S;) (19)
a §to povratom u izraz (8), za imkrementalno ¢vormno optereéenje SR elementa daje:
-1
£ =12, =kTEP|:uSR—(S ) f ]—fekv, (20)
odnosno:
fr =K e Uk —foo, 5 fsr =1 (21)
gdje je:
e e Yly,e e e ! pe e e e !
Kipp sr = (TSR) L (TSR) fo; T =I+Kkp (S ) . (22)
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U izrazu (22) Tg predstavlja inkrementalnu transformacijsku matricu koja

konvencionalni kona&ni element transformira u SR element. I predstavlja jediniénu
matricu dimenzija 14x14. Matricu T, potrebno odrediti na poletku svakog

inkrementalnog koraka sukladno karakteristikama spoja.

3 MODEL SPOJA

Kao Bto je ved refeno, za opisivanje ponafanja polukrutog spoja potrebno je poznavati
karakteristiku spoja definiranu izrazom (15). Ovaj izraz predstavlja aproksimaciju
eksperimentalno ili numeri¢ki dobivenih podataka odredenom matemati¢kom
funkcijom koja najbolje opisuje karakteristiku spoja. U ovoj ¢e se analizi karakteristike
razmatranog spoja odredivati primjenom konaénoeclementnog modela dobivenog
diskretizacijom razmatranog spoja 3D konadénim clementima iz programa COMSOL
Multiphysiscs 3.5a [16]. Jedan takav diskretiziran model spoja grede IPE 240 i stupa
HEB 240 sa Sl. 2 prikazan je na Sl. 3. prikazan je numeri¢ki model spoja dobiven
diskretizacijom spoja 3D konadnim elementima.

| \
e |
o | @ ‘ 9
| ———|] #
S ‘ o0
g \ PE240 | ¢
‘ n p=13mm
A RN E g
It i a2 ‘ @ o
LJU .
' \

SL 3. Diskretizirani model spoja grede IPE 240 i stupa HEB 2409
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Greda is stup izradeni su od konstrukcijskog ¢elika S275, dok je materyjal vijaka
klas 10.9 Karakteristije oba materijala prikazane su na Sl. 4.

g
(MPa)
av=1040 ESIEEEREES
oy=940 :
o= 830
o3
(MP) MATERIJAL KONSTRUKCLE: 8275 P |
cu= 430 / ,,,,,,,,,,,,,, | MATERDAL VIKA: 109
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Sl. 4. Dijagrami o— &

Opterecenje spoja sastojat ée se od monotono promjenjivog momenta savijanja M 1
konstantne aksijalne sile N, dok ¢ée deformacija spoja biti izrazena preko rotacije
prikljucka @ Ponasanje spoja bit ¢e 1zraZeno krivuljama M- za razlicite vrijednosti
sile N, a cilj je ove analize dobiti matematicke funkcije M, N, ¢). Ove bi se funcija
rabile za opisivanje krutosti spojeva okvirnih konstrukcija u numerickom modelu
temeljenom na grednom kona¢nom elementu, prikazanom u prethodnom poglavlju.

4 ZAKLJUCAKY
T

U radu je prikazana UL inkrementalna formulacija inkrementalnih ravnoteznih
jednadzbi tankostijenog grednog konaénog elementa s polukrutim ¢vornim vezama. U
okviru toga, 1zvedena je tangentna matrica krutosti konvencionalnog 1 hibridnog (SR)
clementa za elasticni 1 elastoplastiéni slucaj. Plastiéne deformacije modelirane su
primjenom metode plastiénih zglobova, dok su polukruti spojevi modelirani sustavom
opruga pridodanth u ¢&vorovima elementa. Hibridni element dobiven je
transformacijom konvencionalnog clementa, a u tu je svrhu izvedena posebna
inkrementalna transformacijska matrica.

Za odredivanje karakteristika spojeva u izradi je numeri¢ki model temeljen na 3D
konaénim eclementima a 1z kojeg ¢ée biti moguée odrediti karakteristike spoja
opterecenog istovremeno momentom savijanja 1 aksijalnom silom.
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