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HRVATSKO DRUŠTVO ZA MEHANIKU  1969. – 2007. 
 

Alfirević, I. 
 
 

1. JUGOSLAVENSKO DRUŠTVO ZA MEHANIKU 
 

Početak rada i razvoj Društva usko je vezan s razvojem nastave i istraživanja u 
području mehanike, u prvom redu s razvojem tehničke (primijenjene) mehanike na 
tehničkim fakultetima. S druge strane vezan je uz osnivanje i rad tadašnjeg Prvi 
Jugoslavenskog društva za mehaniku (JDM). Prema tome ovaj osvrt nužno mora 
iznijeti važne podatke o radu JDM.  

Prvi kongres JDM Bled 1952. Na poticaj poznatih i uvaženih profesora s tadašnja 
tri jugoslavenska sveučilišta: u Zagrebu, Beogradu i Ljubljani održan je u veljači 1952. 
I. Jugoslavenski kongres za mehaniku na Bledu. Pokretači prvog kongresa bili su: 
Vasilije Andrejev, Davorin Bazjanac, Danilo Blanuša, Fran Bošnjaković, Konstantin 
Čališev, Zlatko Kostrenčić i Rajko Kušević iz Zagreba, zatim Tatomir Anđelić, Anton 
Bilimović, Jakov Hlitčijev, Radivoje Kašanin, Đorđe Lazarević, Miodrag 
Milosavljević, Miroslav Nenadović, Nikola Obradović i Konstantin Voronjec iz 
Beograda, Dušan Avsec, Anton Kuhelj i Lujo Šuklje iz Ljubljane, te Petar Serafimov iz 
Skoplja. Na prvom kongresu bila su 62 sudionika, svi iz Jugoslavije. Podnesena su 33 
referata. 

Drugi Kongres JDM Bled 1954. Drugi kongres je održan u veljači 1954. također 
na Bledu. Bila su 73 domaća sudionika, a održano je 40 stručnih referata. Na kongresu 
je održana osnivačka skupština Jugoslavenskog društva za mehaniku. Iz Hrvatske, 
zapravo iz Zagreba  sudjelovalo je 7 znanstvenika: Vasilij Andrejev, Davorin 
Bazjanac, Konstantin Čališev, Ante Franković, Zlatko Kostrenčić, Zlatko Modor i Ivan 
Turk. 

Treći Kongres JDM Bled 1956. Vrijeme održavanja kongresa pomaknuto je na 
prvi tjedan mjeseca lipnja, tj. odmah po završetku nastave na fakultetima. Na taj su 
način izbjegnute zimske vremenske nepogode. Od trećeg kongresa pa nadalje svi su 
kongresi JDM odžavani početkom mjeseca lipnja. Na je trećem kongresu po prvi put 
sudjelovalo 11 uglednih inozemnih znanstvenika s 9 priopćenja: S. P. Timošenko, A 
Waltrer, H. Görtler, W. Wunderlich, V. V. Rumajancev, W. Olszák, W. Nowacki, M. 
Lunc i M. Sokolovski. 

Predsjednici i drugi funkcioneri JDM. Od osnutka do 1990. bilo je 10 
predsjednika, odnosno predsjednika predsjedništva Jugoslavenskog društva za 
mehaniku (Saveza društava za mehaniku Jugoslavije). Od toga su dva bili članovi 
HDM: 

• Davorin Bazjanac, 1970. do 1974. (2 mandata) 
• Zlatko Kostrenčić, 1978. do 1980. 

Zamjenik predsjednika predsjedništva u dva mandata bio je 
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• Ivo Alfirević, 1980. do 1984. (2 mandata) 
Sekretar za veze s inozemstvom bio je 

• Stjepan Jecić 1972. do 1980. (4 mandata) 
Počasni i zasužni članovi JDM. Od 1972. do 1990. proglašena su 22 znanstvenika 

za počasne članove Jugoslavenskog društva za mehaniku. Od tog su broja 17 članovi 
JDM, a pet su ugledni inozemni znanstvenici: 

• N. I. Mushelišvili, 1972. 
• Witold Nowacki, 1984 
• Henry Görtler, 1984. 
• Jürgen Zierep, 1986. 
• Valentin Vitaljević Rumjancev, 1988. 

Među počasnim članovima JDM, trojica su članovi Hrvatskog društva za mehaniku: 
• Davorin Bazjanac, 1976. 
• Vasilije Andrejev, 1978. 
• Zlatko Kostrenčić, 1986. 

Od 1984. do 1990. proglašeno je devet zasluženih članova. Svi su članovi JDM-a 
od toga ni jedan član HDM-a. 

Nagrada Rastko Stojanović. Od 1974. Jugoslavensko društvo za mehaniku 
dodjeluje novčane nagrade Rastko Stojanović s plaketom, kao i pohvale Rastko 
Stojanović. Nagrade i pohvale dodjeljuju se mladim sudionicima kongresa do 35 
godina starosti za izvrsna priopćenja na kongresima. Do 1990. dodjeljeno je 20 nagrada 
među njima su i dvojica članova HDM-a: 

• Milenko Stegić, Portorož 1978. 
• Željko Goja, Zadar 1986. 

Dodjeljeno je i 16 pohvala. Među njima također dvojici članova HDM-a: 
• Vinko Jović, Sarajevo 1976. 
• Jurica Sorić, Vrnjačka Banja 1988. 

Časopis Teorijska i primjenjena mehanika. Na XII. kongresu za mehaniku 
donijeta je Odluka o izdavanju časopisa "Teorijska i primjenjena mehanika". Izašlo je 
ukupno 20 brojeva. Među članovima redakcijskih odbora pojedinih brojeva časopisa 
bili su i članovi HDM: 

• Vasilij Andrejev (1-13),   Vicko Šimić (13-17). 
 

 
2. PODRUŽNICA JDM U ZAGREBU 

   
Odmah po osnivanju JDM-a, članovi osnivači JDM-a iz Zagreba osnovali su 
podružnicu Jugoslavenskog društva za mehaniku u Zagrebu. Budući da se arhiva 
Društva vodi od 1968., nema sačuvanih pismenih zapisa o radu podružnice. Sjedište 
podružnice bilo je pri tadašnjem Tehničkom fakultetu u Zagrebu, Kačićeva 26. Poslije 
raspada Tehničkog fakulteta na niz samostalnih fakulteta, podružnica je i dalje ostala u 
Kačićevoj 26 jer je tadašnji Arhitektonsko-građevisnko-geodetski (AGG) fakultet imao 
sjedište u Kačićevoj 26, a tamo je bio i Zavod za mehaniku Strojarsko-brodograđevnog 
fakulteta (SBF) kojeg je vodio D. Bazjanac. Podružnica je održavala sastanke jednom 
mjesečno na kojima su članovi podružnice i gosti iznosili znanstvene, odnosno stručne 
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referate. Raspravljeni su i problemi nastave, osnivanje i opremanja laboratorija te 
podizanja znanstvenog podmlatka. 

Zadnja uprava podružnice bila je u sastavu: 
• Prof. dr Vasilije Andrejev, predsjednik 
• Prof. Mladen Hudec, tajnik 
• Prof. Josip Jelovac, blagajnik 

Pri kraju svojeg rada podružnica je imala oko 40 članova. 
 

 
Ispraćaj prof. Konstantina Čališeva u mirovinu 1959) 

 
3. DRUŠTVO ZA MEHANIKU SRH (1969. DO 1989.) 

 
Prof. dr. Davorin BAZJANAC (28.4.1969. DO 14.4.1971.) 

 

 
          D. Bazjanac 

Prof. dr. Davorin Bazjanac, predsjednik 
Prof. Mladen Hudec, zamjenik predsjednika 

Mr. Ivo Alfirević,  tajnik 
Mr. Vililm Korošec, zamjenik tajnika 

Osman Muftić, blagajnik 
Društvo je upisano u registar udruženja građana SRH 29.  rujna 1969. 

Zadatak novoizabranog Upravnog odbora bio je da poveća članstvo Društva i 
potakne na rad što veći broj članova, nastojeći da što više članova sudjeluje na 

Hrvatsko društvo za mehaniku osnovano je na osnivačkoj 
skupštini koja je održana 28. travnja 1969. pod nazivom 
Društvo za mehaniku SR Hrvatske. Službeni osnivači 
Društva su: prof. dr. Davorin Bazjanac, prof. dr. Vasilij 
Andrejev, prof. dr. Antun Vučetić, prof. Mladen Hudec, mr. 
Ivo Alfirević, Osman Muftić, Stjepan Jecić, Ivan Heidl, Vilim 
Kmoch i Krsto Drača. Na istoj skupštini izabran je Upravni 
odbor u sastavu: 
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jubilarnom X. Kongresu racionalne i primijenjene mehanike Jugoslavenskog društva za 
mehaniku, Baško Polje 1970. 

Upravni odbor je razaslao anketne listove-pristupnice članovima podružnice kao i 
potencijalnim novim članovima. U mandatu prvog Upravnog odbora pristupnice je 
ispunilo 86 članova, te je po njima napravljena kartoteka Društva. Društvo je održalo 
13 redovnih sastanaka na kojima je održano 20 predavanja od toga su tri predavanja 
održali gosti iz inozemstva: 

Rad i društveni život Društva uglavnom se odvijao na redovitim i izvanrednim 
sastancima Društva. Redoviti sastanci održavani su jednom mjesečno u dvorani na 
prvom a ponekad i drugom katu tadašnjeg AGG fakulteta (Arhitektonsko-građevinsko 
geodetski fakultet) u Kačićevoj 26. Najaktivniji profesori u radu Društva bili su 
profesori Bazjanac, Andrejev, Kostrenčić, Grčić, Vučetić, Hudec svi iz Zagreba. Iz 
Splita je bio aktivan prof. Ivo Petković, a iz Rijeke profesori Krpan i Sapunar. Srednju 
generaciju činili su docenti i mlađi profesori Vilim Korošec, Aleksandar Kiričenko, 
Vicko Šimić, Krešimir Herman s Građevinskog fakulteta te Osman Muftić, Stjepan 
Jecić, Ivan Heidl i Ivo Alfirević s Fakulteta strojarstva i brodogradnje. Na 
novoosnovanoj VTS KoV djelovao je Krsto Drača. Aktivni su bili i članovi 
industrijskih instituta primjerice Vladimir Jarić iz Instituta Rade Končar, Boris Medja i 
Miljenko Ferić s Brodarskog instituta, Mirko Butković iz instituta Jugoturbine i mnogi 
drugi. Nastojalo se privući znanstvenike s PMF-a. Svojim predavanjima odazvali su se 
profesori Zlatko Janković i Ibrahim Aganović. 

Na redovitim sastancima obavezno su se trebali iznijeti referati pripremljeni za 
kongrese Jugoslavenskog društva za mehaniku (JDM). Nakon izlaganja često su 
vođene plodne diskusije koju su dovele do poboljšanja, a ponekad i dopune 
predloženih referata. Tek po odobrenju HDM-a referati su predlagani za kongres JDM. 

Sastanci Zagrebačke podružnice JDM-a, a poslije HDM-a održavani su u Kačićevoj 
26 jer su u toj zgradi bili smještene Katedre za mehaniku, ne samo Građevinskog i  
Arhitektonskog fakulteta nego i Zavod za mehaniku Strojarsko-brodograđevnog 
fakulteta. Profesori Bazjanac i Vučetić imali su svoje sobe na sjevernom dijelu drugog 
kata. U blizini je bio i fakultet RGN (Rudarsko-geološko-naftni) na kojem je radio 
profesor Hudec. U početku su se sastanci održavali u predavaonici 221 na drugom 
katu. Kada je broj članova Društva porastao sastanci su održavani u većoj predavaonici 
121 na prvom katu. 

 

             
        Južna zgrada FSB-a                           Dvorana F u kojoj se održavaju sastanci 

  Sjedište Hrvatskog društva za mehaniku, Ivana Lučića 5, Zagreb 
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Društvo je započelo suradnju s Centre International des Sciences Mecaniques 

(CISM) u Udinama i potaknulo da se SR Hrvatska pridruži CISM-u kao član osnivač. 
U prvoj godini rada 65 znanstvenika i stručnjaka bilo je učlanjeno u  DM SRH: 

 
1. Aganović Ibrahim 
2. Alfirević Ivo 
3. Andrejev Vasilije 
4. Anđelić Milutin 
5. Antić Vladimir 
6. Bazjanac Davorin 
7. Blanuša Danilo 
8. Brozović Darko 
9. Butković Mirko 
10. Cebalo Roko 
11. Cvetković Miloje 
12. Debuš Đuro 
13. Despot Zorislav 
14. Drača Krsto 
15. Dravinski Marijan 
16. Fancev Mladen 
17. Grčić Josip 
18. Grubišić Vatroslav 
19. Heidl Ivan 
20. Herman Krešimir 
21. Hudec Fedora 
22. Hudec Mladen 

23. Husnjak Mirko 
24. Janković Slobodan 
25. Janković Zlatko 
26. Jarić Vladimir 
27. Jecić Stjepan 
28. Jelovc Joško 
29. Jelušić Fedor 
30. Kancir Boris 
31. Kiričenko Aleksandar 
32. Kron Edmund 
33. Kršić Nikola 
34. Kršul Josip 
35. Kruz Velimir 
36. Ljubetić Marijan 
37. Maljković Nikiša 
38. Meštrović Zlatko 
39. Mikšić Ivica 
40. Muftić Osman 
41. Mulc Andrija 
42. Obrenović Radoš 
43. Pejčić Vladimir 
44. Petković Ivo 

45. Povrzanović Aleksandar 
46. Rosman Riko 
47. Sapunar Zorislav 
48. Senjanović Ivo 
49. Smadilo Mladen 
50. Šarić Dubravko 
51. Šimić Vicko 
52. Šinkovec Dea 
53. Šneler Božidar 
54. Štampar Boris 
55. Štulhofer Dragan 
56. Todorovski Stefan 
57. Uršić Josip 
58. Vlajković Milovan 
59. Vnučec Zdravko 
60. Vučetić Antun 
61. Vučković Duško 
62. Zobec Rudolf 
63. Žakula Dragutin 
64. Žirić Željko 
65. Žukić Slavoljub 

 
Prof. dr. Antun VUČETIĆ (14.4.1971. do 23.1.1973.) 

Za mandata profesora Vučetića, Društvo je održalo 5 sastanaka na kojima je 
izloženo, osam stručno-znanstvenih predavanja. Predavanja su održali: F. i M. Hudec, 
D. Bazjanac, H. Marwitz (TU München) M. Hudec, S. Jecić, M. Hudec, A. Mulc, I. 
Senjanović. Veliki broj članova Društva prisustvovao je III Svjetskom kongresu 
IFTOMMa u Kuparima. 

Zbog prezauzetosti prof. dr A. Vučetić podnio je ostavku na mjesto predsjednika. 
Upravni odbor prihvatio je ostavku na sjednici od 16.11.1972. i za vršitelja dužnosti 
predsjednika do kraja mandata izabrao J. Jelovca, višeg predavača. 

Kao predstavnici u Centralnom odboru JDM-a izabrani su O. Muftić i A. Vučetić. 
Centralni odbor je na sjednici od 18.11.1972. izabrao doc. dr. S. Jecić za Sekretara za 
međunarodne veze. Broj članova DM SRH porastao je na 113 od toga 9 u Splitu, 6 u 
Rijeci, 4 u Karlovcu i 2 u Sl. Brodu. 

 
Prof. dr. Mladen HUDEC (23.1.1973. do 23.12.1974.) 

Društvo je održalo 4 sastanka na kojima su održali predavanja dr. Jović, dr. Grčić, 
mr. Janković i mr. Momirski. Na kongresu JDM-a u Ohridu 1974. sudjelovala su 22 
člana DM SRH s 11 referata. Broj članova DM SRH porastao je na 145. 

 
Prof. dr. Zlatko KOSTRENČIĆ ( 23.12.1974. do 15.5.1979.) 

Na izvanrednoj skupštini Društva održanoj 26. 6. 1975. usklađen je Statut Društva s 
"Zakonom o udruženjima građana" NN 26“ od 9. 7. 1973. RSUP je 2. 10. 1975. unio 
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Prof. dr. Mladen HUDEC (23.1.1973. do 23.12.1974.) 
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izmjene u registar udruženja građana pod brojem 592. Na istoj skupštini izabrani su za 
počasne članove DM SRH prof. dr. Davorin Bazjanac i prof. dr. Vasilije Andrejev. 

 U Društvu je održano 19 predavanja: Z. Kostrenčić, M. Hudec, A. Vučetić, Z. 
Despot, D. Pawandenat (TU Dresden), I. Heidl, B. Bajić, V. Ukrainčik, Z. Vnučec, Dž. 
Kalajdžisalihović, F. Marin, V. Savić, S. Jecić, A. Andročec, O. Muftić, I. Senjanović, 
N. Jones (MIT, Boston), M. Anđelić, M. Hudec. Na kongresu JDM-a u Sarajevu 1976. 
sudjelovalo je 34 člana DM SRH sa 16 referata. Broj članova Društva je porastao na 
164 od čega 25 doktora, 14 magistara te 18 sveučilišnih profesora i docenata. 

U drugom mandatu profesora Kostrenčića u Društvu su održali predavanja: O. 
Bonači, Akademik I. I. Ljaškov (Univerzitet u Kijevu), M. Brezinščak, A. Mileta, I. 
Aganović, J. Dvornik i M. Srkoč, D. Nardini, S. Jecić i M. Husnjak i Ž. Goja, M. 
Stegić, V. Korošec, I. Alfirević i Z. Vnučec, R. Grubišić. Na svečanoj skupštini 
Društva 20. 12. 1977. predsjednik JDM prof. dr. Vlatko Brčić predao je povelje 
počasnih članova JDM prof. dr. D. Bazjancu i prof. dr. V. Andrejevu.  

 

      
 
        Sudionici skupa Savjetovanje o nastavi                 Predsjedavajući skupa s lijeva 

mehanike  u Stubičkim Toplicama                      V. Brčić, Z. Kostrenčić i I. Alfirević      
                     

Društvo za mehaniku SR Hrvatske organiziralo je "Savjetovanje o nastavi mehanike 
na visokim školama u Jugoslaviji" od 2. do 4. lipnja 1977. u Stubičkim Toplicama. 
Organizacijski odbor Savjetovanja činili su: prof. dr. Z. Kostrenčić, predsjednik, prof. 
dr. I. Aganović, prof. M. Hudec, doc. dr. I. Alfirević, mr D. Štulhofer. 

 
Prof. dr. Ivo ALFIREVIĆ (15.5.1979. do 21.10.1981.) 

Nakon izbora prof. dr. ive Alfirevića za predsjednika DM SRH, od sredine 1979. do 
danas sjedište Društva za mehaniku nalazi se na Zavodu za tehničku mehaniku na 
drugom katu južne zgrade FSB-a, Ivana Lučića 5. Tajnica Društva za mehaniku od 
tada je neprekinuto gospođa Jasminka Biondić, dobri i neumorni duh Društva. Ona je i 
prije pomagala u vođenju administracije Društva. Osim nje administrativne poslove su 
obavljali Drago Juričić, s Građevinskog fakulteta, te Željko Ettore i Štefica Sekovanec 
s FSB-a. Na sastancima Društva održali su predavanja: D. Šćap, I. Heidl, Dž. 
Kalajdžisalihović, R. Pavazza, M. Stegić i Z. Kostrenčić. 

DM SRH zajedno sa SIZ I, Elektrotehničkim fakultetom u Zagrebu i Institutom 
"Rade Končar" u Zagrebu organiziralo je II. Znanstveni skup "Numeričke metode u 
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tehnici" koji je održan 20. i 21. studenog 1980. u Stubičkim Toplicama. Na skupu je  
izloženo 47 referata iz gotovo svih oblasti tehnike: elektrotehnike, strojarstva, 
građevinarstva, brodogradnje, primijenjene mehanike i meteorologije. 

Na 15. Kongresu racionalne i primijenjene mehanike JDM koji je održan u 
Kuparima 1. do 5. lipnja 1981. sudjelovalo je 30 članova Društva koji su prezentirali 
18 referata. U organizaciji Društva održano je 15. i 16. veljače u Splitu "Savjetovanje o 
jedinicama i mjerama u mehanici". 
 

 
 Prof. Bazjanac sa suradnicima, Kupari 1981. 

 
DM SRH pokrenulo je i organiziralo 1. Jugoslavenski simpozij o teoriji plastičnosti 

koji je održan 2. i 3. travnja 1981. na Plitvičkim Jezerima. U radu Simpozija 
sudjelovao je 41, znanstvenik, a podneseno je 18 referata. 

 U drugom mandatu profesora Alfirevića na sastancima Društva održali su 
predavanja: R. Keindl, V. Šimić, M. Husnjak, S. Jecić, V. Andrejev, K. Sivončik, A. 
Vučetić i O. Muftić, M. Hudec, S. Jecić i M. Husnjak. Održane su i dvije rasprave u 
društvu na teme: Primjena SI jedinica u nastavi i praksi i Terminologija u mehanici. 

Društvo za mehaniku bilo je suorganizator III znanstvenog skupa "Numerička 
metode u tehnici" koji je održan 23. i 24. 11. 1981. u Stubičkim Toplicama. Na skupu 
je izloženo 56 referata. Četvrti simpozij "Numeričke metode u tehnici" održan je 
također u Stubičkim Toplicama 22. i 23. 11. 1982. Na simpoziju je podneseno 78 
referata. Peti jubilarni simpozij "Numeričke metode u tehnici" održan je u Stubičkim 
Toplicama od 16. do 18.11.1983. Izložena su 93 referata te osnovana nova sekcija 
"Medicina". 
 

      
Muftić, Kalajdžisalihović, Alfirević                                      Sudionici simpozija 
                        Prvi Jugoslavenski simpozij o teoriji plastičnosti  Plitvička Jezera  1981. 
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Drugi Jugoslavenski simpozij o teoriji plastičnosti održan je na Plitvičkim Jezerima 
14. i 15. lipnja 1982. Na simpoziju su prezentirana 24 referata. Treći Jugoslavenski 
simpozij o teoriji plastičnosti održan je 2. i 3. lipnja 1983. Na simpoziju je podnesen 
31. referat.  

U prijateljskom razgovoru R. Beera iz Beča s predsjednikom DM RSH I. 
Alfirevićem pokrenuta je ideja o osnivanju jednog srednjoevropskog simpozija o 
eksperimentalnoj analizi naprezanja. Koncem lipnja 1983. održan je na FSB u Zagrebu 
u Knjižnici Zavoda za tehničku mehaniku sastanak inicijalnog odbora u sastavu: R. 
Beer, H. P. Rosmanith i I. Alfirević na kojem je pokrenuto osnivanje Danubia-Adria 
Committee čiji bi glavni zadatak bio održavanje simpozija te izmjena mladih 
znanstvenika susjednih zemalja. Ubrzo nakon toga tri društva: Austrian Society of 
Experimental Strain Analysis (ASESA), Hungarian Scientific Society of Mechanical 
Engineers (GTE) i DM SRH osnovali su Komitet u sastavu: H. P. Rossmanith 
(Vienna), R. Beer (Vienna), F. Tham (Budapest) I. Huszár (Gödöllö), I. Alfirević 
(Zagreb), S. Jecić (Zagreb).  

 

   
 
Prvi organizacijski odbor Danubia    Organizacijski odbor 3. Simpozija  
Adria: Huszar,Beer, Rosmanith, Jecić  Danubia Adria: Huszar, Tham, Beer, Jecić,  
i Alfirević                Alfirević, Flesch, Freddi 
 

Odlučeno je da se prvi simpozij održi u Stubičkim Toplicama u listopada 1984. U tu 
je svrhu Komitetu pridružen treći član iz tadašnje Jugoslavije V. Brčić (Beograd). 

U organizaciji CISM-a, Udine održan je u rujnu 1983. Advanced school on  
"Photelasticity of Anisotropic Media" koordiantor i predavač na simpoziju bio je prof. 
I. Alfirević, a predavači prof. S. Jecić i Elmar FIcker, (TU München). Nakon simpozija 
održan je u organizaciji CISM, a pod pokroviteljstvom UNESCO-a seminar 
"Experimental Methods in Solid Mechanics" na kojemu su predavači bili, među 
ostalim, članovi DM SRH profesori: I. Alfirević i S. Jecić. 

Početkom osamdesetih godina sastanci Društva i Godišnje skupštine Društva 
održavani su u Klubu sveučilišnih nastavnika u velikoj dvorani na prvom katu, tada 
Braće Kavruća 17. Danas se klub naziva Društvo sveučilišnih nastavnika i drugih 
znanstvenika u Zagrebu, Andrije Hebranga 17. To se pokazalo kao vrlo pogodno 
mjesto jer su članovi Društva ostajali i nakon sastanka u ugodnom druženju. Naime, 
članovi Društva su mogli uz povoljne cijene naručiti piće ili drugo posluženje. 
Nerijetko je to završilo pjesmom. Profesor Vilim Korošec bi svirao na klaviru, a ostali 
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pjevali. Profesor Vasilij Andrejev je naročito volio zapjevati Očie Čornije, 
Podmoskovskie večeri i druge. 
 

 
         Profesori G. Binachi, S. Jecić, I. Alfirević sa slušateljima seminara UNESCO  
 

Prof. dr. Stjepan JECIĆ (24.11.1983. do 16.12.1987.) 
Na sastancima Društva održali su predavanja: D. Nardini, D. Pustaić, V. Andrejev, 

V. Šimić, V. Korošec, M. Stegić, V. Andrejev, I. Aganović, V. Korošec, A. Kiričenko, 
Z. Virag, J. Dvornik. U Zagrebu je 10. i 11. listopada 1984. održan 6. Međunarodni 
simpozij projektiranje i praćenje proizvodnje računalom (PPPR). To je zapravo 
prošireni i preimenovani simpozij "Numeričke metode u tehnici". Na simpoziju je u 12 
sekcija održano 80 referata za oko 700 sudionika. Od 15. do 17. listopada 1984.  u 
Stubičkim Toplicama, održan je The First Danubia-Adria Symposium on Experimental 
Methods in Solid Mechanics. Suorganizatori su DM SRH, Austrian Society of 
Experimental Strain Analysis i Hungarian Society of Mechanical Engineers. Članovi 
organizacijskog i znanstvenog odbora iz DM SRH bili su: prof. dr I. Alfirević i prof. dr 
S. Jecić. Na simpoziju je izloženo 26 referata pred 35 učesnika iz 7 evropskih zemalja 
te jedan učesnik iz Kuvaita.  

 

       
Organizacijski odbor GAMM-ova             17. Kongres racionalne i primijenjene mehanike 

kongresa        
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Sedmi međunarodni simpozij PPPR održan je u Zagrebu 16. i 17. listopada 1985. 
Održano je 113 referata pred oko 500 učesnika. The Second Danubia-Adria Symposium 
on Experimental Methods in Solid Mechanics održan je u Grazu 1985. Na simpoziju je 
bio 61 sudionik, a održano je 37 referata. U travnju 1985. održan je u Dubrovniku 
kongres GAMMa. Predstavnik DM SRH u organizacijskom odboru bio je prof. dr I. 
Alfirević. 

U dogovoru s ostalim republičkim društvima za mehaniku, hrvatsko i slovensko 
društvo za mehaniku prepustilo je članstvo u CISM-u Udine Jugoslavenskom društvu 
za mehaniku. U toku 1985. Danubia-Adria komitetu pristupila je Associazione Italiana 
per mechanica theoretica ed applicata (AIMETA). 

U drugom mandatu predsjednika S. Jecića Društvo je bilo organizator ili 
suorganizator osam znanstvenih skupova i savjetovanja: 

• XVII Kongres racionalne i primjenjene mehanike, Zadar, 1.  do 6. lipnja 1986. 
• Numerical Methods for Nonlinear Problems,  Dubrovnik 15. do 18. rujna1986. 
• The Third Danubia-Adria Symposium,  Budapest 29. rujna do 3. listopada 1986. 
• 8. Internacionalni znanstveni skup PPPR, Zagreb, 15.  do 16. listopada 1986. 
• Okrugli stol o problemima nastave mehanike, Rijeka, 8. svibnja 1987. u 

           organizaciji podružnice Rijeka,  
• The Fourth Danubia-Adria Symposium,  Plzen 26.  do 28. svibnja 1987. 
• 5. Jugoslavenski simpozij o teoriji plastičnosti,  Lipik, 3. do 5. lipnja 1987. 
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u Slavonskom Brodu. 

U Društvu su održali predavanja: J. Saucha, D. Šćap, G. Pavić, G. Orešković, E. 
Ficker (TU München). Na Plenumu 17. jugoslavenskog kongresa teorijske i 
primjenjene mehanike član DM SRH prof. dr Zlatko Kostrenčić imenovan je za 
počasnog člana JDM. 

 
Prof. dr. Aleksandar KIRIČENKO (16.12.1987. do 13.12.1989.) 

U Društvu za mehaniku održano je 14 predavanja. Društvo je organiziralo ili 
suorganiziralo znanstvene skupove: 

• The Fifth Danubia-Adria Symposium, Udine, listopad 1988. 
•  6. Jugoslavenski simpozij o plastičnosti, Opatija, listopad 1989. 
• 10. Međunarodni skup PPPR, Zagreb, listopad 1989. 
• The Sixth Danubia-Adria Symposium, Mosern/Seefeld, October 5 – 7, 1989 

 
4. DRUŠTVO ZA MEHANIKU HRVATSKE (1989. DO 1993.) 

 
Prof. dr. Vilim KOROŠEC (13.12.1989. do 28.11.1991.) 

Osim redovitih sastanaka Društvo je organiziralo ili suorganiziralo znanstvene 
skupove: 

• The Seventh Danubia-Adria Symposium, Pula, October 4 – 6, 1990 
• 7. Jugoslavenski simpozij o plastičnosti, Pula 5. do 7. lipnja 1991. 
• The Eighth Danubia-Adria Symposium on Experimental Methods in Solid 
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          Mechanics, Gödöllö (Mađarska), October 11 – 12, 1991 
U radu 7. Simpozija Danubia Adria sudjelovalo  je 57 sudionika, a iznesena su 43 

referata. 
Za Simpozij o teoriji plastičnosti prijavljena su 42 referata. Na simpozij je došlo 

samo 35 sudionika jer zbog zaoštrene političke situacije na simpozij nisu došli 
znanstvenici iz istočnog djela Jugoslavije (Beograd, Novi Sad, Niš). Zbog agresije JNA 
i Srbije te ratnog stanja u Zagrebu, znanstvenici iz Hrvatske nisu sudjelovali u radu 8. 
simpozija Danubia Adria Gödöllö 1991. Tom su prigodom članovi znanstvenog i 
organizacijskog odbora 8. Simpozija Danubia-Adria poslali članovima Odbora iz 
Hrvatske I. Alfireviću i S. Jeciću telegram podrške i ohrabrenja.  

Budući da je Republika Hrvatska 8. listopada 1991. proglasila samostalnost i 
razdružila se zajedno s Republikom Slovenijom od SFRJ, to se i Društvo za mehaniku 
Hrvatske razdružilo od Jugoslavenskog društva za mehaniku. U toku 1992. proglasile 
su nezavisnost Republika Bosna i Hercegovina i Republika Makedonija pa je time 
Jugoslavensko društvo za mehaniku u starom smislu prestalo postojati. Svejedno za 
mnoga dostignuća i uspjehe JDM zaslužni su članovi Hrvatskog društva za mehaniku 
pa se s pravom smatra znanstveno-stručne uspjehe JDM-a svojim nasljeđem. 

U ovom razdoblju napustili su nas zauvijek predsjednik Društva prof. dr Vilim 
Korošec i počasni član Društva prof. dr Zlatko Kostrenčić. Nakon smrti prof. Korošeca 
dužnost predsjednika Društva obavljao je prof. dr Osman Muftić, koji je u 
međuvremenu izabran za ministra Ministarstva znanosti tehnologije i informatike u 
novo izabranoj prvoj vladi Republike Hrvatske. 

 
Prof. dr. Osman MUFTIĆ  (28.11.1991. do 17.12.1992.) 

Zbog ratne situacije u Hrvatskoj aktivnost Društva je u 1992. smanjena. Društvo je 
bilo suorganizator znanstvenog skupa: 

• The Ninth Danubia-Adria Symposium, Trieste, October 1 – 3, 1992 
Na simpoziju je izloženo 45 radova od toga je bilo sedam radova članova HDM. 

Pored sudionika iz zemalja suorganizatora sudjelovali su autori iz Njemačke, Poljske, 
Rumunjske, Jordana i Kuvaita. U Društvu je održao predavanje prof. Boris Štok iz 
Ljubljane. 

 
5.  HRVATSKO DRUŠTVO ZA MEHANIKU (OD 1993.) 

 
Prof. dr. Ivo ALFIREVIĆ (17.12.1992. do 15.12.1994.) 

Zadaća Izvršnog odbora u ovom mandatu bila je da nakon osamostaljenja i 
međunarodnog priznanja Republike Hrvatske učlani HDM u odgovarajuće 
međunarodne organizacije te da s njima ostvari što bolju suradnju kako bi članovi 
Društva bili informirani o najnovijim dostignućima i saznanjima u području teorijske i 
primijenjene mehanike. Hrvatsko društvo za mehaniku ponovno je 1993. postalo član 
osnivač Međunarodnog centra za mehaničke znanosti CISM u Udinama. Predstavnik 
HDM-a u Znanstvenom savjetu (Scientific Council) CISM-a je prof. dr. sc. I. Alfirević. 
Iste godine u okviru HDM-a formirana je hrvatska podružnica Srednjeeuropske udruge 
za numeričku mehaniku CEACM (Central European Association for Computational 
Mechanics). CEACM je grana IACM-a (International Association for Computational 
Mechanics). Za član Glavnog odbora CEACM imenovan je prof. dr. Frano Damjanić. 
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            Tajnik doc. Sorić podnosi izvješće na                    Predsjednik podružnice 
                              Skupštini 1994.                  Rijeka prof. Brnić 

 
Na skupštini koja je održana u Amsterdamu od 26. do 28.8.1994. primljeno je HDM 

u IUTAM (International Union of Theoretical and Applied Mechanics). Predstavnik 
HDM-a na skupštini (kao promatrač) bio je prof. I. Alfirević. Povodom toga usklađen 
je Statut HDM sa zahtjevima IUTAM-a i preveden na engleski jezik. Istovremeno je 
zatražen prijem HDM-u u EUROMECH. Budući da je u tijeku pretvorba 
EUROMECHA u Evropsko društvo za mehaniku (European Mechanics Society), 
primanje svih pojedinačnih društava odloženo je do kraja pretvorbe.  

 

 
Otvaranje 1. kongresa HDM u predsjedništvu Vranković, Alfirević, Sorić 

 
Velik dio rada Društva posvećen je organiziranju Prvog kongresa Hrvatskog 

društva za mehaniku. Izabran je Organizacijski i znanstveni odbor u sastavu: Ivo 
Alfirević, Nenad Bićanić, Frano B. Damjanić, Mladen Hudec, Stjepan Jecić, Vinko 
Jović, Mirko Krpan, Željan Lozina, Pavao Marović, Franjo Matejiček, Jurica Sorić, 
Vicko Šimić, Nikola Vranković. Kongres je održan u Puli u hotelu Histria od 14. do 
17. rujna 1994. Prije kongresa tiskan je Zbornik radova sa 77 radova 116 autora. Na 
samom je kongresu izloženo 70 radova. Broj aktivnih sudionika kongresa bio je 81 od 
toga 30 sudionika iz inozemstva. Najveći broj sudionika bio je iz Slovenije (18) zatim 
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slijede Velika Britanija s 15 sudionika, Njemačka i Austrija s po 4 sudionika. Po jedan 
sudionik bio je iz Italije, Nizozemske i Švicarske te jedan iz daleke Gvineje. Od 
sudionika iz inozemstva bilo je i osam hrvatskih državljana koji rade na strani 
sveučilištima. Pozvano predavanje održao je profesor Roger Owen, ugledni 
znanstvenik iz Velike Britanije. 

U okviru kongresa, a pod pokroviteljstvom CEACM 16. i 17. rujna održana je 
Ljetna škola numeričke mehanike s temom COMPUTATIONAL MECHANICS OF 
NONLINEAR SOLIDS. Ukupno je održano 12 sati predavanja na engleskom jeziku. 
Predavači su bili istaknuti znanstvenici s europskih sveučilišta: Rene de Borst, Delft; 
Wilfried B. Krätzig, Bochum i Herbert Mang, Beč. Koordinator škole bio je profesor 
Nenad Bičanić sa Sveučilišta u Glasgowu inače član HDM-u. Veći broj članova HDM-
u pohađao je razne seminare u organizaciji TEMPUS programa u susjednoj Sloveniji. 

Održano je 17 sastanaka Društva na kojima su održali predavanja: J. Dvornik, H. 
Wolf, Werner Guggenberger (Graz), Z. Doliner, F. B. Damjanić, N. Kranjčević, M. 
Grabašnjak. Hrvatsko društvo za mehaniku bilo je suorganizator skupova: 

• The Tenth Danubia-Adria Symposium, Praha, September 30 -  October 2,1993 
• The Eleventh Danubia-Adria Symposium, Baden/Wien, September 29 - 

October 1, 1994. 
Članovi HDM-u izložili su osam radova na desetom i 6 radova na jedanaestom 

Simpoziju Danubia Adria. 
Podružnica Split nastavlja uspješno izdavati časopis International Journal for 

ENGINEERING MODELLING.  
U podružnici Rijeka održali su predavanja: I. Aganović, K. Veselić, I. Aganović, I. 

Keglević. 
 

Prof. dr. Vicko ŠIMIĆ (15.12.1994. do 12.12.1996.) 
Osim redovno održanih predavanja, Društvo je bilo suorganizator sljedećih 

znanstvenih skupova:  
• The Twelfth Danubia-Adria Symposium, Soopron, Hungary, October 5 - 7, 

1995 
• The Therteenth Danubia-Adria Symposium, Rajecké Teplice/Žilina – 

Slovakia, September 26 – 28, 1996 
 

 
 

    Skupština Hrvatskog društva za mehaniku 1995. 

13 

slijede Velika Britanija s 15 sudionika, Njemačka i Austrija s po 4 sudionika. Po jedan 
sudionik bio je iz Italije, Nizozemske i Švicarske te jedan iz daleke Gvineje. Od 
sudionika iz inozemstva bilo je i osam hrvatskih državljana koji rade na strani 
sveučilištima. Pozvano predavanje održao je profesor Roger Owen, ugledni 
znanstvenik iz Velike Britanije. 

U okviru kongresa, a pod pokroviteljstvom CEACM 16. i 17. rujna održana je 
Ljetna škola numeričke mehanike s temom COMPUTATIONAL MECHANICS OF 
NONLINEAR SOLIDS. Ukupno je održano 12 sati predavanja na engleskom jeziku. 
Predavači su bili istaknuti znanstvenici s europskih sveučilišta: Rene de Borst, Delft; 
Wilfried B. Krätzig, Bochum i Herbert Mang, Beč. Koordinator škole bio je profesor 
Nenad Bičanić sa Sveučilišta u Glasgowu inače član HDM-u. Veći broj članova HDM-
u pohađao je razne seminare u organizaciji TEMPUS programa u susjednoj Sloveniji. 

Održano je 17 sastanaka Društva na kojima su održali predavanja: J. Dvornik, H. 
Wolf, Werner Guggenberger (Graz), Z. Doliner, F. B. Damjanić, N. Kranjčević, M. 
Grabašnjak. Hrvatsko društvo za mehaniku bilo je suorganizator skupova: 

• The Tenth Danubia-Adria Symposium, Praha, September 30 -  October 2,1993 
• The Eleventh Danubia-Adria Symposium, Baden/Wien, September 29 - 

October 1, 1994. 
Članovi HDM-u izložili su osam radova na desetom i 6 radova na jedanaestom 

Simpoziju Danubia Adria. 
Podružnica Split nastavlja uspješno izdavati časopis International Journal for 

ENGINEERING MODELLING.  
U podružnici Rijeka održali su predavanja: I. Aganović, K. Veselić, I. Aganović, I. 

Keglević. 
 

Prof. dr. Vicko ŠIMIĆ (15.12.1994. do 12.12.1996.) 
Osim redovno održanih predavanja, Društvo je bilo suorganizator sljedećih 

znanstvenih skupova:  
• The Twelfth Danubia-Adria Symposium, Soopron, Hungary, October 5 - 7, 

1995 
• The Therteenth Danubia-Adria Symposium, Rajecké Teplice/Žilina – 

Slovakia, September 26 – 28, 1996 
 

 
 

    Skupština Hrvatskog društva za mehaniku 1995. 



14 

Društvo za mehaniku u suradnji s Građevinskim fakultetom i Fakultetom strojarstva 
i brodogradnje organiziralo je proslavu 75. Obljetnice osnivanja Laboratorija za 
ispitivanje gradiva i osnivanja Zavoda za tehničku mehaniku. Laboratorij i Zavod je 
osnovao Stjepan Prokofjevič Timošenko. 
 
Prof. dr. Nikola VRANKOVIĆ (12.12.1996. do 10.12.1998.) 

Osim organizacije redovitih sastanaka u Društvu i podružnicama, organizirani su 
sljedeći znanstveni skupovi: 

• 2th International Congress of Croatian Society of Mechanics, Supetar/Brač, 
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                Izlet na Vidovu Goru 1997.                                 Prijem uoči svečane večere 1997. 

 
Profesor Nikola Vranković bio je član Executive Committe CEACM-a od 1995. do 

1999. i podpredsjednik Executive Committe CEACM-a od 1999. do 2005. Član je 
General Council IACM-a od 2005 Profesor Jurica Sorić predsjednik je Executive 
Committe CEACM-a od 2005. 

 

        
    Znanstveni odbor D-A, Stubičke Toplice,                    Znanstveni odbor D-A Poreč, 1997.  
            svibanj 1997           

 
Prof. dr. Pavao MAROVIĆ (10.12.1998. do 5.12.2002.) 

 
   Godišnja skupština Društva 1999. 
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Osim redovnih sastanaka u sjedištu Društva i podružnicama, Hrvatsko društvo za 
mehaniku organiziralo je sljedeće znanstvene skupove:  

• 3rd International Congress of the Croatian Society of Mechanics, Cavtat 
           Dubrovnik, September  28 – 30, 2000  

• 16th Symposium Danubia-Adria, Cluj-Napoca – Romania, September  29 – 
           October 2, 1999 

• 17th Symposium Danubia-Adria, Prague - Czech Republic, October 11 - 14, 
2000 

• 18th Symposium Danubia-Adria, Styer, Austria, September 26 - 29, 2001 
• 19th Symposium Danubia-Adria, Polanica Zdréj, Poland, September 25 - 28, 

2002. 
Zavod za tehničku mehaniku FSB-e u suradnji sa HDM-u organizirao je 

obilježavanje stote godišnjice rođenja  profesora Bazjanca (1902.-2002.). Tom je 
prilikom izdana knjiga Sjećanja na profesora Bazjanca (glavni urednik I. Alfirević), 
održana je svečana proslava pred punom dvoranom A FSB-e (organizator S. Jecić). 
Svojim glazbenim nastupom skup je uveličao Boško Petrović. Istovremeno je 
organizirana izložba u auli FSB-a (organizator D. Semenski) i Tehnički muzej Zagreb). 
 

      
 
   Bivši asistenti profesora Bazjanca                              Izlaganje prof. Mirka Husnjaka 
 

      
             Svira Boško Petrović                                  Sin i unuka prof. Bazjanca, te dekan  
                                   Tonko Ćurko 
 

Proslava stote obljetnice rođenja profesora Bazjanca 2002. 
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   Otvaranje 3. Kongresa u Cavtatu 2000. 

 
Na 3. Kongresu HDM pristigla su 83 rada iz 16 zemalja. Od toga su na Kongresu 

prezentirana dva pozivna predavanja (prof. Mang iz Beča i prof. Bićanić iz Glasgowa ), 
devet pozivnih znanstvenih radova, te 72 znanstvena rada koje je održalo 60 nazočnih 
autora iz 16 država. Svi su radovi izlagani na engleskom jeziku. Ujedno je tiskan i 
Zbornik radova koji sadrži 83 recenzirana rada od ukupno 145 autora od kojih je 71 
bilo iz inozemstva.  

U radu Kongresa sudjelovali su znanstvenici iz sljedećih zemalja: Austrije, Bosne i 
Hercegovine, Češke, Francuske, Engleske, Hrvatske, Italije, Japana, Njemačke, 
Poljske, Portugala, Rusije, Slovačke, Slovenije, Škotske i Taiwana. 

 
Prof. dr. Franjo MATEJIČEK (5.12.2002. do 31.12.2006.) 

Podružnica Hrvatskog društva za mehaniku u Slavonskom Brodu, povodom 100 
obljetnice rođenja prof. dr. Davorina Bazjanca, organizirala je skup Slavonski korijeni 
profesora Davorina Bazjanca, 25. listopada 2002.  u Slavonskom Brodu. 

 

   
  Skup pod naslovom "Slavonski korijeni profesora Davorina Bazjanca 

 
U osmogodišnjoj školi koju je kao dječak pohađao profesor Davorin Bazjanac, skup 

je otvorio predsjednik Društva prof. dr. Franjo Matejiček, a pozdravili su ga načelnik 
Općine Velika Kopanica, gospodin Zvonimir Šimunović i ravnatelj osmogodišnje 
škole profesor Željko Fridl. 

Sjećanje na život i rad profesora Davorina Bazjanca iznijeli su profesori F. 
Matejiček, S. Jecić i I. Alfirević. U auli škole postavljena je stalna izložba fotografija 
velikog formata o detaljima iz života i rada profesora Bazjanca, koje su izradili prof. 
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dr. Zdravko Vnučec i dr. Todor Ergić. Također su izložene knjige i udžbenici profesora 
Bazjanca. Na kraju izlaganja sudionici su prisustvovali  otkrivanju spomen ploče na 
pročelju osnovne škole u Beravcima. Svečanost skupa uveličalo je kulturno umjetničko 
društvo «Ivan Goran Kovačić» iz Beravaca. 

 

   
          Spomen ploča Davorina Bazjanca                             Domjenak u Beravcima 

 
Osim velikog broja bivših studenata profesora Bazjanca  i članova Društva svečanom 
skupu prisustvovali su prof. dr. Zdravko Virag, dopredsjednik Društva, prof. dr. Lidija 
Frgić, član Izvršnog odbora Društva, prof. dr. Mirko Husnjak, predstojnik Zavoda za  
 

  
  Otvaranje 4. Kongresa HDM-a koji je održan u Bizovcu od 18. do 20. 9. 2003. 

 

             
     Predavanje akademika Herberta Manga                     Predavanje prof. Osmana Muftića  
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tehničku mehaniku, prof. dr. Mirko Butković, rektor Veleučilišta u Karlovcu, prof. dr. 
Vjekoslav Damić, dekan Pomorskog fakulteta u Dubrovniku, prof. dr. sc. Vladimir 
Sigmund, dekan Građevinskog fakulteta u Osijeku. Spomen ploča 900 x 600 mm, 
izrađena od aluminija izlivena je u Požegi u tvrtki Toman d.o.o. Svaki je učesnik na 
poklon dobio tiskanu knjižicu pod nazivom "Slavonski korijeni profesora Davorina 
Bazjanca" ISBN 953-96243-7-1.  

Osim redovno održavanih predavanja u središtu Društva i u podružnicama 
organizirana su dva međunarodna kongresa HDM-a i četiri simpozija Danubia Adrija: 

• 4th International Congress of Croatian Society of Mechanics, Bizovac, Croatia, 
September 18 – 20, 2003  

• 5th International Congressa of the Croatian Society of Mechanics , Seget 
Donjem/Trogir, Croatia,  September 21 -  23, 2006 

• 20th Symposium Danubia-Adria, Györ, Hungary, September  24, -  27, 2003 
• 21st Symposium Danubia-Adria, Brijuni, Croatia, September  29, - October 2, 

2004 
• 22nd Symposium Danubia-Adria, Monticelli Terme, Parma, Italy, September 

28, - October 1, 2005 
• 23rd Symposium Danubia-Adria, Podbanské, Žilina, Slovakia, September 27 - 

30, 2006 
 

        
            Znanstveni odbor D-A,                                           Znanstveni odbor D-A,   
                 Trakošćan, 2004               Brijuni 2004 

 

     
 

 Otvaranje 21. Simpozija Danubia Adrija na Brijunima 2004. 
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Dvadesetprvi simpozij Danubia Adria koji je održan na Brijunima organiziralo je 
Hrvatsko društvo za mehaniku uz pomoć tvrtke Studio Hrg d.o.o. iz Zagreba. 
Organizacija simpozija bila je na visokoj razini, a sudionici simpozija bili su više nego 
oduševljeni izborom mjesta održavanja. Za simpozij je prijavljen velik broj radova. 
Nakon recenziranja prihvaćeno je 29 radova za usmeno izlaganje. Preostalih 105 
prihvaćenih radova izloženo je kao posteri. Ukupno je bilo 305 autora i koautora 
radova. Na simpoziju je bilo nazočno ukupno 156 sudionika, uključujući i osobe u 
pratnji, i to: 14 iz Austrije, 30 iz Češke, 7 iz Njemačke, po 14 iz Mađarske i Italije, 2 iz 
Japana, 22 iz Poljske, 8 iz Rumunjske, 9 iz Slovačke, 3 iz Slovenije, po jedan iz 
Danske i SAD te 31 sudionik iz Hrvatske. Tako veliki broj sudionika pokazuje, da u 
srednjoj Europi postoji značajan interes za eksperimentalnu mehaniku, a visoka 
znanstvena i stručna razina radova potvrđuje snažan razvoj pojedinih metoda. Svi su 
radovi izlagani na engleskom jeziku, koji je bio službeni jezik simpozija. Extended 
Abstracts radova tiskan je pod brojem ISBN 953-96243-6-3. Uz Extended Abstracts 
snimljen je i CD-Rom ISBN 953-962437- 7-1. Nakon simpozija Znanstveni odbor je 
ocijenio radove prema posebnom ključu, a autorima 25 najbolje ocijenjenih radova 
predloženo je tiskanje rada u punom opsegu u jednom od pet međunarodnih časopisa. 
Za uvrštavanje radova u časopise brine se Znanstveni odbor Danubia-Adrie. 

 

       
  Prof. Boris Štok drži predavanje                         Dekan T. Ćurko u razgovoru s B. Štokom, 
        u  HDM 19. svibnja  2005.                F. Matejičekom i I. Alfirevićem prije predavanja
            

U hotelu Medena u Segetu Donjem kraj Trogira održan je 5. Međunarodni kongres 
Hrvatskog društva za mehaniku od 21. do 23. rujna 2006. Prije otvaranja kongresa 
održana je svečanost na kojoj je po prvi put nakon 29 godina proglašeno sedam novih 
počasnih članova Hrvatskog društva za mehaniku: 

 
Akademik Herbert Mang, TU Wien,       Elmar Ficker, TU München, 
 
Akademik Stjepan Jecić   Mirko Krpan 
professor emeritus, FSB, Zagreb,  professor emeritus, TF, Rijeka, 
 
Osman Muftić     Ivo Alfirević, FSB, Zagreb, 
professor emeritus, FSB, Zagreb,  Vicko Šimić, FSB, Zagreb. 
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             Predsjedavajući 5. kongresa HDM         Novi počasni članovi HDM-u, S. Jecić  
                     i I. Alfirević 

 
Pregled radova u Zbornicima kongresa HDM 

Mjesto i 
vrijeme 
održavanja 

Pula, 1994. 
14. do 7.9.  

Supetar,  
1997. 
18. do 20.9. 

Cavtat, 2000. 
28. do 30.9. 

Bizovac,  
2003. 
18. do 20.9. 

Seget Donji,  
2006. 
21. do 23.9. 

Pozv. predav. - 3 11 4 2 
Referati      
• Strani 23 35 30 25 40 
• domaći 46 45 38 52 31 
• zajednički 7 5 5 4 7 

Ukupno 76 85 73 81 78 
Sveukupno 76* 88 84 85 80 

* 65 referata tiskano je na engleskom, a 11 na hrvatskom jeziku 
 
Izborna skupština održana je 7. prosinca 2006. između ostalog na njoj su donijeti 

sljedeći zaključci: 
1. Mandat predsjednika i Izvršnog odbora traje tri umjesto dvije godine. 
2. Novi predsjednik preuzima službeno dužnost 1. siječnja sljedeće godine bez 

obzira na datum održavanja izborne skupštine. 
Na taj način je  osigurano da svaki predsjednik u svom mandatu organizira jedan 

kongres HDM-a koji se održavaju svake treće godine 
 

    
 
          Stari IO na kraju 2006. Sjede: Šimić,                  Trenutak davanja razrješnice  
   Matejiček, Alfirević, stoje: Semenski, Frgić,                     starom IO na Skupštini 2006. 
          Virag, Biondić, Kozak, Džijan     
                                                  

21 

        
             Predsjedavajući 5. kongresa HDM         Novi počasni članovi HDM-u, S. Jecić  
                     i I. Alfirević 

 
Pregled radova u Zbornicima kongresa HDM 

Mjesto i 
vrijeme 
održavanja 

Pula, 1994. 
14. do 7.9.  

Supetar,  
1997. 
18. do 20.9. 

Cavtat, 2000. 
28. do 30.9. 

Bizovac,  
2003. 
18. do 20.9. 

Seget Donji,  
2006. 
21. do 23.9. 

Pozv. predav. - 3 11 4 2 
Referati      
• Strani 23 35 30 25 40 
• domaći 46 45 38 52 31 
• zajednički 7 5 5 4 7 

Ukupno 76 85 73 81 78 
Sveukupno 76* 88 84 85 80 

* 65 referata tiskano je na engleskom, a 11 na hrvatskom jeziku 
 
Izborna skupština održana je 7. prosinca 2006. između ostalog na njoj su donijeti 

sljedeći zaključci: 
1. Mandat predsjednika i Izvršnog odbora traje tri umjesto dvije godine. 
2. Novi predsjednik preuzima službeno dužnost 1. siječnja sljedeće godine bez 

obzira na datum održavanja izborne skupštine. 
Na taj način je  osigurano da svaki predsjednik u svom mandatu organizira jedan 

kongres HDM-a koji se održavaju svake treće godine 
 

    
 
          Stari IO na kraju 2006. Sjede: Šimić,                  Trenutak davanja razrješnice  
   Matejiček, Alfirević, stoje: Semenski, Frgić,                     starom IO na Skupštini 2006. 
          Virag, Biondić, Kozak, Džijan     
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     Bivši predsjednici O. Muftić, I. Alfirević                   Novi predsjednik i tajnik J. Sorić i    
      i V. Šimić prate rad Skupštine 2006.                        I. Smojver sa starim predsjednikom i  

       tajnikom F. Matejičekom i  I. Džijanom 
 

 
Popis predsjednika, zamjenika predsjednika i tajnika HDM 
 

Izborna 
skupština 

Predsjednik Zamjenik 
predsjednika 

Tajnik 

28.4.1969. Prof. dr. Davorin Bazjanac Prof. Mladen Hudec Mr. Ivo Alfirević 
14.4.1971. Prof. dr. Antun Vučetić Josip Jelovac, v. pred. Doc. mr. Ivan Heidl 
23.1.1971.  Prof. Mladen Hudec Prof. Josip Jelovac Doc. dr. Vilim Korošec 
23.12.1974 Prof. Zlatko Kostrenčić Doc. Ivo Alfirević Doc.dr. Vicko Šimić 
13.1.1977. Prof. Zlatko Kostrenčić Doc. Ivo Alfirević Doc.dr. Vicko Šimić 
15.5.1979. Prof. dr. Ivo Alfirević Doc. dr. Vicko Šimić Mr. Nikola Vranković 
21.10.1979. Prof. dr. Ivo Alfirević Doc. dr. Vicko Šimić Mr. Nikola Vranković 
24.11.1983. Prof. Stjepan Jecić Prof. Aleksandar Kiričenko Mr. Dragan Pustaić 
21.11.1985. Prof. Stjepan Jecić Prof. Aleksandar Kiričenko Mr. Željko Goja 
16.12.1987. Prof. Aleksandar Kiričenko Prof. Ivo Alfirević Mr. Marijan Staneković 
13.12.1989. Prof. Vilim Korošec Prof. Osman Muftić Mr. Zorislav Despot 
28.11.1991. Prof. Osman Muftić Doc. Josip Brnić Mr. Zorislav Despot 
17.12.1992. Prof. Ivo Alfirević Prof. Josip Brnić Doc. dr. Jurica Sorić 
15.12.1994. Prof. Vicko Šimić Prof. Pavao Marović Prof. Nikola Vranković 
12.12.1996. Prof. dr. Nikola Vranković Prof. Pavao Marović Dr. Zdenko Tonković 
10.12.1998.  Prof. dr. Pavao Marović Prof. dr. Ivo Alfirević Dr. Zdenko Tonković 
14.12.2000. Prof. dr. Pavao Marović Prof. dr. Ivo Alfirević Dr. Zdenko Tonković 
5.12.2002.    Prof. dr. Franjo Matejiček Prof. dr. Zdravko Virag Mr. sc. Ivo Džijan 
9.12.2004.    Prof. dr. Franjo Matejiček  Prof. dr. Zdravko Virag Dr. sc. Ivo Džijan 
7.12.2006.  Prof. dr. sc. Jurica Sorić Prof. dr. Ivica Kožar Doc. dr. Ivica Smojver 

                                                   
 

Bilten Hrvatskog društva za mehaniku izdaje se dva puta godišnje. 
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Bilten Hrvatskog društva za mehaniku izdaje se dva puta godišnje. 
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6. PODRUŽNICE RIJEKA, SPLIT I SLAVONSKI BROD 
 

Hrvatsko društvo za mehaniku ima četiri teritorijalne podružnice u Rijeci, Splitu, 
Slavonskom Brodu i Osijeku i stručnu podružnicu ESIS. 

 

    
 
  Okrugli stol o nastavi mehanike održan                      Članovi podružnice ispred SF u  
       27.9.1989. u Savonskom Brodu         Slavonskom Brodu 

 

     
          Članovi podružnica iz Rijeke                   Predavanje prof. D. Kozaka u podružnici Sl.  
                       i Sl. Broda                       Brod 
 

      
 
         Brnić, Alfirević, Žigulić, Butković                       Za vrijeme predavanja u podružnici  
                       i Krpan u Rijeci                                                             Rijeka 
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       Nakon obrane doktorata na                                 Predavanje u podružnica Split 
            na FESB-u  u Splitu                   
 

 
 
Popis predsjednika podružnica HDM 

 
Podružnica 
Razdoblje 

Rijeka Split Slavonski Brod 

1987. do 1989. Prof. dr. Zoran Mrša Dr. Željan Lozina Dr. Franjo Matejiček 
1989. do 1991. Prof. dr. Luka Sopta Prof. dr. Pavao Marović Mr. Todor Ergić 
1991. do 1994. Prof. dr. Josip Brnić Prof. dr. Pavao Marović Mr. Todor Ergić 
1994. do 1996. Prof. dr. Luka Sopta Doc. dr. Željan Lozina Doc. dr. Franjo Matejiček 
1996. do 1998. Prof. dr. Zoran Mrša Doc. dr. Željan Lozina Dr. Todor Ergić 
1998. do 2000. Prof. dr. Zoran Mrša Prof. dr. Željan Lozina Doc. dr. Franjo Matejiček 
2000. do 2002 Prof. dr. Zoran Mrša Prof. dr. Željan Lozina Doc. dr. Franjo Matejiček 
2002. do 2004. Prof. dr. Zoran Mrša Prof. dr. Pavao Marović Dr. Zdravko Vnučec 
2004. do 2006. Prof. dr. Zoran Mrša Prof. dr. Pavao Marović Prof. dr. Dražan Kozak 
od 2006. Prof. dr. Marko Čanađija Prof. dr. Pavao Marović Doc. dr. Marija Živić 

9.12. 2004. osnovana podružnica ESIS, prof. dr. Dražan Kozak, predsjednik 
8.12. 2005. osnovana podružnica Osijek, doc. dr. Mirjana Kleština, predsjednica 
 

 
Autor:  
Ivo Alfirević, Sveučilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, Zavod za 
tehničku mehaniku, I. Lučića 5, 10000 Zagreb, tel. 01 61 68 240, fax. 01 61 68 187, e-
mail: i.alfirevic@fsb.hr 
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Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipanj 2007.  

 
 

NEKA  ZAPAŽANJA  PRI  DINAMIČKIM  ISPITIVANJIMA  
KONSTRUKCIJA 

 
Bertolino, M., Marović, P. & Galić, M. 

 
Sažetak: U posljednjih nekoliko godina izvršili smo statička i dinamička ispitivanja većeg broja 
raznih mostovnih konstrukcija (mostova, vijadukata, nadvožnjaka, podvožnjaka, i slično) 
povezanih s Jadranskom autocestom. Za potrebe izdavanja odgovarajućih izvještaja o 
provedenim probnim opterećenjima i ispitivanjima bilo je potrebno napraviti i odgovarajuće 
proračunske provjere. Prilikom usporedbi stvarnih izmjerenih rezultata s onima dobivenim 
numeričkim putem na numeričkim modelima uočene su neke činjenice koje su dijelom vezane i 
za samu provedbu dinamičkih ispitivanja. S tim u svezi, u ovom članku bi opisali i, koliko je to 
moguće, komentirali neka svoja zapažanja pri provedbi dinamičkim ispitivanjima konstrukcija, 
kao što su: (i) utjecaj širine ispitivanog objekta na njegov dinamički odgovor (frekvencije, 
torzijski oblici); (ii) način provedbe dinamičkog ispitivanja; (iii) utjecaj mase vozila i njegovog 
prolaza preko objekta prema masi objekta i promjeni položaja opterećenja; (iv) utjecaj izbora 
numeričkog modela (štapni i/ili plošni) na numeričke rezultate.  
 
Ključne riječi: Dinamička ispitivanja, most, numerički model, numerička analiza. 
 
1 UVOD 
 
U posljednjih nekoliko godina svjedoci smo izgradnje velikog broja raznih mostovnih 
konstrukcija (mostovi, vijadukti, nadvožnjaci, podvožnjaci i slično) u sklopu Jadranske 
autoceste odnosno autoceste Zagreb-Split-Dubrovnik. Kako je vremenski rok izgradnje 
bio vrlo ograničen, a težilo se što kvalitetnijoj gradnji u što kraćem vremenu, većina tih 
konstrukcija je građena polumontažnim postupkom. Pri tome se, u prvoj fazi gradnje 
izvedu upornjaci i stupovi, dok se u drugoj fazi predgotovljeni glavni nosači 
postavljaju na mjesta predviđena projektom. U trećoj fazi se vrši monolitizacija glavnih 
nosača kolničkom pločom (crtež 1).  
 

 
Crtež 1. Shematski prikaz polumontažnog procesa nastajanja rasponske konstrukcije mosta 

 
Ovaj postupak se primjenjuje radi jednostavnosti izvedbe, skraćivanja vremena 

gradnje i određenih gospodarskih prednosti, a da pri tom sigurnost i trajnost objekta 
nije umanjena. Nakon završetka izgradnje objekta pristupa se ispitivanju objekta 
probnim opterećenjem i ishođenje uporabne dozvole. Kako vidimo, za postupak 
ispitivanja objekta, najvažnije je konačno stanje objekta, ali je ujedno vrlo važno 
poznavati postupak izgradnje. 

Pošto smo izvršili statička i dinamička ispitivanja većeg broja raznih mostovnih 
konstrukcija, to smo prilikom usporedbi stvarnih izmjerenih rezultata s onima 
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dobivenim na numeričkim modelima uočili neke činjenice koje su dijelom vezane kako 
za samu provedbu dinamičkih ispitivanja tako i za izradu numeričkih modela. S tim u 
svezi, u ovom članku bi opisali i, koliko je to moguće, komentirali neka svoja 
zapažanja pri provedbi dinamičkih ispitivanja konstrukcija jer se istraživanja i analiza 
tih zapažanja nastavljaju. 
 
2 ANALIZIRANI OBJEKTI 
 
U ovom radu ćemo ukratko prikazati provedena dinamička ispitivanja i numeričke 
analize na dva karakteristična, statički gledano različita, objekta: (1) nadvožnjak 
Vrbanj (statički sustav nosive konstrukcije je prosta greda); (2) nadvožnjak Bile Laze 
(statički sustav konstrukcije je kontinuirani nosač preko dva raspona). 
 
2.1 Nadvožnjak Vrbanj 
Nadvožnjak Vrbanj [1] je sastavni dio čvora Bisko i služi za prijelaz lokalne ceste 
preko prilazne rampe (Foto 1). Izgrađen je kao prosta greda u jednom rasponu dužine 
22 m. U poprečnom presjeku (Crtež 2) se sastoji od četiri predgotovljena armirano 
betonska T-nosača koji su spojeni s kolničkom pločom debljine 20 cm. Predgotovljeni 
nosači su 110 cm visoki, te su široki 164 cm u gornjem i 40 cm u donjem dijelu. 

 
Foto 1. Pogled na nadvožnjak Vrbanj  Crtež 2. Poprečni presjek nadvožnjaka Vrbanj 

 
2.2 Nadvožnjak Bile Laze 
Nadvožnjak Bile Laze [2] omogućava promet lokalne zajednice preko novoizgrađene 
autoceste (Foto 2). Objekt je kontinuirani nosač preko dva raspona po 20 m svaki. 
Rasponski sklop je formiran od četiri predgotovljena armirano betonska T-nosača i 
monolitne kolničke ploče debljine 20 cm (Crtež 3). Predgotovljeni T-nosači su visoki 
90 cm, te su široki 164 cm u gornjem i 50 cm u donjem dijelu. 

 
Foto 2. Pogled na nadvožnjak Bile Laze  Crtež 3. Poprečni presjek nadvožnjaka Bile Laze 
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Foto 1. Pogled na nadvožnjak Vrbanj  Crtež 2. Poprečni presjek nadvožnjaka Vrbanj 

 
2.2 Nadvožnjak Bile Laze 
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monolitne kolničke ploče debljine 20 cm (Crtež 3). Predgotovljeni T-nosači su visoki 
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Foto 2. Pogled na nadvožnjak Bile Laze  Crtež 3. Poprečni presjek nadvožnjaka Bile Laze 
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3 PROVEDENA DINAMIČKA ISPITIVANJA 
 
3.1 Način provedbe dinamičkog ispitivanja 
Dinamička ispitivanja su se provela tako što bi se natovaren kamion, ukupne mase cca 
30 tona, vozio preko objekta na kojem je bila postavljena drvena daska visine nekoliko 
centimetara radi postizanja udarnog opterećenja. Akceleracija objekta se snimala u 
nekoliko točaka. Za snimanje akceleracije koristili su se jednoosni akcelerometri, tako 
da se osim položaja akcelerometra na konstrukciji birao i smjer u kojem će se vršiti 
zapis. Snimljeni podaci se iz vremenske domene Fourierovom brzom transformacijom 
(FFT) prebacuju u frekventnu domenu pri čemu dobivamo FFT dijagrame uz pomoć 
kojih se određuju vlastite frekvencije. 
 
3.2 Rezultati terenskih ispitivanja 
Obradom dobivenih akcelerograma dobivamo FFT dijagrame (Crteži 4 i 5) iz kojih 
određujemo vlastite frekvencije. 

Crtež 4. Različiti FFT dijagrami za nadvožnjak Vrbanj 

 

Crtež 5. Različiti FFT dijagrami za nadvožnjak Bile Laze 
 
4 NUMERIČKI MODELI 
 
U članku je prikazana uporaba dva različita numerička modela: štapni model i model 
orebrene ploče, kako bi se prikazali utjecali modela na dobivene dinamičke rezultate. 
 
4.1 Štapni model 
Najjednostavniji numerički model je štapni model. Pri tome se cijeli objekt modelira 
štapnim elementima koji imaju svojstva stvarne konstrukcije (Crtež 6), tako da pojedini 
poprečni presjek objekta nakon finalizacije odgovara poprečnom presjeku pojedinog 
štapa u modelu. 

Ovakva vrsta modela je pogodna za objekte s relativno visokim stupovima, dugim 
rasponima i uskim poprečnim presjecima. Ujedno, rezultati proračuna će dati odgovor i 
za horizontalno ponašanje objekta. Jednostavnost modela je ograničavajući faktor kada 
se traži odgovor na složenije ponašanje konstrukcije, pa se s ovakvim modelom ne 
mogu dovoljno dobro opisati konstrukcije s dominantnim torzijskim ponašanjem i 
kompliciranim uvjetima oslanjanja kao i za konstrukcije sa značajnim promjenama 
poprečnog presjeka unutar raspona. 
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Crtež 6. Štapni model nadvožnjaka Bile Laze (uključena je vidljivost poprečnih presjeka) 

 
4.2 Model orebrene ploče 
Model orebrene ploče (Crtež 7) vjerno simulira stvarnu izvedbu konstrukcije. Naime, 
možemo kazati da model nastaje spajanjem rebara (predgotovljeni nosači) i ploče 
(kolnička ploča) u jednu cjelinu – orebrenu ploču. Ovim modelom, krutost konstrukcije 
u smjeru pružanja rebra je dobro opisana, dok je krutost ploče u poprečnom smjeru 
manja od njezine stvarne krutosti jer model ne uključuje utjecaj rebara (predgotovljeni 
T-nosač) na debljinu ploče (Crtež 8). Može se pretpostaviti da se ovakvim modelom 
djelomično gubi možebitno roštiljno djelovanje izvedene konstrukcije. 
 

 
Crtež 7. Nadvožnjak Vrbanj modeliran kao orebrena ploča 

 
Uzduzni spoj izmedu rebara nosaca i ploce 

Zanemaren utjecaj rebara na poprecnu krutost  
Crtež 8. Prikaz utjecaja rebara na poprečnu krutost deformirane konstrukcije 

 
5 USPOREDBA REZULTATA NUMERIČKIH PRORAČUNA I 
TERENSKIH ISPITIVANJA 
 
5.1 Rezultati numeričkih proračuna 
Kao rezultat numeričkih proračuna dobivamo vlastite vektore (Crteži 9 i 10) i vlastite 
frekvencije modelirane konstrukcije. S obzirom da smo pri modeliranju morali 
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napraviti neke ustupke, a sve zbog limitiranosti određenih modela, rezultate koje 
dobivamo potrebno je detaljno analizirati kako bi odredili koje bi računske rezultate 
trebalo odbaciti, a koje možemo uzeti u obzir i usporediti s rezultatima terenskih 
ispitivanja [3]. 
 

Crtež 9. Prva tri proračunata vlastita vektora za nadvožnjak Vrbanj 
 

Crtež 10. Prvi, drugi, četvrti i peti proračunati vlastiti vektori za nadvožnjak Bile Laze 
 
5.2 Usporedba rezultata 
Rezultati numeričkog proračuna i terenskih ispitivanja su za nadvožnjak Bile Laze 
uspoređeni u Tablici 1. Primjetno je dobro slaganje proračunatih i izmjerenih vlastitih 
frekvencija, osim u slučaju treće vlastite frekvencije. Razlog nepostojanja treće 
računske frekvencije je limitiranost modela. Naime, štapni modeli, kako je prije 
spomenuto, ne uključuju torzijske vlastite oblike osciliranja. 
 

Test: Rezultati ispitivanja (Hz)
Bile Laze-01 5.57 - 7.93 8.32 10.38 
Bile Laze-02 5.57 6.33 7.86 8.39 - 
Bile Laze-03 5.49 - 7.86 8.32 - 
Bile Laze-04 5.46 - 7.78 8.35 - 
Bile Laze-05 5.49 6.10 7.90 - - 
Bile Laze-06 5.49 - 7.82 - 10.41 

Numerički model 5.49 6.18 - 8.32 10.30 
Tab. 1. Usporedba proračunatih i izmjerenih vlastitih frekvencija za nadvožnjak Bile Laze 

 
Usporedbom rezultata numeričkog proračuna i terenskih ispitivanja nadvožnjaka 

Vrbanj (Tablica 2) uočavamo dobro slaganje prve vlastite frekvencije, ali i nešto nižu 
drugu vlastitu frekvenciju dobivenu numeričkim postupkom od one izmjerene 
terenskim ispitivanjem.  
 

Test: Rezultati ispitivanja (Hz)
Vrbanj-01 5.74 8.79 -
Vrbanj-02 5.72 8.78 -
Vrbanj-03 5.74 8.72 -

Numerički model 5.24 7.90 17.14
Tab. 2. Usporedba proračunatih i izmjerenih vlastitih frekvencija za nadvožnjak Vrbanj 
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Naime, računskim putem dobivamo nižu vlastitu frekvenciju zbog manje krutosti 
numeričkog modela u poprečnom smjeru. Drugi vlastiti vektor ima torzijski oblik. 
Zbog jednostavnosti i krutosti same konstrukcije, ali i lošeg odabira mjernog mjesta, 
pri terenskom ispitivanju nismo bili u mogućnosti odrediti 3. vlastiti vektor. 
 
6 ZAKLJUČNI OSVRT 
 
Dinamičko ispitivanje konstrukcija je vrlo složen i osjetljiv postupak. Analizirajući 
brojne do sada ispitivane mostovne konstrukcije primjećeno je više čimbenika o 
kojima treba voditi računa pri analizi rezultata: (i) utjecaj širine ispitivanog objekta na 
njegov dinamički odgovor (frekvencija i torzijski oblici) – aktiviranje i registriranje 
torzijskih oblika; (ii) brzina prolaza vozila; (iii) odnos mase vozila prema masi objekta 
– što je taj odnos veći, veći je i utjecaj na dinamički odgovor objekta pri čemu treba 
imati na umu da je masa vozila stalno prisutna na objektu i da pri tome stalno mijenja 
svoj položaj; (iv) način simulacije dinamičkog opterećenja – neometan prolaz vozila ili 
prolaz vozila preko prepreke (drvena daska debljine cca 5 cm) što bi vodilo udarnom 
opterećenju; (v) izbor položaja mjernih mjesta koji trebaju obuhvatiti sve dominantne 
utjecaje (izbjeći postavljanje mjernih mjesta u očekivane nul-točke oblika); (vi) izbor 
numeričkog modela – izabrati model kojim se može što vjernije simulirati stvarno 
izvedeno stanje i koji može obuhvatiti sve dominantne oblike (npr. štapnim modelom 
nije moguće obuhvatiti torzijske oblike); (vii) teorijski odnosno numerički proračun 
idealizirane konstrukcije daje neograničeni broj oblika od kojih se veliki broj neće niti 
može pojaviti u stvarnoj konstrukciji. 

Utvrđivanje stvarnih oblika osciliranja konstrukcije nije rutinski posao. Naime, 
možemo kazati da svaki objekt traži svoju posebnu znanstvenu analizu što ponekad 
uključuje primjenu više različitih tipova numeričkih modela [3]. 
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RJEŠAVANJE PROBLEMA DEFORMIRANJA GRAFITNE 
NANO-PLOČE 

 
Blažetić, M., Sorić, J. & Tonković, Z. 

 
Sažetak: Primjenom metoda klasične molekularne dinamike riješit će se  dvodimenzijski 
problem deformiranja grafitne nano-ploče debljine jednog atoma. Pritom se koristi Tersoff - 
Brennerova formulacija potencijala iz kojeg slijede potrebna elastična svojstva nano-ploče. 
Pretpostavit će se kvazistatički problem. 
 
Ključne riječi: nanomehanika, atomska rešetka, nano-ploča 
 
1 UVOD 
 
U posljednjih se nekoliko godina dosta istraživanja usmjerilo na proučavanje 
deformiranja materijala na mikro i nanorazini. U tu se svrhu razvija i molekularna 
dinamika, koja predstavlja niz numeričkih postupaka koji se koriste za rješavanje 
jednadžbi nanomehanike. Uz navedene se razvijaju i tzv. multiscale metode [1, 2], koje 
povezuju fenomene na nano-skali s onima na razini mehanike kontinuuma. Ovakvo 
kombiniranje predstavlja metodu koja bi mogla premostiti razlike između čistog 
teoretskog i eksperimentalnog pristupa, te računalnog modeliranja.  
 
2 OSNOVNE JEDNADŽBE MOLEKULARNE DINAMIKE 
 
2.1 Lagrangeove jednadžbe 
Metode klasične molekularne dinamike zasnivaju se na mehanici sustava čestica, pri 
čemu se gibanje čestica opisuju se pomoću Lagrangeovih jednadžbi [1] 

 0, 1,2,...,d L L s
dt q qα α

α∂ ∂
− = =

∂ ∂
, (1) 

gdje L predstavlja Lagrangeovu funkciju a qα jest poopćena koordinata. Za sustav 
materijalnih točaka u međudjelovanju s okolinom Lagrangeova funkcija jest: 

 ( ) ( )2 2 2
1 2( ) ( ), , ,... , , ,

2
i

i i i i i i i
i

mL x y z U x y z= + + − = =∑ r r r r r  (2) 

Sila na česticu uslijed potencijala U može se izraziti kao: 

 ( ), , ,
( ), ,i x i y i z i
i

UF F F ∂
= = −

∂
rF

r
 (3) 

 
2.2 Međuatomski potencijali 
Međumolekularne sile općenito su funkcija prostornog rasporeda čestica, odnosno 
atoma (molekula). Pretpostavlja se oblik potencijala [1] 
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 1 2 1 2 3
, , ,

( , ,..., ) ( ) ( , ) ( , , ) ...N i i j i j k
i i j i i j i k j

U V V V
> > >

= + + +∑ ∑ ∑r r r r r r r r r , (4) 

gdje V1,2,3 predstavljaju potencijale prvog drugog i trećeg reda. Obično se potencijali 3. 
i viših redova zanemaruju, tj. pribrajaju se potencijalu drugog reda, zavisno o vrsti 
atoma koji se promatraju.  

Potencijalom prvog reda, odnosno V1 opisuje se djelovanje vanjskoga polja na 
česticu (npr. gravitacija) ili se na taj način postavljaju određena ograničenja gibanju 
čestica. Taj se potencijal najčešće koristi kod razmatranja čestica u kapljevitom ili 
plinovitom stanju čiji se raspored u prostoru treba ograničiti. Potencijal drugog reda, V2 
opisuje interakciju između dvaju atoma i može se zapisati kao 
 2 2( , ) ( ), | | | |i j ij i jV V r r= = = −r r r r r , (5) 
gdje r predstavlja razmak između dva promatrana atoma. Ovim se potencijalom 
opisuju dva tipa interakcija: dalekosežne interakcije između atoma (elektrostatičko 
privlačenje), te kratkosežne interakcije (opisivanje fenomena privlačenja-odbijanja 
atoma na malim udaljenostima, odnosno titranja atoma oko zajedničkog ravnotežnog 
položaja). 

Postoji veći broj modela koji opisuju privlačenje i odbijanje, među kojima je i 
Lennard-Jonesov potencijal 

 
12 6

( ) 4LJV r
r r
σ σε

    = −    
     

, (6) 

te Morseov potencijal 
 2 ( ) ( )( ) 2r r

MV r e eβ ρ β ρε − − = −   (7) 

Kod oba se potencijala prvi član u zagradi odnosi se na opis odbijanja atoma, dok drugi 
član predstavlja privlačenje atoma. Oba izraza imaju minimum za određeni 
međuatomski razmak, tj.  za taj je minimum međuatomska sila jednaka nuli. Taj se 
razmak naziva ravnotežnim međuatomskim razmakom. Iz izraza je vidljivo da 
potencijal vrlo brzo opada s porastom tog razmaka, pa je dovoljno promatrati 
međudjelovanje nekog atoma s najbližim susjedima, dok se ostala međudjelovanja 
mogu zanemariti. Potencijal 3. i viših redova su kompleksni i nisu uvijek najbolji izbor 
za sve načine smještanja atoma u prostoru. Isto tako, viši redovi potencijala (4., 5., 6.) 
su vrlo kompleksni i numerički vrlo kompleksni. Iz tog razloga razvijeno je nekoliko 
posebnih vrsta potencijala, koji su funkcija reda veze, tj. uključuju neke specifičnosti 
interakcije više atoma u potencijal 2. reda. Jedan od tih potencijala jest i Tersoffov, 
pogodan za opisivanje kovalentnih sustava.. 
 
3 MEHANIKA REŠETKE 
 
Čvrsta tijela najčešće posjeduju rešetkastu, odnosno kristalnu strukturu. Iz tog razloga 
postavljaju se jednadžbe gibanja za rešetku. Osnovno svojstvo idealnog kristala jest 
translacijska invarijantnost [3] – pomicanjem proizvoljne točke u kristalu za 
translacijski vektor, okolina te točke se ne mijenja. Komponente tog vektora u prostoru 
ne moraju biti ortogonalne, niti moraju biti istog iznosa. Minimalni volumen kojeg čine 
tri komponente translacijskog vektora naziva se jednostavna ili primitivna ćelija. 
Shodno tomu, može se definirati i elementarna ćelija, koja sadrži jednu ili više 
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osnovnih čestica, te se može poklapati s primitivnom ćelijom ili biti veća od 
iste.Elementarna ćelija, zajedno sa susjednim ćelijama koje su u međudjelovanju s 
promatranom, čini asociranu ćeliju. Veličina asocirane ćelije zavisi o tzv. cut-off 
radijusu, odnosno o maksimalnoj udaljenosti susjednog atoma od promatranoga čiji se 
djelovanje na isti još uzima u obzir. 

Lagrangeova funkcija (8) za rešetku postavlja se na sličan način kao i kod 
općenitog sustava čestica, uz razvijanje funkcije potencijala oko ravnotežnog položaja 
[1] 

 ( ) ' '
'

1 1,
2 2

n
T T
n n n n n n

n n n n

L
ν

ν

+

−
= −

= +∑ ∑ ∑u u u Mu u K u . (8) 

Pomoću (1) izvodi se jednadžba gibanja za rešetku (poopćena koordinata postaje 
pomak un) 
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gdje matrice Kn-n', za n'.=.n-1, predstavljaju matrice krutosti rešetke, koje se definiraju 
kao 
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∂
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K
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. (10) 

Indeks n' poprima vrijednosti n-1...n+1, gdje je n indeks promatranog atoma. Izraz (9) 
vrijedi za svaki atom u rešetki. Isto tako, izraz (9) može zapisati na slijedeći način 
 ( ) ( ) ( )ext int

n n nt t t= +M u f f . (11) 
Uvede li se i kvazistatička pretpostavka, odnosno zanemare li se inercijski članovi, 
dobiva se izraz: 
 0ext int

n n+ =f f . (12) 
Kako je vidljivo, vanjske su sile uravnotežene elastičnim, odnosno unutrašnjim silama 
rešetke. Jednadžba (9) vrijedi za jednodimenzijski lanac. Analogno se može izvesti 
sustav jednadžbi za dvodimenzijsku rešetku [1, 2]. 
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4 JEDNODIMENZIJSKI PROBLEM 
 
Na primjeru jednodimenzijskog monoatomskog lanca (slika 1.) izvest će se jednadžbe 
za kvazistatički problem. Primjenom izraza za međuatomski potencijal  mogu se izvesti 
matrice krutosti za lanac. U obzir se uzimaju samo najbliži susjedni atomi, što daje 3 
netrivijalne matrice krutosti lanca. 
 

 
Sl. 1. Monoatomski lanac opterećen silom na desnom i učvršćen na lijevom kraju 

n n
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Za bilo koji atom u lancu, osim onih na krajevima lanca, vrijedi članovi matrice 
krutosti jednaki su 

 
2 2 2

1 0 0 0 1 02
1 1

( ) ( ) ( )| , | 2 , |u u u
n n n nn

U u U u U uK k K k K k
u u u uu− = = =

+ −
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= − = = − = − = − =

∂ ∂ ∂ ∂∂
. (15) 

Za atom na lijevom rubu vrijedi da je K-1.=.0, a za krajnji desni atom K1.=.0. Preostale 
matrice K, za atom na lijevom i desnom kraju lanca, opisane su slijedećim izrazima 
 0 1, ,= − =K k K k  (16) 
 0 1,K k K k−= − = . (17) 
Zavisno o izabranom potencijalu (Lennard-Jonesov ili Morseov), konstanta k jest: 
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Sada se jednadžbe ravnoteže za n atoma mogu zapisati u matričnom obliku 
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Kako bi se mogla naći inverzna matrica K, potrebno je postaviti rubne uvjete. Pri tome 
se izostavlja stupanj slobose na lijevom kraju (izostavljanje odgovarajućih redaka i/ili 
stupaca u matricama K, u i f). Za n.=.5 atoma i zadani jednodimenzijski slučaj 
inverzna matrica K-1 i nekoliko matrica sila f (jedinične sile) su  (vrijednost k određena 
je u (18)) 
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Rješenja navedenog sustava za zadane matrice opterećenja prikazana su na slici 2. 
 

5 DVODIMENZIJSKI PROBLEM 
 
Promatra se dvodimenzijska grafitna nano-ploča (slika 3.) [4, 5]. U ovom slučaju 
moguće je primijeniti neki od spomenutih potencijala, bilo Lennard-Jonesov, bilo 
Morseov, no niti jedan od ta dva ne opisuje dovoljno dobro interakcije višeg reda. 
Matematički model koji je vrlo pogodan za kovalentne veze, kojima su vezani atomi 
ugljika u grafitu, jest Tersoffov, odnosno Tersoff-Brennerov potencijal 
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Zavisno o izabranom potencijalu (Lennard-Jonesov ili Morseov), konstanta k jest: 
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Sada se jednadžbe ravnoteže za n atoma mogu zapisati u matričnom obliku 
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Kako bi se mogla naći inverzna matrica K, potrebno je postaviti rubne uvjete. Pri tome 
se izostavlja stupanj slobose na lijevom kraju (izostavljanje odgovarajućih redaka i/ili 
stupaca u matricama K, u i f). Za n.=.5 atoma i zadani jednodimenzijski slučaj 
inverzna matrica K-1 i nekoliko matrica sila f (jedinične sile) su  (vrijednost k određena 
je u (18)) 
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Rješenja navedenog sustava za zadane matrice opterećenja prikazana su na slici 2. 
 

5 DVODIMENZIJSKI PROBLEM 
 
Promatra se dvodimenzijska grafitna nano-ploča (slika 3.) [4, 5]. U ovom slučaju 
moguće je primijeniti neki od spomenutih potencijala, bilo Lennard-Jonesov, bilo 
Morseov, no niti jedan od ta dva ne opisuje dovoljno dobro interakcije višeg reda. 
Matematički model koji je vrlo pogodan za kovalentne veze, kojima su vezani atomi 
ugljika u grafitu, jest Tersoffov, odnosno Tersoff-Brennerov potencijal 
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Sl. 2. Pomaci atoma za različite opterećenja f 
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gdje je VR funkcija odbijanja, VA funkcija privlačenja atoma, te B~ funkcija kuta 
međuatomske veze [5]. 

Za razliku od jednodimenzijskog problema, prvo će se dati rješenje za slučaj kada se 
atomi u grafitnoj nano-ploči ne promatraju kao osnovne jedinice rešetke, već se 
promatraju kao skup međusobno povezanih atoma sa fiksnim položajem u prostoru. Na 
taj se način za svaki od atoma promatra interakcija sa susjednim atomima, pri čemu se 
pomoću tzv. cut-off radijusa određuje koliko susjednih atoma međudjeluje s 
promatranim. U literaturi je ovakav pristup poznat kao full MD. Nedostatak ovakvog 
pristupa jest relativno malen stvarni model (svega nekoliko stotina nanometara sadrži 
više milijuna atoma) koji je moguće promatrati. Rezultati ovoga razmatranja prikazat 
će se na prezentaciji. 

Primjenom mehanike rešetke, Greenovih funkcija, diskretne Fourierove 
transformacije (DFT), te višeskalnih rubnih uvjeta moguće je rješavati probleme koji 
nisu ograničeni na malen broj atoma [2, 6, 7]. Primijeni li se DFT na jednadžbu rešetke 
(14), za kvazistatički slučaj kod dvodimenzionalnog problema, dobiva se izraz (22). 
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Inverznom DFT dobivaju se rješenja u realnom području. Ovakav je pristup 
numerički daleko efikasniji od full MD, a ujedno zadržava praktički istu točnost. 
Ispravnost ovakvog pristupa vidljiva je u [2, 7]. 

Dobiveni će se rezultati usporediti s rezultatima dobivenima u literaturi. Navedeni 
problem grafitne nanoploče često služi kao usporedni model za provjeru točnosti 
metoda premošćivanja kontinuuma i nano-razine [4, 5].  
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Sl.3. Grafitna nano-ploča od 66 atoma (A). Rubni uvjeti i opterećenje (B) [4, 5] 

 
6 ZAKLJUČAK 

 
Mogućnosti današnjih računala otvaraju pristup promatranju različitih problema na 
mikro i nanoskali, te njihovu premošćivanju na razinu kontinuuma. Prikazana je 
metoda, koja se temelji na molekularnoj dinamici i koja se koristi za rješavanje 
jednostavnih 1D i 2D problema. Na temelju pretpostavljenog potencijala izvedene su 
jednadžbe gibanja.  Smjer daljnjeg istraživanja ići će u smjeru rješavanja složenijih 
problema, kao i stvaranja algoritama za uspješno povezivanje nano-razine sa makro-
razinom za različite tehničke i biomaterijale. 
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DETEKCIJA NATRAŽNE PRECESIJE ROTORA 
PRIMJENOM POTPUNOG FREKVENCIJSKOG SPEKTRA 

 
Braut, S., Žigulić, R., Skoblar, A. & Štimac, G. 

 
Sažetak: Za frekvencijsku analizu signala temeljenu na Fourierovoj transformaciji već se 
odavno zna. U novije vrijeme vezano uz sve strože zahtjeve dijagnosticiranja raznih poremećaja 
u radu rotacijskih strojeva pojavila se nova vrsta frekvencijske analize temeljena na više-
dimenzijskoj dekompoziciji vremenski promjenjivog vibracijskog odziva tzv. potpuni spektar. 
Znajući da rotor s aspekta fleksijskih vibracija ustvari precesira odnosno izvodi precesijsko 
gibanje koje nadalje može biti napredno (u smjeru rotacije rotora) ili natražno (protivno smjeru 
rotacije rotora), važno je iz izmjerenog signala vibracija razlučiti o kojem se slučaju radi kako 
bi se mogli donijeti odgovarajući zaključci vezano uz uzrok možebitnog poremećaja u radu. Do 
sada tradicionalno korišteni polovični frekvencijski spektar nije pružao mogućnost razlučivanja 
napredne od natražne precesije rotora već bi i jednu i drugu prikazivao na pozitivnoj 
frekvencijskoj koordinati. U radu je dana teorija potpunog frekvencijskog spektra te njegove 
najvažnije prednosti u odnosu na polovični frekvencijski spektar. Komparacija potpunog i 
polovičnog frekvencijskog spektra je provedena na osnovi realnih signala dobivenih mjerenjima 
vibracija rotora beskontaktnim senzorima pomaka na ispitnom uređaju za analizu kontakta 
između rotora i statora. 
 
Ključne riječi: frekvencijska analiza, dinamika rotora, potpuni spektar, natražna precesija 

 
1 UVOD 

 
Rotacijski strojevi u radu proizvode razne vrste signala. U ovom radu posebna pažnja 
dana je signalima uslijed fleksijskih vibracija rotora. Kod horizontalnih rotacijskih 
strojeva, fleksijske vibracije pratimo u horizontalnom i vertikalnom (x, y) radijalnom 
smjeru. Tradicionalna frekvencijska analiza do sada je uglavnom bila temeljena na 
uobičajenom „polovičnom“ spektru dobivenom pomoću diskretne Fourierove 
transformacije ili pomoću poznatih tzv. brzih Fourierovih transformacija (Fast Fourier 
Transforms – FFT). Navedena analiza koristila je samo jedan signal, u ovom slučaju 
horizontalni ili vertikalni, te stoga nije mogla otkriti korelaciju između vibracija 
horizontalnog i vertikalnog smjera. U literaturi [4] Goldman i Muszynska govore o 
tome kako je cilj obrade podataka (diskretnih signala) izdvajanje i prikaz što većeg 
broja signifikantnih dijagnostičkih informacija iz izvornih signala dobivenih od strane 
davača. Potpuni spektar omogućuje nam tako dekompoziciju orbite rotora na napredne 
i natražne komponente precesijskog gibanja s obzirom na smjer rotacije rotora.  

Osnovna ideja potekla je od prikaza u obliku obostranog spektra snage [5] odnosno 
od obostranog centriranog FFT-a [1]. Premda su spomenuti prikazi koristili negativne 
frekvencije, one nisu imale dodatno fizikalno značenje kod realnih signala već su samo 
prikazivale zrcaljenu sliku pozitivnih frekvencija ispod Nyquist-ove frekvencije. 
Dodatne informacije mogu se dobiti ako se umjesto realnih signala koriste kompleksni 
signali. Literatura [3] daje neke primjene tzv. više-dimenzijske dekompozicije 
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vremenski promjenjivih signala. Ovaj rad posebnu pažnju daje detekciji natražne 
precesije rotora koja se često povezuje sa kontaktom rotora i statora [2]. Također treba 
napomenuti da sve natražne precesije osi rotora nisu nužno loše i uvijek povezane sa 
kontaktom rotora i statora. Postoje situacije kada je normalno za očekivati natražnu 
precesiju rotora kao npr. kod upućivanja u pogon ili isključenja pogona prilikom 
prolaska između prve horizontalne i prve vertikalne kritične brzine rotora.  

 
2 DEFINICIJA PRECESIJSKOG GIBANJA ROTORA 

 
Sl. 1 prikazuje koordinatni sustav za analizu fleksijskih vibracija rotora. Pod 
pretpostavkom stacionarnih uvjeta, tj. kada je kutna brzina rotora Ω konstantna, te kada 
jedinu uzbudu predstavlja neuravnoteženje masa rotora, središte (diska) rotora gibati će 
se po eliptičnoj putanji tzv. orbiti. Da bi opisali eliptičnu putanju osi rotora potrebno je 
istovremeno mjeriti sa dva davača (senzora, pretvornika) pomaka s1(t) i s2(t) odnosno 
x(t) i y(t). Gledano sa strane jednostavnog harmonijskog gibanja može se pisati 
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Sl. 1. Koordinatni sustav za mjerenje fleksijskih vibracija rotora 
 
Eliptična putanja osi rotora može se izraziti također i kao suma dvaju suprotno-
rotirajućih vektora rf i rb, sl. 2. Kako orbita osi rotora može u isto vrijeme imati više 
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vremenski promjenjivih signala. Ovaj rad posebnu pažnju daje detekciji natražne 
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Sl. 1. Koordinatni sustav za mjerenje fleksijskih vibracija rotora 
 
Eliptična putanja osi rotora može se izraziti također i kao suma dvaju suprotno-
rotirajućih vektora rf i rb, sl. 2. Kako orbita osi rotora može u isto vrijeme imati više 
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različitih harmonika, na eliptičnu orbitu treba gledati kao filtriranu orbitu kod određene 
frekvencije npr. pri 1. harmoniku brzine vrtnje rotora. U tom slučaju vektori rf i rb, 
predstavljaju naprednu i natražnu komponentu precesije rotora a rotiraju istom brzinom 
ali u suprotnim smjerovima (rf – u smjeru rotacije a rb – protivno smjeru rotacije 
rotora). 
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Sl. 2 prikazuje tvorbu eliptične orbite osi rotora kao sume dvaju suprotno-rotirajućih 
vektora te poziciju i veličinu veće i manje polu-osi elipse. 
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Fourierova transformacija diskontinuiranog signala, r(n), daje Fourierove koeficijente 
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gdje se n odnosi na uzorak u trenutku tn , a k na frekvenciju ωk. 
Kod Fourierove transformacije diskretnog signala, frekvencije iznad polovice 

frekvencije uzorkovanja (Nyquistove frekvencije) ωN/2 mogu se interpretirati kao 
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negativne frekvencije ili rotacije u negativnom smjeru, tj. ( ) ( )kRkR N −=+2 . Za realne 
signale r(n) negativne frekvencije predstavljaju jednostavno konjugirano kompleksne 
vrijednosti od odgovarajućih pozitivnih parova, no kod kompleksnih signala to više 
nije istina. 

Ako se na svaku mjernu poziciju rotora ili statora postave dva beskontaktna davača 
pomaka (ili akceleracijska davača) na način da međusobno zatvaraju kut od 90º (vidi 
sl. 1) tada se njihovi signali, x(n) and y(n), mogu sastaviti u jedan kompleksan signal: 
 r(n) = x(n) + i y(n). (4) 

Fourierovi koeficijenti R(k) koji sadrže vrijednosti na pozitivnim i negativnim 
frekvencijama sada se mogu interpretirati kao dekompozicija precesije rotora na 
napredne i natražne komponente. U slijedećem primjeru ova dekompozicija je 
izvedena kod jedne određene frekvencije, k 
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pri čemu su Rf i Rb redom amplitude napredne i natražne precesije rotora. 
Sl. 3 prikazuje usporedbu između konvencionalnog “polovičnog” i potpunog 

spektra simulirane precesije rotora.  
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Dok polovični spektar prikazuje amplitude vremenski promjenjivog signala u 
analiziranim smjerovima (x i y), potpuni spektar izvodi dekompoziciju orbite rotora na 
dva suprotno-rotirajuća vektora čiji radijusi odnosno moduli iznose rf i rb. Da li rotor 
izvodi naprednu ili natražnu precesiju ovisi o tome da li je veća napredna rf ili natražna 
komponenta rb. Sl. 4 prikazuje razne moguće situacije s obzirom na odnos napredne i 
natražne komponente precesije. Sl. 5 nadalje prikazuje „waterfall“ dijagrame dobivene 
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Sl. 4. Razne orbite rotora i interpretacija u vidu potpunog spektra, a) Granični slučaj prelaska 
napredne u natražnu precesiju, b) Natražna precesija osi rotora 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sl. 5. Usporedba „waterfall“ dijagrama na osnovi polovičnog i potpunog spektra za izmjerene 
fleksijske vibracije rotora pomoću beskontaktnih davača pomaka 

41 

Dok polovični spektar prikazuje amplitude vremenski promjenjivog signala u 
analiziranim smjerovima (x i y), potpuni spektar izvodi dekompoziciju orbite rotora na 
dva suprotno-rotirajuća vektora čiji radijusi odnosno moduli iznose rf i rb. Da li rotor 
izvodi naprednu ili natražnu precesiju ovisi o tome da li je veća napredna rf ili natražna 
komponenta rb. Sl. 4 prikazuje razne moguće situacije s obzirom na odnos napredne i 
natražne komponente precesije. Sl. 5 nadalje prikazuje „waterfall“ dijagrame dobivene 
 
 
 
 
 
 
 
 

         ( )
( )2100sin25.0

0100cos5.0
ππ

π
+=

+=
ty

tx  

 
a) 
 
 
 
 
 
 
 
     ( )

( )2100sin25.0
3100cos5.0

ππ
ππ

+=
−=
ty

tx  

 
b) 

Sl. 4. Razne orbite rotora i interpretacija u vidu potpunog spektra, a) Granični slučaj prelaska 
napredne u natražnu precesiju, b) Natražna precesija osi rotora 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sl. 5. Usporedba „waterfall“ dijagrama na osnovi polovičnog i potpunog spektra za izmjerene 
fleksijske vibracije rotora pomoću beskontaktnih davača pomaka 



42 

mjerenjima fleksijskih vibracija rotora. Oba dijagrama prikazuju isto mjerenje s time 
što se na osnovi polovičnog spektra ne može vidjeti da li se radi o naprednoj ili 
natražnoj precesiji pri kritičnoj brzini rotora. Potpuni spektar jasno pokazuje da je riječ 
o naprednoj precesiji rotora, te da je orbita skoro pa okrugla jer je natražna 
komponenta (vršna vrijednost pri negativnoj frekvenciji) višestruko manja od napredne 
komponente (vršna vrijednost pri odgovarajućoj pozitivnoj frekvenciji). 

 
4 ZAKLJUČAK 

 
Analiza fleksijskih vibracija rotora pomoću potpunog spektra predstavlja korak 
naprijed u odnosu na uobičajeno korišteni polovični spektar. Korištenjem potpunog 
spektra dobiva se bolji uvid u usmjerenost precesije rotora. Opisana analiza može se 
primijeniti kako na izmjerene signale tako i na numerički simulirane signale. Prikazana 
analiza nešto je zahtjevnija uslijed korištenja dva signala po mjernoj poziciji no zato je 
njen krajnji rezultat u smislu detekcije kvara na rotacijskim strojevima puno bolji, u 
odnosu na klasično korišteni polovični spektar. 
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Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipanj 2007. 

 
 

 STRUKTURNI MODEL JEDNOSTRUKE UGLJIČNE 
NANOCIJEVI 

 
 

Brčić, M., Čanađija, M. & Brnić, J. 
 
 
Sažetak: U ovom radu predstavljana je teorija jednostrukih ugljičnih nanocijevi i prikladan 
način modeliranja takve molekularne konstrukcije pomoću metode konačnih elemenata. 
Točnije, da bi modelirali ugljičnu nanocijev, prvo se mora opisati i pronaći vezu između 
molekularne mehanike i mehanike konstrukcija, a potom koristeći te rezultate, prikazati ih na 
primjeru jednostruke ugljične nanocijevi sa dva različita uzorka.  
 
Ključne riječi: nanotehnologija, ugljične nanocijevi, mehanika konstrukcija. 
 
1. UVOD 
Zadnjih dvadeset godina nanotehnologija i nanomaterijali izazvali su veliki interes 
znanstvenika i inžinjera zbog potencijalno značajnih elektroničkih, a pogotovo 
mehaničkih značajki. Materijali poput ugljičnih nanocijevi, polimeri i metali pojačani 
nanočesticama, pokazali su obećavajuće rezultate, sa modulom elastičnosti do 1 TPa. 
Njihova iznimno mala veličina predstavlja značajan izazov znanstvenicima. 

Jedan od najkorištenijih proizvoda nanotehnologije su ugljične nanocijevi. 
Eksperimentalni rezultati daju vlačnu čvrstoću tih nanocijevi ispod 65 GPa [2], ali 
teoretska razmatranja daju vlačnu čvrstoću ugljični nanocijevi u rasponu od 100 GPa 
[4] do nevjerojatnih 300 GPa [9]. Ako njihovu vlačnu čvrstoću usporedimo sa vlačnom 
čvrstoćom slitine titana (~ 900 MPa) ili standardnog nehrđajućeg čelika (~ 670 MPa), 
možemo reći da su ugljične nanocijevi ustvari najjači materijal ikad proizveden. Glavni 
problem u istraživanju nanocijevi jest njihova veličina, tako da je jedno od logičnih 
rješenja modeliranje takvih nanocijevi pomoću računala. Problem kod modeliranja 
računalom pronaći ispravni način zamjene molekularnog modela nanocijevi sa 
konstrukcijskim modelom koji će u daljnjem istraživanju zamijeniti ugljičnu nanocijev. 
 
2. NANOTEHNOLOGIJA I UGLJIČNE NANOCIJEVI 
 
Ugljična nanocijev može se smatrati velikom molekulom koja se sastoji od atoma 
ugljika, složenih u heksagonalnu mrežu. Također, može se promatrati kao grafitnu 
ploču, debelu jedan atom, smotanu u cijev sa velikim omjerom promjera i duljine. 
Takav cilindar osnovna je konstrukcijska jedinicom. Koristeći takvu osnovnu jedinicu 
može se formirati i višestruka ugljična nanocijev. Svaki atom u jednostrukoj ugljičnoj 
nanocijevi ima tri susjedna atoma, a međusobno su vezani kovalentnim vezama, 
karakterističnih svojstava. 
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karakterističnih svojstava. 
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Ugljična nanocijev definirana je pomoću promjera i kuta zakrivljenosti θ ili samo 
zakrivljenošću cijevi koja je  definirana vektorom zakrivljenosti, hC . Postoje tri 
osnovna uzorka nanocijevi: zig – zag uzorak, sa kutem zakrivljenosti θ = 0° i 
vektorima (n, 0) ili (0, m), naslonjač, eng. armchair, sa kutem zakrivljenosti θ = 30° i 
vektorima (m, m) te osnovna zakrivljena nanocijev sa kutem zakrivljenosti u rasponu 
od 0° do 30° te vektorima (n, m), gdje su n i m cijeli brojevi koji predstavljaju broj 
koraka po ugljičnim vezama heksagonalne rešetke. 

 
3. FE MODEL INTERAKCIJE IZMEĐU ATOMA UGLJIKA 
  
Jednostruka ugljična nanocijev je okvirna konstrukcija koja se sastoji od atoma vezanih 
kovalentnom vezom, karakteristične duljine i kuta. Moguće je analizirati ponašanje 
takve nanocijevi koristeći konačno elementni model istih karakteristika kao i 
nanocijev. Budući da će se kovalentna veza između atoma zamijeniti sa konačnim 
elementom, tj. atom ugljika sa čvorom, mora se pronaći vezu između molekularne 
mehanike i mehanike konstrukcija. 

Vezu između atoma može se izraziti pomoću polja sila koje nastaje 
međudjelovanjem elektron – jezgra i jezgra – jezgra. To polje sila možemo izraziti 
pomoću ukupne potencijalne energije [6]:  

 r vdwU U U U Uθ φ= + + +∑ ∑ ∑ ∑  (1) 

gdje Ur predstavlja energiju vezanu za rastezanje veza, Uθ energiju vezanu za savijanje 
veza, Uф energiju vezanu za torziju veza, a Uvdw predstavlja van der Waalovo 
međudjelovanje. Pod pretpostavkom malih deformacija, za definiranje ukupne 
potencijalne energije, dovoljne su prve tri energije veza: 

( ) ( )2 2
0

1 1
2 2r r rU k r r k r= − = ∆ , ( ) ( )2 2

0
1 1
2 2

U k kθ θ θθ θ θ= − = ∆ , ( )21
2

U kφ φ φ= ∆ . 

U gornjim izrazima ∆r, ∆θ i ∆φ  predstavljaju promjenu duljine veze, promjenu kuta 
veze i promjenu kuta uvijanja. Konstanta kr predstavlja konstantu sile produljenja veze, 
kθ konstantu sile savijanja veze i kφ  optor veze na torziju. 

Kada se nanocijev podvrgne vanjskom opterećenju, pomaci atoma ograničeni su 
kovalentnim vezama te je ukupna deformacija nanocijevi rezultat tih međudjelovanja 
kovalentnih veza. Stoga se te kovalentne veze mogu smatrati, tj. zamijeniti izotropnim 
grednim elementima te tako, umjesto ugljične nanocijevi dobiti jedan vid prostorne 
okvirne konstrukciju. Ti gredni elementi imaju duljinu L, površinu poprečnog presjeka 
A i aksijalni moment inercije I. Ako se sada te grede podvrgnu trima vrstama 
opterećenja (aksijalno opterećenje, savijanje, torzija), ali ne istodobno, budući je u 
prethodnim izrazima dana potencijalna energija za indivudalna međudjelovanja, dobiva 
se sljedeće izraze: 
 - Potencijalna energija deformiranja grede pod aksijalnim opterećenjem:  

 ( )
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- Potencijalna energija deformiranja grede zbog savijanja:  
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- Potencijalna energija deformiranja grede zbog torzije:  
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U izrazima (2), (3) i (4), ∆L predstavlja aksijalnu deformaciju, α kut savijanja, a ∆β 
kut uvijanja. Izrazi za potencijalne energije predstavljaju iste veličine, ali u dva 
različita sustava, molekularnom i konstrukcijskom. Da bi se uspostavila poveznica 
između ta dva sustava, uz pretpostavke da je ∆L jednako ∆r, α jednako ∆θ te ∆β 
jednako ∆φ . Ovi se izrazi mogu izjednačiti i tako dobiti direktnu vezu između 
molekularnih parametara kr, kθ, kφ  i mehaničkih parametara, aksijalne krutosti (EA), 
fleksijske krutosti (EI) i torzijske krutosti (GJ), kako slijedi: 

r
EA k
L

= ,                        EI k
L θ= ,                            GJ k

L φ= .  

Posljednja tri izraza su dovoljna za modeliranje jednostruke ugljične nanocijevi 
pomoću konačnih grednih elemenata. 
 
4. PRIMJER 
  
4.1. Modeliranje kovalentih veza 
Modeliranje kovalentnih veza može se podijeliti u dva koraka. U prvom koraku, 
u kojem se kovalentna veza zamjenjuje sa grednim elementom, mora se 
izračunati karakteristike grednog elementa, kao što su površina poprečnog 
presjeka, moment inercije i torzijska konstanta. Koristi se parametre kr, kθ, kφ , 
gdje modul elastičnosti, E, odabiremo proizvoljno, veličine 1 nN/nm2, dok modul 
smicanja, G, računamo pomoću izraza: 

2384,0
)1(2

nmnNEG =
+

=
ν

, 

u kojem se Poissonov broj odabire kao 0,3. Duljina grednog elementa koji je odabran 
kao štap kružnog poprečnog presjeka, iznosi 0,143 nm. 

Vrijednosti konstanti kr, kθ, kφ  preuzete su iz prethodnih radova [1] i iz iskustva sa 
pločama grafita te je njihov iznos sljedeći: 

.2779,040

,875,0126

,72,651938

22

22

2

radnNnmAmolkcalk

radnNnmradmolkcalk

mmnNAmolkcalkr

==

==

==

φ

θ
 

Koristeći te vrijednosti, mogu se izračunati karakteristike grednog elementa, tj. 
površinu pooprečnog presjeka, A = 92,544 nm2, momente inercije I1 = I2 = 0,1243 nm4 
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i torzijsku konstantu J = 0,10277 nm4. Gredni element takvih karakteristika korišten je 
kao model kovalentnih veza. 

 
4.2. Model jednostruke nanocijevi kao okvirna konstrukcija 
U drugom koraku nanocijev se zamijenjuje okvirnom konstrukcijom. Takav model 
opeterećuje se aksijalnim opterećenjem iz čega se dobiva module elastičnosti i 
smicanja te Poissonov broj. Moduli dobiveni na taj način služe za provjeru ispravnosti 
modela, budući da će biti uspoređeni sa eksperimentalnim podacima drugih autora. 

 

       
Sl. 2. Model nanocijevi kao okvirna; a) armchair uzorak i detalj,  

b) zig – zag uzorak i detalj. 
 

Nanocijevi, oba uzorka, ograničene su tako da tvore konzolu, uklještenje, a na 
slobodnom kraju opterećene su aksijalnom silom od 5 nN. U tablici 1. dana su neka 
geometrijska svojstva i svojstva mreže za dva različita uzorka nanocijevi. Razlika u 
geometrijskim i u svojstvima mreže proizlaze iz različitog rasporeda heksagonalnih 
ćelija. 

Uzorak / Vrijednost: Armchair Zig – zag 
Broj čvorova: 2821 2953 

Broj elemenata: 4210 4410 
Početna duljina, L [nm]: 17,22 17,283 

Srednji promjer, Dsr [nm]: 1,352 1,404 
Debljina, t [nm]: 0,34 0,34 

Površina, A [nm2]: 1,445 1,5 
Tab. 1. Geometrijske karakteristike i karakteristike mreže nanocijevi. 

 
Pomoću površine poprečnog presjeka nanocijevi, izračunatog pomoću izraza 

srA D tπ= ⋅ ⋅ , te aksijalne sile i produljenja cijevi, dobivenog iz konačno elementnog 
modela, a koristeći sljedeći izraz: 

 F LE
A L

⋅
=

⋅ ∆
, (5) 

dobiva se modul elastičnosti za oba uzorka nanocijevi. Rezultati su dani u tablici 2. 
Uzorak / Vrijednost: Armchair Zig – zag 

Aksijalna sila, F [nN]: 5 5 
Produljenje, ∆L [nm]: 0,05739 0,055 

Izračunati modul elastičnosti, E [TPa]: 1,038 1,047 
Tab.2. Rezultati aksijalnog opterećenja. 

a) 
   

b) 
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Sl. 3. "Armchair" nanocijev, a) aksijalno opterećena, b) uvijanje, c) savijanje. 

 
Na slobodnom kraju aksijalno opterećene nanocijevi, izračunato je smanjenje 

promjera ∆D. Koristeći te pomake i pomoću izraza za poprečnu i duljinsku 
deformaciju, može se izračunati modul smicanja nanocijevi.  
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Dobiveni rezultati dani su u tablici 3.: 

Uzorak / Vrijednost: Armchair Zig – zag 
Poprečna deformacija, εp: 0,000793 0,000377 
Duljinska deformacija, εz: 0,00332 0,00318 

Poissonov broj, ν: 0,238 0,12 
Modul smicanja, G [TPa]: 0,4196 0,467 

Tab. 3. Izračunati rezultati modula smicanja. 
 

Ako se ovi rezultati usporedi sa rezultatima danim u radu Kalamkarova i dr. (2006.) 
[3], za jednostruku nanocijev, za navedene promjere, razlike su vrlo male. Glede 
modula elastičnosti, za armchair i zig – zag uzorak nanocijevi sa promjerom od 1,35 do 
1,4 nm, autori navedenog rada daju rezultate u opsegu od 1,01 do 1,04 TPa, dok su  
rezultati ovoga rada također u tom rasponu. Za modul smicanja, armchair uzorak ima 
nešto manji modul nego zig – zag uzorak, što je također slučaj i u ovom rade. Autori 

a) 

b) c) 
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Duljinska deformacija, εz: 0,00332 0,00318 

Poissonov broj, ν: 0,238 0,12 
Modul smicanja, G [TPa]: 0,4196 0,467 

Tab. 3. Izračunati rezultati modula smicanja. 
 

Ako se ovi rezultati usporedi sa rezultatima danim u radu Kalamkarova i dr. (2006.) 
[3], za jednostruku nanocijev, za navedene promjere, razlike su vrlo male. Glede 
modula elastičnosti, za armchair i zig – zag uzorak nanocijevi sa promjerom od 1,35 do 
1,4 nm, autori navedenog rada daju rezultate u opsegu od 1,01 do 1,04 TPa, dok su  
rezultati ovoga rada također u tom rasponu. Za modul smicanja, armchair uzorak ima 
nešto manji modul nego zig – zag uzorak, što je također slučaj i u ovom rade. Autori 

a) 

b) c) 
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rada [3] daju rezultate za modul smicanja u rasponu od 0,4 do 0,45 TPa za nanocijevi 
promjera od 1,35 do 1,4 nm, dok rezultati u ovome radu daju G, za armchair uzorak 
0,4196 TPa, a za zig – zag uzorak 0,467 TPa. 
 
5. ZAKLJUČAK 
 
U radu je prezentiran odgovarajući konačno elementni model jednostruke ugljične 
nanocijevi, dan kao okvirna konstrukcija. U tom modelu korišteni su gredni konačni 
elementi koji zamijenjuju kovalentne veze između atoma u molekularnoj nanocijevi. 
Takav model podvrgnut je različitim opterećenjima te su izračunati moduli elastičnosti 
i smicanja i uspoređeni sa rezultatima danim od strane drugih autora. Usporedbom tih 
rezultata možemo zaključiti da je takav model prikladan za korištenje u daljnjem 
istraživanju nanocijevi i nano kompozitnih materijala. 
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Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipanj 2007.  

 
 

MODEL NEASOCIJATIVNE TERMOPLASTIČNOSTI PRI 
VELIKIM DEFORMACIJAMA 

  
Čanađija, M., Brnić, J., Brčić, M. & Vukelić, G. 

 
Sažetak: Rad predstavlja osnovne termodinamičke postavke teorije plastičnosti pri velikim 
deformacijama prikladne za metale. Nakon predstavljanja osnovnih postavki mehanike 
kontinuuma, poput kinematičkih jednadžbi i jednadžbi ravnoteže, ukratko se postavlja 
konstitutivni model termoplastičnosti. Radi omogućavanja kvalitetnijeg modeliranja 
očvršćivanja pri cikličkim opterećenjima, uvodi se nelinearni oblik kinematičkog očvršćivanja. 
Ovakav pristup zahtijeva napuštanje klasičnih okvira asocijativne plastičnosti i rad s 
neasocijativnim modelom. Temeljem ovakvog fizikalnog modela, uvodi se numerički model 
temeljen na metodi konačnih elemenata. Algoritamski konzistentne tangencijalne matrice 
krutosti aproksimiraju se numeričkim putem. Spregnuti se problem razdvaja u dva 
sekvencijalna putem tzv. metode izotermičke podjele. Predstavljeni model testiran je na 
primjeru. 
 
Ključne riječi: Termoplastičnost, kinematičko očvršćivanje, spregnuti problemi.  

 
1 UVOD 

   
Rad predstavlja prikladan model i implementaciju nelinearnog modela kinematičkog 
očvršćivanja u termomehaničkim problemima koji uključuju velike deformacije. 
Najprije se predstavlja osnovne zakonitosti mehanike kontinuuma. Temelj predoženog 
modela jest hiperelastična formulacija popraćena multiplikativnom dekompozicijom 
gradijenta deformacije u elastični i plastični dio. Očvršćivanje materijala koje prati 
plastičnu deformaciju modelira se pomoću izotropskog i kinematičkog modela.  

Da bi se mogle opisati i složenije pojave pri cikličkim procesima, nužno je uvesti 
nelinearne modele kinematičkog očvrršćivanja. Temelj ovakvog nelinearnog modela je 
dodatna, tzv. središnja konfiguracija. Pritom se koristi neasocijativna formulacija 
plastičnosti i u kojoj se za potencijal potreban za definiranje evolucijskih jednadžbi 
rabi potencijal koji je različit od onog definiranog površinom tečenja. Ovo vodi tzv. 
Armstrong- Frederick tipu kinematičkog očvršćivanja. 

Model mehaničke disipacije od posebnog je interesa. U literaturi se najviše koristi 
pristup opisan u [1] kod kojeg se mehanička disipacija računa iz osnovnih zakonitosti 
mehanike kontinuuma. No, kad je riječ o razvoju temperature, dobiveni izraz se 
odbacuje i zamjenjuje empirijskim kod kojeg se mehanička disipacija računa kao 
konstantni dio ukupne plastične snage. Usprkos raširenosti i jednostavnosti, ovaj izraz 
nije uvijek primjenjiv. Primjerice, u cikličkim procesima može se narušiti disipacijska 
nejednakost. Stoga se u ovom radu zadržava termodinamički konzistentan model [2].   

Nakon predstavljanja konstitutivnog modela, opisuju se numeričke procedure. Kako 
je problem spregnute prirode, radi numeričke efikasnosti nužno je rastaviti problem. 
Ovdje se koristiti tzv. izotermička podjela, u kojoj se u jednoj fazi dopušta promjena 
pomaka, dok se temperatura drži konstantnom. U drugoj se fazi mijenja temperatura, 
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dok su pomaci konstanti. Nelinarnosti se rješavaju putem Newton-Raphsonova 
postupka. Potrebno je još odrediti algoritamski konzistentne tangencijalne matrice 
krutosti. Iste se mogu dobiti u egzaktnom obliku, ali uz prilično mukotrpan i 
dugotrajan proračun. Stoga se u ovome radu koristi numeričko diferenciranje radi 
dobivanja ovih operatora. 

Na kraju se predloženi model testira na jednom primjeru i nakon ovoga daju se 
zaključne napomene. 

 
2 KONSTITUTIVNI MODEL 

   
Konstitutivni model temelji se na hiperelastičnoj formulaciji. Kao osnovna mjera 
deformacije koristi se gradijent deformacije F. Gradijent deformacije multiplikativno 
se rastavlja u elastični i plastični dio: 

( ) ( ) ( )ttt pe ,,, XFXFXF = .    (1) 
Da bi se definiralo kinematičko očvršćivanje materijala, uvodi se tzv. središnja 
konfiguracija [3, 4] definirana s kinematičkim gradijentom deformacije kF .  

Može se pokazati da evolucijske jednadžbe za ove veličine glase: 
( ) ( )

gk

gg

K

kkppp

α
λ

βλλ

α ∂−=

+∂−=+∂= FFFlF BΣ asym;asym
  (2) 

Pritom su g plastični potencijal, Σ je Mandelov tenzor naprezanja, pl  prostorni 
gradijent brzine, klβ −= , kkk FlF = , αk  parametar izotropskog očvršćivanja i njemu 
konjugirana varijabla αK , B tenzor natražnog naprezanja i λ Lagrangeov 
multiplikator. Iako se antisimetični članovi u gornjoj jednadžbi mogu izabrati na više 
načina, najčešći je izbor da su jednaki nuli, te se taj pristup izabire i u ovome radu.  

Izbor plastičnog potencijala g vodi neasocijativnoj plastičnosti: 

( ) 2

2
1

3
2 dev

y
devdevg BB Γ++−Σ= σ     (3) 

Ovakav izbor vodi Armstnog-Frederick tipu nelinearnog kinematičkog očvršćivanja.   
Mehanička disipacija kao jedan od izvora topline definirana je: 

0:
2
1

00 ≥+Θ−Ψ−= CSe
mech ND ρρ ,         (4) 

gdje su Ψ Helmholtzova funkcija slobodne energije, eN  elastični dio entropije, S 
drugi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja, Θ temperatura, C desni Cauchy-Greenov 
tenzor deformacije. 

 
3 NUMERIČKA PROCEDURA 

 
Suštinu numeričkog rješenja problema čini metoda konačnih elemenata. Kao osnovne 
varijable koriste se pomaci i temperatura. U mehaničkom dijelu problema, uz pomake, 
koristi se i pritisak kao dodatna varijabla. Ovo je učinjeno s ciljem izbjegavanja 
problema s proračunom sfernog dijela tenzora naprezanja u nestlačivim problemima 
poput plastičnosti. 
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Problemi iz domene termoplastičnosti su spregnute prirode. Ukoliko se problem 
numerički rješava kao spregnuti nastupa više poteškoća. Jedna od njih sastoji se u tome 
da su tangencijalne matrice krutosti nesimetrične. Nadalje, njihova se veličina može 
smanjiti ukoliko se pomaci i temperature razmatraju zasebno. Stoga se na ovome 
mjestu problem rastavlja u dva manja problema - faze. U prvoj se fazi polje 
temperature drži konstantnom, dok se pomaci mjenjaju. U drugoj se dopušta promjena 
temperature, dok se pomaci ne mjenjaju. Ovaj se postupak naziva izotermičkom 
podjelom. 

Sustav evolucijskih jednadžbi (2) rješava se Newton-Raphsonovim postupkom [5]. 
Ovo se svodi na rješavanje sustava: 
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gdje je  odgovarajući operator kontrakcije, a ostaci jesu: 
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Potrebne derivacije u (5) određuju se numeričkim diferenciranjem. 

 
4 PRIMJER  

 
U ovome primjeru bit će razmotreno jednoosno cikličko opterećenje cilindrične 
epruvete. Očvršćivanje materijala definirano je  mješovitim izotropskim – 
kinematičkim zakonom. Značajke materijala predstavljene su Tab. 1.  

Geometrijske značajke epruvete jesu: polumjer 6,413 mm i duljina 53,334 mm. Kao 
opterećenje uvodi se zadano produljenje od 0,6 mm kroz 4 potpuna ciklusa. Ukupno 
trajanje procesa iznosi 10s.  

Zbog osnosimetričnog karaktera problema dovoljno je diskretizirati jednu četvrtinu 
poprečnog presjeka sa 200 Q1/P0 konačnih elemenata i 242 čvora. Rubni uvjeti na 
krajevima sprječavaju sužavanje epruvete. Proračun je proveden u 200 vremenskih 
koraka. Duljina koraka ravnala se po sinusnoj funkciji. Kriterij konvergencije 
uključivao je pomake, rezidualne sile i rad sa 10-7

 kao tolerancijom. 
Početna temperatura epruvete iznosila je 293 K. Konvekcija topline prema okolici 

definirana je koeficijentom KsN/mm 105,17 3−⋅=h  po cijeloj površini uzorka. 
Temperatura okoline iznosi K 2930 =θ .  

Provedene su dvije simulacije: jedna s uključenom pojavom elastoplastičnog 
strukturnog zagrijavanja i jednom bez strukturnog zagrijavanja. 
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Problemi iz domene termoplastičnosti su spregnute prirode. Ukoliko se problem 
numerički rješava kao spregnuti nastupa više poteškoća. Jedna od njih sastoji se u tome 
da su tangencijalne matrice krutosti nesimetrične. Nadalje, njihova se veličina može 
smanjiti ukoliko se pomaci i temperature razmatraju zasebno. Stoga se na ovome 
mjestu problem rastavlja u dva manja problema - faze. U prvoj se fazi polje 
temperature drži konstantnom, dok se pomaci mjenjaju. U drugoj se dopušta promjena 
temperature, dok se pomaci ne mjenjaju. Ovaj se postupak naziva izotermičkom 
podjelom. 

Sustav evolucijskih jednadžbi (2) rješava se Newton-Raphsonovim postupkom [5]. 
Ovo se svodi na rješavanje sustava: 
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Dobiveni rezultati predstavljeni su na sl. 1-3. Sl. 1 i 2 predstavljaju razvoj 
temperature i uzdužnih naprezanja. Vektori toplinskog toka prikazani su na sl. 3. Jasno 
je uočljiva konvekcija topline prema okolici. 
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Sl. 3. Vektori toplinskog toka 

Kao što se moglo i očekivati, sl. 1 jasno pokazuje da se padovi u temperaturi mogu 
pripisati elastoplastičnom strukturnom zagrijavanju. Ukoliko se ova pojava zanemari, 
padovi u temperaturi izostaju. Jedini gubitak topline moguć je putem konvekcije u 
okolicu. Ukoliko se pak razmotre uzdužna naprezanja, vidljivo je da strukturno 
zagrijavanje ne utječe na njihov razvoj. Ovo je ujedno i glavni razlog zašto se isto 
uglavnom zanemaruje u izotermalnoj analizi naprezanja. 
 

Modul smicanja µ 164206 MPa 
Modul kompresije κ 80193.8 MPa  
Naprezanje tečenja y0 450 MPa 
Očvršćivanje zasićenjem ∞,0y  715 MPa 
Eksponent očvršćivanja δ 16.93 
Gustoća ρ 9108.7 −⋅  Ns2/mm4 
Koeficijent ekspanzije α 5100.1 −⋅  K-1 
Koef. provođenja topline k 45 N/sK 
Toplinski kapacitet, pri konst. deform. c0 3.588 N/mm2K 
Omekšanje naprezanja tečenja ω0 0.002 K-1 
Omekšanje očvršćivanja ωh 0.002 K-1 
Linearno izotropsko očvršćivanje h 65 MPa 
Kinematičko očvrešćivanje hkin 65 MPa 
Parametar zasićenja Γ 0.0041 

Tab. 1. Materijalne značajke epruvete 
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5 ZAKLJUČAK 
   

U radu su se analizirali neki aspekti modeliranja u termoplastičnosti pri velikim 
deformacijama. Razvijen je neasocijativni plastični model prikladan za cikličke 
probleme. Ukratko je dan pregled korištenih numeričkih metoda te je provedeno i 
testiranje na jednome primjeru. Dalji razvoj modela moguće je provesti u smjeru 
uključivanja brzine deformacije kao varijable ili npr. uključivanjem modela razvoja 
oštećenja u materijalu. 
 
6 ZAHVALA 

   
Autori rada zahvaljuju se Ministarstvu znanosti, obrazovanja i športa Republike 
Hrvatske na potpori putem projekta broj 069-0691736-1737 pod nazivom «Numerička 
analiza odziva konsturkcija za određena područja eksploatacije». 
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Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipanj 2007.  

 

 
SUPERRAČUNALNE SIMULACIJE U ZAŠTITI OKOLIŠA 

I OBNOVLJIVIM IZVORIMA ENERGIJE 
 

Čarija, Z., Čavrak, M. & Mrša, Z.  
 

Sažetak: Korištenjem računalnih modela strujanja fluida moguće je opisati realna strujanja kao 
što su strujanja zraka i onečišćujućih tvari u okolici industrijskih i izrazito prometnih područja 
te komplicirana turbulentna strujanja vode u hidrauličkim turbinama. Zahtijevane točnost 
rezultata simulacija nameću nužno korištenje superračunala uslijed velikog broja potrebnih 
računskih operacija koje je potrebni izvršiti, a koje proističu iz kompleksnih fizikalnih i 
kemijskih modela, nepravilne geometrije te nestacionarnosti strujanja. Potrebu za primjenom 
superračunala nameće i što kraći vremenski rok unutar kojeg je potrebno doći do rezultata kao 
što je slučaj sa kontinuiranim procjenjivanjem onečišćenja zraka. Provedene računalne 
simulacije su vrlo bliske mjerenim rezultatima što potvrđuje opravdanost upotrebe simulacija 
strujanja kao numeričkog eksperimenta, a nasuprot skupim mjerenjima in situ ili u ispitnim 
stanicama.  
 
Ključne riječi: CFD, paralelno računanje, vodna turbina, modeliranje onečišćenja zraka 

 
1 UVOD 

   
Područje dinamike fluida obiluje primjerima složenih strujanja. Obnovljivi izvori 
energije i potreba zaštite okoliša danas predstavljaju dva strateška cilja kojima se sve 
više teži. Potreba da se dostigne što bolja iskoristivost hidrauličkih resursa i omogući 
pravodobna kontrola i procjena utjecaja zagađenja zraka na ljudsko zdravlje postali su 
cilj kojima težimo u svojim istraživanjima. Koristeći višeprocesorska računala 
numeričke simulacije i numerički eksperimenti omogućuju postizanje točnosti rezultata 
usporedive mjerenim podacima. Tijekom rada koristili smo se računalnim resursima 
prikazanim u Tablici 1. kako bi postigli mjerenjima nametnutu razinu točnosti. 
 
 Tab. 1. Prikaz korištenih višeprocesorskih računala 

Model Procesor 
Ukupno  
jezgri 

Radna  
memorija 

Sun Fire V40z  4 x AMD 848 4 8 GB 
2 HP Proliant BL45p2 Blade-a 
povezana GB interkonekcijom 2 x 4 x AMD 875 (DC) 16 8 GB 

 
U ovom preglednom radu prikazati će se za svako od područja istraživanja usporedba 
mjerenih i modeliranih veličina koje su pod direktnim utjecajem složenog strujanja 
fluida.  
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2 OBNOVLJIVI IZVORI ENERGIJE – FRANCIS TURBINA 
 

2.1 Definicija problema 
HE Rijeka visokotlačno je derivacijsko postrojenje koje koristi vode vodotoka Rječina, a 
predstavlja, prema idejnom projektu, donju energetsku stepenicu postrojenja na Rječini 
koja koristi pad do 229.5 m uz protok od 21 m3/s. Prije zamjene generatora, radi opće 
dotrajalosti, potrebno je dodatno ispitati mogućnost revitalizacije turbina s ciljem 
povećanja stupnja korisnosti i proizvedene snage postrojenja. Značajnija mogućnost 
povećanja proizvedene snage postoji u slučaju HE Rijeka gdje bi se povećanjem 
kapaciteta ublažilo neracionalno energetsko iskorištenje potencijala bujičnog vodotoka 
Rječine tijekom vodnih valova kada dolazi do značajnijih preljeva u gornjoj 
akumulaciji. 

 
2.2 Numerički eksperiment  
Prethodno je izvršena validacija numeričkog modela izvođenjem numeričkih 
simulacija strujanja kroz postojeće turbine HE Rijeka usporedbom sa in-situ 
izmjerenim podacima u pojedinačnom i paralelnom radu turbina. Domenom turbine 
HE Rijeka, smatra se dio geometrije između dva karakteristična presjeka turbine, 
ulaznog i izlaznog. Turbina se sastoji od spiralnog kućišta, niza od 10 predprivodećih 
lopatica, niza od 20 zakretnih privodećih lopatica, rotora sa 15 lopatica i difuzorske 
cijevi, a u obzir je uzeta i nesimetrična račva koja prethodi turbinama. CAD geometrija 
turbine HE Rijeka je izrađena korištenjem komercijalnih CAD alata (Ideas, Catia) 
korištenjem dostupne dokumentacija. Na osnovu geometrije turbine izrađena je mreža 
kontrolnih volumena veličine otprilike 4 milijuna ćelija. Simulacije strujanja fluida 
kroz vodne turbine provedene su korištenjem Fluenta. 

 
2.3 Rezultati 
Radi pravilne usporedbe izračunatih sa in-situ izmjerenim energetskim značajkama, 
simulacije su provedeno pri istim radnim uvjetima kakvi su bili tijekom mjerenja. 
Uspostavljanjem konvergencije moguće je izračunati glavne energetske značajke 
turbine (snaga, moment, protok, korisnost) i usporediti ih sa izmjerenima što je 
prikazano na sljedećim slikama. 
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Minimalna odstupanja rezultata simulacija ukazuju na podudarnost geometrije 

stvarne izvedbe i kreiranog računalnog modela te na ispravno podešen numerički 
model strujanja fluida kroz hidrauličku turbinu.  

Numeričkim simulacijama moguće je steći uvid u kompleksan karakter strujanja 
fluida kroz hidrauličku turbinu na što ukazuje Slika [3]. 

 

  
 

Sl. 3 3D prikaz polja strujanja fluida 
 

3 ZAŠTITA OKOLIŠA – MODELIRANJE ONEČIŠĆENJA ZRAKA 
 

3.1 Definicija problema 
Modeliranje onečišćenja zraka postalo je esencijalno za razumijevanja atmosferskih 
procesa pri kojima emisije onečišćujućih tvari iz industrijskih kompleksa, cestovnog 
transporta i ostalih izvora emisija utječu na dinamiku okoliša. Grad Rijeka i njegova 
šira okolica odabrani su kao preferirano područje za usporedbu mjerenih i modeliranih 
koncentracija onečiščujućih tvari zbog redovitog prekograničnog zagađenja zraka 
uzrokovano izrazitim urbanim i industrijskim izvorima onečišćenja. Topografska 
kompleksnost, prisutnost prekograničnog onečišćenja i pojačana atmosferska aktivnost 
fotokemijskih procesa tijekom ljetnih mjeseci još jedan su razlog odabira ovog 
područja. Odabrane su dvije računske domene Slika 4. Prva prekiva cijeli Sjeverni 
Jadran pravokutnom mrežom 300x300km (100x100 čvorova) dok je druga gušća i 
prekriva Riječki bazen 50x50km (50x50 čvorova). 
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Sl. 4 Prikaz računskih domena 

 
Obje domene se vertikalno rastežu u 18 vertikalnih slojeva ugušćenih prema tlu koji pri 
dnu prate teren, dok se prema najgornjem sloju prilagođavaju izobarnoj plohi od 
100mbar. 

 
3.2 Numerička simulacija 
Modeliranje kakvoće zraka jedna je od metoda procjenjivanja općeprihvaćenih u 
svijetu. Kompleksni sustavi matematičkih modela opisuju atmosferska stanja, kretanje 
zračnih masa, kompleksne fotokemijske reakcije te transport onečišćavala od globalnih 
pa sve do lokalnih razina. Odabrani sustava za modeliranje kakvoće zraka MM5-
SMOKE-CMAQ jedan je takav sustav koji omogućuje kontinuirano procjenjivanje 
kakvoće zraka u realnom vremenu. Modeliranje kakvoće zraka uspješno je provedeno 
za izrazito fotooksidativni vremenski period od 27. do 30. srpnja 2006. godine koji je 
obuhvaćao modeliranje nad ugniježđenim domenama. Odabrana epizoda obuhvaćala je 
stanje tipičnog ljetnog gradijenta niskog tlaka s visokim koncentracijama 
fotooksidativnih onečišćivača formiranih putem atmosferskih procesa uz prisustvo 
antropogenih i biogenih izvora emisija primarnih sudionika atmosfere.  

 
3.3 Rezultati 
Prikazani rezultati potvrdili su pojačanu fotokemijsku aktivnost što je vidljivo na Slici 
5. Slika 5. također upućuje na složenu kompleksnost strujanja što je jedan od razloga 
primjene višeprocesorskih računala kako bi simulacija konvergirala i završila unutar 
ograničenog vremena. Slika 6. prikazuje usporedbu sa mjerenim rezultatima 
prikupljenih iz desetak mjernih stanica u okolici Rijeke, a koji su s obzirom na količinu 
i kvalitetu prikupljenih izvora emisija očekivanog odstupanja.   
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Sl. 5 Konturni prikaz prizemne koncentracije O3 [ppb] za dvije veličine domena 
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Sl. 6 Modelirane i mjerene prosječne dnevne koncentracije O3 [µg/m3]  
tijekom odabrane epizode 

 
4 ZAKLJUČAK 

  
Korištenjem računalnih modela strujanja fluida opisana su prikazana realna strujanja. 
Zahtijevane točnost rezultata simulacija nameću nužno korištenje superračunala uslijed 
velikog broja potrebnih računskih operacija koje je potrebni izvršiti, a koje proističu iz 
kompleksnih fizikalnih i kemijskih modela, nepravilne geometrije te nestacionarnosti 
strujanja. Potrebu za primjenom superračunala nameće i što kraći vremenski rok unutar 
kojeg je potrebno doći do rezultata kao što je slučaj sa kontinuiranim procjenjivanjem 
onečišćenja zraka. Provedene računalne simulacije su vrlo bliske mjerenim rezultatima 
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što potvrđuje opravdanost upotrebe simulacija strujanja kao numeričkog eksperimenta, 
a nasuprot skupim mjerenjima in situ ili u ispitnim stanicama.  
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Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipanj 2007.  

 
 

EKSPERIMENTALNA ISTRAŽIVANJA KONSTRUKCIJE 
MOSTA ''DUBROVNIK'' 

 
Damjanović, D., Rak, M., Krolo, J., Čalogović, V.  & Biočić, Z.  

 
Sažetak: U radu su prikazani rezultati eksperimentalnih statičkih i dinamičkih istraživanja 
mosta ''Dubrovnik'' preko Rijeke Dubrovačke. Rezultati su prikupljeni tijekom probnog 
opterećenja mosta 2002. godine i pri redovnom i specijalističkom pregledu mosta obavljenom  
2005. godine. Statičko ispitivanje mosta provedeno je kroz 8 faza opeterećenja, a 
eksperimentalno određene vrijednosti pomaka i deformacija uspoređene su sa odgovarajućim 
računskim vrijednostima dobijenim na numeričkom modelu. Dinamička ispitivanja obuhvaćala 
su određivanje vlastitih frekvencija i procjenu prigušenja rasponske konstrukcije mosta. U radu 
su prikazane i međusobno uspoređene vlastite frekvencije rasponske konstrukcije određene 
2002. godine i 2005. godine, te njihova usporedba sa frekvencijama dobijenim numeričkom 
modalnom analizom. Dinamička ispitivanja provedena tijekom redovnog i specijalističkog 
pregleda 2005. godine proširena su na određivanje vlastitih frekvencija i prigušenja svih 38 
zatega na mostu. Vlastite frekvencije zatega iskorištene su za određivanje sila u svakoj 
pojedinoj zategi, za usporedbu tih sila sa silama iz protokola prednapinjanja tijekom izgradnje 
mosta i za izraćun koeficijenta prigušenja zatega. 
 
Ključne riječi: most, eksperimentalna istraživanja, dinamički parametri. 
 
1 UVOD 
  
Nosivi sustav mosta 'Dubrovnik' (slika 1) čine prednapeti betonski prilazni vijadukt  
dug 147,7 m i glavni nesimetrični most u spregnutoj izvedbi čelik-beton sa kosim 
zategama dug 324,7 m. Prednapeti prilazni vijadukt ima raspon 87,35 m i konzolno je 
produljen prema velikom rasponu za 60,05 m. Glavni most s kosim zategama je 
nesimetričan s rasponima 244,0+80,7=324,7 m. Pilon je betonski A oblika s uspravnim 
vrhom, ukupne visine 141,5 m. Krakovi pilona su sandučastog poprečnog presjeka 
vanjskih dimenzija 4,0x5,0 m, razmaknuti kod temelja za 32,0 m, a ispod rasponskog 
sklopa povezani poprečnom armirano betonskom gredom koja je ujedno i oslonac 
glavnom rasponskom sklopu.  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Sl. 1. Most 'Dubrovnik' preko Rijeke Dubrovačke  
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su prikazane i međusobno uspoređene vlastite frekvencije rasponske konstrukcije određene 
2002. godine i 2005. godine, te njihova usporedba sa frekvencijama dobijenim numeričkom 
modalnom analizom. Dinamička ispitivanja provedena tijekom redovnog i specijalističkog 
pregleda 2005. godine proširena su na određivanje vlastitih frekvencija i prigušenja svih 38 
zatega na mostu. Vlastite frekvencije zatega iskorištene su za određivanje sila u svakoj 
pojedinoj zategi, za usporedbu tih sila sa silama iz protokola prednapinjanja tijekom izgradnje 
mosta i za izraćun koeficijenta prigušenja zatega. 
 
Ključne riječi: most, eksperimentalna istraživanja, dinamički parametri. 
 
1 UVOD 
  
Nosivi sustav mosta 'Dubrovnik' (slika 1) čine prednapeti betonski prilazni vijadukt  
dug 147,7 m i glavni nesimetrični most u spregnutoj izvedbi čelik-beton sa kosim 
zategama dug 324,7 m. Prednapeti prilazni vijadukt ima raspon 87,35 m i konzolno je 
produljen prema velikom rasponu za 60,05 m. Glavni most s kosim zategama je 
nesimetričan s rasponima 244,0+80,7=324,7 m. Pilon je betonski A oblika s uspravnim 
vrhom, ukupne visine 141,5 m. Krakovi pilona su sandučastog poprečnog presjeka 
vanjskih dimenzija 4,0x5,0 m, razmaknuti kod temelja za 32,0 m, a ispod rasponskog 
sklopa povezani poprečnom armirano betonskom gredom koja je ujedno i oslonac 
glavnom rasponskom sklopu.  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Sl. 1. Most 'Dubrovnik' preko Rijeke Dubrovačke  
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2 ISPITIVANJE MOSTA PROBNIM OPTEREĆENJEM 
   

U skladu s regulativom (HRN U.M1.046) i preporukama važećih pravilnika napravljen 
je 'Program ispitivanja mosta' koji je sadržavao opis statičkih i dinamičkih ispitivanja, 
raspored mjernih mjesta i pregled shema probnog opterećenja.  

Prije provedbe probnog opterećenja napravljena je detaljna teorijska statička i 
dinamička analiza konstrukcije mosta koja je sadržavala:  
- anvelopu unutarnjih sila, pomaka i naprezanja za računsko opterećenje SLW-600 
- unutarnje sile, pomake, naprezanja i sile u kablovima za sve sheme opterećivanja 
- modalnu dinamičku analizu konstrukcije mosta. 

Ispitivanje mosta statičkim opterećenjem provedeno je pomoću 10 teških kamiona 
ukupne mase cca 32,0 tona. Prilikom opterećivanja mosta prema shemama spomenutog 
programa (8 faza) mjereni su pomaci na glavnim nosivim elementima konstrukcije 
mosta. Vertikalni pomaci su mjereni duž dviju rubnih linija mosta, a mjerenje je 
obavljeno modificiranom metodom geometrijskog nivelmana. Za mjerenje 
horizontalnih pomaka na vrhu pilona korišten je GPS sustav.  

Deformacije su mjerene u 7 karakterističnih presjeka: na stupu i konzoli prilaznog 
vijadukta, u 4 presjeka glavne rasponske konstrukcije i na pilonu. Faze opterećivanja i 
dispozicija mjernih mjesta za mjerenje pomaka i deformacija prikazani su na slici 2.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sl. 2. Faze opterećivanja mosta i dispozicija mjernih mjesta  
 
Mjerenje deformacija je obavljeno pomoću induktivnih osjetila (LVDT) baze 100 i 

200 mm, koji su bili spojeni na elektroničko računalo. Podaci su prikupljani 
kontinuirano, brzinom od 1 Hz i spremani u računalo radi kasnije analize. 

Dinamičko ispitivanje konstrukcije mosta obavljeno je pomoću teških kamiona koji 
su se kretali brzinama od 20-60 km/h. Pri tome je registriran dinamički odgovor 
rasponskih sklopova prilaznog vijadukta kao i dinamički odgovor rasponskih  sklopova 
glavnog mosta. Dinamički odgovor je registriran preko vremenskih funkcija kao i 
odgovarajućih funkcija frekventnog spektra pojedinih sklopova mosta. 

 
3 REZULTATI ISPITIVANJA STATIČKIM OPTEREĆENJEM 

   
3.1 Vertikalni pomaci mosta 
Iz tih rezultata ispitivanja pomaka statičkim probnim opterećenjem izdvojene su 
najznačajnije vrijednosti. To su maksimalni izmjereni pomaci za neke karakteristične 

62 

0,0
11

2

2 3

3

4

4 5

5 7

7x

1 6

1
2

3

4 5

6 7

8

2 ISPITIVANJE MOSTA PROBNIM OPTEREĆENJEM 
   

U skladu s regulativom (HRN U.M1.046) i preporukama važećih pravilnika napravljen 
je 'Program ispitivanja mosta' koji je sadržavao opis statičkih i dinamičkih ispitivanja, 
raspored mjernih mjesta i pregled shema probnog opterećenja.  

Prije provedbe probnog opterećenja napravljena je detaljna teorijska statička i 
dinamička analiza konstrukcije mosta koja je sadržavala:  
- anvelopu unutarnjih sila, pomaka i naprezanja za računsko opterećenje SLW-600 
- unutarnje sile, pomake, naprezanja i sile u kablovima za sve sheme opterećivanja 
- modalnu dinamičku analizu konstrukcije mosta. 

Ispitivanje mosta statičkim opterećenjem provedeno je pomoću 10 teških kamiona 
ukupne mase cca 32,0 tona. Prilikom opterećivanja mosta prema shemama spomenutog 
programa (8 faza) mjereni su pomaci na glavnim nosivim elementima konstrukcije 
mosta. Vertikalni pomaci su mjereni duž dviju rubnih linija mosta, a mjerenje je 
obavljeno modificiranom metodom geometrijskog nivelmana. Za mjerenje 
horizontalnih pomaka na vrhu pilona korišten je GPS sustav.  

Deformacije su mjerene u 7 karakterističnih presjeka: na stupu i konzoli prilaznog 
vijadukta, u 4 presjeka glavne rasponske konstrukcije i na pilonu. Faze opterećivanja i 
dispozicija mjernih mjesta za mjerenje pomaka i deformacija prikazani su na slici 2.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sl. 2. Faze opterećivanja mosta i dispozicija mjernih mjesta  
 
Mjerenje deformacija je obavljeno pomoću induktivnih osjetila (LVDT) baze 100 i 

200 mm, koji su bili spojeni na elektroničko računalo. Podaci su prikupljani 
kontinuirano, brzinom od 1 Hz i spremani u računalo radi kasnije analize. 

Dinamičko ispitivanje konstrukcije mosta obavljeno je pomoću teških kamiona koji 
su se kretali brzinama od 20-60 km/h. Pri tome je registriran dinamički odgovor 
rasponskih sklopova prilaznog vijadukta kao i dinamički odgovor rasponskih  sklopova 
glavnog mosta. Dinamički odgovor je registriran preko vremenskih funkcija kao i 
odgovarajućih funkcija frekventnog spektra pojedinih sklopova mosta. 

 
3 REZULTATI ISPITIVANJA STATIČKIM OPTEREĆENJEM 

   
3.1 Vertikalni pomaci mosta 
Iz tih rezultata ispitivanja pomaka statičkim probnim opterećenjem izdvojene su 
najznačajnije vrijednosti. To su maksimalni izmjereni pomaci za neke karakteristične 



63 

Shema opterećenja 2

-40
-20

0
20
40
60
80

100
120

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Mjerno mjesto

Pr
og

ib
 (m

m
)

experiment teorija

Shema opterećenja 4

0

50
100

150

200
250

300

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Pr
og

ib
 (m

m
)

mmy

mmy

theor 298

289

13

exp13

=

=

faze opterećivanja rasponske konstrukcije prilaznog vijadukta i glavnog mosta. 
Vrijednosti izmjerenih pomaka su direktno uspoređeni s računskim veličinama i 
prikazani na slijedećim slikama.  

Maksimalni zaostali pomaci nakon rasterećenja na kraju konzole prilaznog 
vijadukta bili su  cca 2,64 % , a na rasponskoj konstrukciji glavnog mosta cca 1,4 % od 
izmjerene vrijednosti pomaka na tom mjestu. 

 
 
 
 
 
 
 

 
Sl. 3.  Vertikalni pomaci na prilaznom viaduktu u 2. fazi opterećenja  

 
 
 
 
 
 
 
 

Sl. 4.  Vertikalni pomaci na glavnom mostu u 4. fazi opterećenja  
 

3.2 Horizontalni pomaci vrha pilona 
Horizontalni pomaci vrha pilona mjereni su pomoću GPS uređaja koji je bio postavljen 
na vrhu  pilona. U tablici 1. prikazani su rezultati mjerenje horizontalnih pomaka vrha 
pilona u smjeru kolnika za 3. i 4. fazu opterećenja mosta. 
 

Faza opterećivanja mosta Horizontalni pomak vrha pilona u 
smjeru kolnika 

3. faza – 8 kamiona 36,0 mm 
4. faza – 8 kamiona 53,0 mm 

Tabl. 1.  Horizontalni pomaci vrha pilona  
 

3.3 Rezultati mjerenja deformacija 
Maksimalna izmjerena relativna deformacija na donjem rubu betonske konzole 
prilaznog vijaduktu u 2. fazi opterećenja iznosila je 045,0−≅ε ‰ , što odgovara razini 
tlačnih naprezanja od MPa0,2exp −=σ  ( MPatheor 50,2−=σ ).  

Najveća izmjerena relativna deformacija na donjem rubu glavnog uzdužnog nosača 
u području prve zatege u 3. fazi opterećenja 390,0+≅ε  ‰, što odgovara razini 
vlačnih naprezanja od MPa0,80exp +=σ  ( MPatheor 0,88+=σ ). Zaostalih deformacija 
nakon rasterećenja mosta na tim mjestima nije bilo. 

Na temelju rezultata mjerenja pomaka i relativnih deformacija može se zaključiti da 
se konstrukcija mosta pri statičkom opterećenju ponaša u skladu s teorijskim 
veličinama, odnosno prema pretpostavkama uzetim u računskom modelu mosta. 
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4 REZULTATI ISPITIVANJA DINAMIČKIM OPTEREĆENJEM 
   

4.1 Vlastite frekvencije mosta 
Rezultati ispitivanja vlastitih frekvencija dobiveni su na temelju spektralne FFT analize 
vremenskih signala prikupljenih na pojedinim lokacijama kolničke konstrukcije pri  
pobudi realnim opterećenjem teškim kamionima. Prikupljanje podataka je obavljeno 
putem vrlo preciznih osjetila s elektroničkim integratorima tipa HOTINGER-SMU, uz 
korištenje 16-bitog A/D konvertera ADC216 tipa PICOTechnology i FFT analizatora 
frekvencija PICO-SCOPE.  

Dobijeni zapis u obliku funkcije spektralne gustoće snage i odgovarajući teorijski  
3. vertikalni oblik titranja prikazan je na slici 5. Usporedba nekih eksperimentalno 
određenih i računskih frekvencija rasponskog sklopa prikazani su u tablici 2.   
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Sl. 5.  Funkcija spektralne gustoće snage za 3. oblik titranja  
 

Izmjerene vrijednosti (Hz) Oblik 
titranja travanj 2002. travanj 2005 

Računske vrijednosti 
(Hz) Opis titranja 

1. 0,368 0,373 0,359 vertikalni 
3. 0,497 0,465 0,401 torzijski 
5. 0,652 0,651 0,646 vertikalni 
7. 0,923 0,933 0,956 vertikalni 
8. 1,007 1,024 1,014 vertikalni 

Tab. 2.  Usporedba eksperimentalno određenih i računskih frekvencija rasponskog sklopa  
 
4.2 Dinamički pomaci i prigušenja 
Rezultati mjerenja dinamičkih pomaka pri kretanju teških kamiona kao realnog 
opterećenja u eksploataciji mosta obavljeno je pri brzinama 20-60 km/h. Ispitivanje je 
obavljeno na rasponskoj konstrukciji prilaznog viadukta i glavnog mosta.  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Sl. 6. Vremenske funkcije maksimalnih dinamičih pomaka prilaznog vijadukta i glavnog mosta 
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Sl. 6. Vremenske funkcije maksimalnih dinamičih pomaka prilaznog vijadukta i glavnog mosta 
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Zatega br.6, zapadna strana
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Za registraciju podataka mjerenja korišten je vrlo precizni i brzi prikupljač podataka 
‘logger’ tipa NATIONAL INSTRUMENTS i precizni ‘pick-up’ tipa HOTTINGER-SMU.  

Iz izmjerenih dinamičkih odgovora pojedinih rasponskih sklopova na realno 
dinamičko opterećenje izdvojeni su maksimalni dinamički  odgovori i izračunati 
maksimalni dinamički pomaci na prilaznom viaduktu i na glavnom mostu (slika 6). 

Na jednom uzorku vremenskog signala uzetog na sredini rasponske konstrukcije 
glavnog mosta izračunat je logaritamski dekrement prigušenja prema izrazu: 
                                                 098,0ln

1
1 1 =⋅
−

=
ny

y
n

ξ                (1) 

Na tom primjeru je pokazano da rasponska konstrukcija ima vrlo veliki koeficijent 
prigušenja  ξ=0,098 (9,8 %), što u znatnoj mjeri doprinosi dinamičkoj stabilnosti 
konstrukcije mosta. 
 
4.3 Vlastite frekvencije i prigušenja zatega 
Određivanje vlastitih frekvencija titranja zatega je provedeno radi određivanja veličine 
sile u kablovima, koja je vrlo važna u ocijeni stanja konstrukcije. 

Sile u zategama su određene prema teoriji vibriranja napete žice, prema slijedećem 
izrazu:  

                                                                                                                                  (2) 
 

gdje je: F – sila u zatezi, m – masa po jedinici duljine,  fn – n-ta vlastita frekvencija, 
   L – duljina kabla. 

Mjerenje vlastitih frekvencija zatega je iskorišteno i za određivanje koeficijenata 
prigušenja zatega koji mogu biti procijenjeni iz funkcije autospektralne gustoće preko 
pojasa 'pola snage' prema slici 7 i slijedećem izrazu: 
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Bξ                                                        (3) 

Vlastite frekvencije zatega, sile i prigušenja za nekoliko zatega prikazani su u 
tablici 3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Sl. 7. Funkcija spektralne gustoće snage za zategu br. 6 i određivanje prigušenja 
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Za registraciju podataka mjerenja korišten je vrlo precizni i brzi prikupljač podataka 
‘logger’ tipa NATIONAL INSTRUMENTS i precizni ‘pick-up’ tipa HOTTINGER-SMU.  
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Na tom primjeru je pokazano da rasponska konstrukcija ima vrlo veliki koeficijent 
prigušenja  ξ=0,098 (9,8 %), što u znatnoj mjeri doprinosi dinamičkoj stabilnosti 
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4.3 Vlastite frekvencije i prigušenja zatega 
Određivanje vlastitih frekvencija titranja zatega je provedeno radi određivanja veličine 
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   L – duljina kabla. 
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Vlastite frekvencije zatega, sile i prigušenja za nekoliko zatega prikazani su u 
tablici 3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Sl. 7. Funkcija spektralne gustoće snage za zategu br. 6 i određivanje prigušenja 
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Vlastite frekvencije / prigušenje Zatega (%)/)( 11 ξHzf  (%)/)( 22 ξHzf  (%)/)( 33 ξHzf  
*

exp )(kNF  **)(kNFpredn  

1 0,647/0,17 1,271/0,10 1,908/0,06 7195 6751 
2 0,626/0,17 1,212/0,09 1,863/0,05 5598 5433 
4 0,746/0,15 1,438/0,10 2,143/0,07 4098 3904 
6 0,934/0,13 1,863/0,06 2,795/0,04 3390 3462 

                *   eksperimentalno određena sila 
                ** sila prednapinjanja 

Tab. 3.  Vlastite frekvencije zatega, prigušenja i sile  
 
5 ZAKLJUČAK 

   
U radu su prikazani rezultati eksperimentalnih statičkih i dinamičkih istraživanja mosta 
''Dubrovnik'' preko Rijeke Dubrovačke. Izmjerene eksperimentalne vrijednosti pomaka 
i relativnih deformacija uspoređene su sa odgovarajućim računskim vrijednostima 
dobijenim na numeričkom modelu. Dinamička ispitivanja obuhvaćala su određivanje 
vlastitih frekvencija i procjenu prigušenja rasponske konstrukcije mosta. Izmjerene 
vlastite frekvencije zatega iskorištene su za određivanje sila u svakoj pojedinoj zategi i 
za usporedbu tih sila sa silama iz protokola prednapinjanja tijekom izgradnje mosta. 
Eksperimentalno određeni dinamički parametri konstrukcije mosta su od velike 
važnosti za buduće dijagnosticiranje stanja konstrukcije u eksploataciji. Osim toga, 
svrha dinamičkih ispitivanja je i verifikacija različitih modela teorijske dinamičke 
analize putem određivanja općeg dinamičkog odgovora konstrukcijskog sustava na 
dinamičko opterećenje. 
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Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipnja 2007. 

 
 

O JEDNOM UTANAČENJU U KLASIČNOJ TEORIJI 
LJUSAKA 

 
Drašković, Z. 

 
Sažetak: Na osnovu jednog utanačenja u izrazu za veze kovarijantnih derivacija prostornih i 
površinskih tenzora, izvršeno je modificiranje jednadžbi polja u klasičnoj teoriji ljusaka. 
Procijenjen je red veličine novih članova. Ukazano je na pravac daljnjih istraživanja. 
 
Ključne riječi: Ljuske, jednadžbe polja, kovarijantne derivacije. 

 
1 UVOD 

 
Koliko god izgledalo pretenciozno pokušati promijeniti neke od osnovnih postavki 
klasične teorije ljusaka — koja se već odavno zna deklarirati kao “a best first-order 
linear shell theory” ([8], str. 355) i od koje se, najčešće u obliku iz [11], polazi u 
uglednim referencama iz mehanike kontinuuma (npr. u [9], str. 89), ali i metode 
konačnih elemenata, kad se taj numerički pristup želi primijeniti na ljuske — odvažit 
ćemo se ukazati na jednu mogućnost utanačenja u toj teoriji te na odgovarajuće 
reperkusije na jednadžbe polja u njoj. 

Ali, vratimo se najprije u šezdesete godine prošlog stoljeća kada je i kod onih koji 
su izražavali sumnju u to da egzaktni prirodni zakoni moraju biti obavezno izraženi u 
tenzorskom obliku1 — pa bi utoliko manje trebalo inzistirati na tenzorskoj 
reprezentaciji aproksimativnih teorija kakva je i teorija ljusaka — prevladalo mišljenje 
da ne treba odustati od primjene tenzorskog računa ni u teoriji ljusaka, što se tada 
najviše pravdalo elegancijom tenzorske notacije2, a zapravo se radilo o kasnije 
općeprihvaćenom uvjetu koordinatne invarijantnosti odnosnih jednadžbi polja3, 4, 5. 

No, imajući na umu riječi Flüggea6 s koliko opreznosti treba koristiti tenzorski 
račun i znajući da u teoriji ljusaka postoji primjer kada se naletjelo na “guju u travi” 
tenzorskih polja7 — a živo se sjećajući koliko je i teorijski i numerički ([4], [5]) bila 

                                                      
1 “ ... it is not even clear that exact laws of nature must necessarily be expressible in tensor 

form ... ” ([1], str. 130). 
2 “ ... the elegance of tensor notation … and its utility in theoretical studies constitute strong 

arguments in its favour.” ([1], str. 130). 
3 “This condition can easily be satisfied if the appropriate equations are stated in tensorial 

form …” ([10], str. 15). 
4 “All equations shall be invariant ...” ([8], str. 357). 
5 “Tensor notation … is usually employed for the derivation, and certain invariance 

requirements must be satisfied.” ([16], str. 607). 
6 “The general, noncartesian tensor is a much sharper thinking tool and, like other sharp 

tools, can be very beneficial and very dangerous, depending on how it is used.” ([7], str. iv). 
7 “But, however regular … tensor character of the… coefficients may seem …, there is a 

snake in the grass.” ([15], str. 526). 
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učinkovita zapitanost o dosljednosti u ([13], str. 191) navedenih (ali ne i izvedenih!) 
jednadžbi gibanja konačnog elementa u proizvoljnim krivocrtnim koordinatama kada 
je uočeno da se u njima, usprkos činjenici da je korišćena “a vector-valued 
representation”, ne pojavljuju operatori paralelnog prijenosa — smatram da bi 
uobičajenom, u osnovi ipak zametnom, postupku uspostavljanja veze kovarijantnih 
derivacija prostornih tenzora preko površinskih veličina u teoriji ljusaka trebalo 
posvetiti naročitu pažnju, utoliko prije što se pojedina od tih izvođenja u literaturi po 
pravilu izostavljaju.  

 
2 JEDNADŽBE RAVNOTEŽE KLASIČNE TEORIJE LJUSAKA 

 
Napišimo8 jednadžbe ravnoteže u obliku koji se može vidjeti na str. 48 u [11]: 

0  ,  0  ,  0 ||     ||   ||     =+−=++=+− ααβα
β

γα
αγ

α
α

αγα
γ

βα
β mQMpNbQpQbN  , (1) 

gdje su αβN , αβM  i αQ  rezultante naprezanja, a },{ ppα  i αm  su efektivne vanjske 
sile, odnosno spregovi; α

γb  je drugi osnovni tenzor srednje površi ljuske; simbol “||” 
označava kovarijantno diferenciranje u dvodimenzionalnom prostoru; simbol “|” 
odnosit će se na takvo diferenciranje u trodimenzionalnom prostoru, a simbol “,” 
koristit će se kao oznaka parcijalnog deriviranja. Prilikom izvođenja tih jednadžbi iz 
odgovarajućih trodimenzionalnih jednadžbi klasične mehanike kontinuuma korišćene 
su, između ostalog, i 

 
3 VEZE KOVARIJANTNIH DERIVACIJA PROSTORNIH I 
POVRŠINSKIH TENZORA 

 
Od tih veza koje se mogu vidjeti u [11], navedimo slijedeće ([11], (3.38) i (3.39)3, 4, 5) 
za proizvoljno vektorsko polje iT  definirano u euklidskom prostoru: 
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iT  su koordinate tog polja nakon paralelnog prijenosa, dok je αT  njegov površinski 
dio; α

βµ  i α
βµ )( 1−  zapravo su koordinate odgovarajućeg subtenzora u tenzorskom polju 

(up. sa (3.3) u [11]): 
α
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αδζδδµ bj
ii
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i
j −=  ,    (3) 

odnosno u njemu inverznom polju (up. sa (3.33) u [11]): 
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a ta polja imaju, u prostoru tzv. normalnih koordinata },{ 3 ζξξ α ≡ , ulogu operatora 
paralelnog prijenosa9 duž normale na srednju površ ljuske ( 0=ζ ) (v. str. 22 u [11]). 

                                                      
8 Koristi se Einsteinova konvencija o zbrajanju po ponovljenim indeksima. Grčki indeksi 

uzimat će vrijednosti iz skupa {1,2}, a latinski iz skupa {1,2,3}. 
9 “Euclidean shifters”; [6], str. 808. 
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a ta polja imaju, u prostoru tzv. normalnih koordinata },{ 3 ζξξ α ≡ , ulogu operatora 
paralelnog prijenosa9 duž normale na srednju površ ljuske ( 0=ζ ) (v. str. 22 u [11]). 

                                                      
8 Koristi se Einsteinova konvencija o zbrajanju po ponovljenim indeksima. Grčki indeksi 

uzimat će vrijednosti iz skupa {1,2}, a latinski iz skupa {1,2,3}. 
9 “Euclidean shifters”; [6], str. 808. 
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Kako se izvođenje veza (2) u [11] zasniva na ne baš jednostavnom10 određivanju 
prostornih Christoffelovih simbola ),( ζξ αi

jkΓ  preko tih simbola )0,( αξi
jkΓ  

izračunatih u srednjoj površi ljuske — a uz to su neka izvođenja i preskočena11 — u [3] 
je predložen izuzetno kratak postupak za izražavanje kovarijantnih derivacija 
prostornih tenzora preko površinskih veličina. Predloženi pristup zapravo je 
specijalizacija poznatog pravila za totalno kovarijantno diferenciranje (22.4) u [6], 
koje se u slučaju paralelnog prijenosa polja iT  pomoću operatora i

jµ , a vodeći računa 
o njegovoj kovarijantnoj konstantnosti (v. (18.2) u [6]), svodi na: 
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pri čemu je )( jii ξξξ =  neka punktualna transformacija koja uspostavlja vezu između 
točaka oblasti u kojoj je polje definirano i točaka u koje se ono premješta. Međutim, u 
literaturi se pri izvođenjima iz teorije ljusaka postojanje takve veze ni ne pominje, a 
zapravo se (pri povezivanju derivacija u različitim točkama) implicitno pretpostavlja da 
je oblika constji

j
i += ξδξ  (kako je αα ξξ =  zbog prijenosa duž normale na srednju 

površ, to je već ispunjeno za i = α), pa se (5) svodi na: 
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a cijeli se pristup posve neočekivano pretvara u 
 

4 UTANAČENJE VEZA KOVARIJANTNIH DERIVACIJA 
PROSTORNIH I POVRŠINSKIH TENZORA 

 
Naime, dok se iz (6) za i, j = α, β, zatim i, j = 3, α i i, j = 3, 3 — uzimajući u obzir da je 
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dotle se za i, j = α, 3 sada dobija izraz: 
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koji se, zbog drugog člana, razlikuje od (2)2! 

Slično se za tenzorsko polje drugog reda i
jT  dobijaju relacije (3.40) i (3.41)2 u [11]: 

                                                      
10 Čini se da je to razlog što se relacije oblika (2) u literaturi po pravilu samo navode (v. npr. 

[16], str. 608: “… some relations between the variables of the two reference states are listed 
…”), uz pozivanje na [11]. 

11 Npr. uz (3.39) u [11] kaže se: “Expressions for other components … are obtained in a 
similar manner …”. 
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ali i relacije: 
[ ]

[ ]
[ ]3

 
3

3, 
3

3| 
3

3| 

3 3,3 
1

3|3 
1

3|3 

  3, 
1

3| 
1

3| 

)()(

)()(

ϕ
ϕ
λλ

λ
αλ

λ
αα

ϕ
ϕ

να
ν

να
ν

α

ν
ϕ

ϕ
λ

ϕ
λϕ

ν
λ

λ
β

α
ν

ν
λ

λ
β

α
ν

α
β

µµ

µµ

µµµµ

TbTTT

TbTTT

TbTbTTT
ν

ν

+==

−==

+−==
−−

−−

 ,      (10) 

koje se dodatnim članovima (oni sadrže koordinate drugog osnovnog tenzora srednje 
površi ljuske) razlikuju od odgovarajućih relacija (3.41)1,3,4 u [11]. Stoga se prirodno 
nameće pitanje: ako bi se pri reduciranju jednadžbi ravnoteže trodimenzionalnog 
kontinuuma koristile veze oblika (7-10) kovarijantnih derivacija prostornih i 
površinskih tenzora, kako bi izgledale 

 
5 MODIFICIRANE JEDNADŽBE RAVNOTEŽE KLASIČNE TEORIJE 
LJUSAKA 

 
Radi lakše usporedbe jednih i drugih jednadžbi, postupit ćemo na isti način kao u [11], 
uspostavljajući najprije relacije: 
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koje su iste kao (3.46) i (3.47) u [11], a zatim i relaciju: 
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koja se od (3.48) u [11] razlikuje dodatnim drugim članom! 
Dalje se u jednadžbama ravnoteže trodimenzionalnog kontinuuma: 

0 
|   =+ iij
j ψσ  ,     (13) 

gdje je ij
j|   σ  tenzor naprezanja, a i ψ  su zapreminske sile, posmatraju (i = α) prve 

dvije jednadžbe i množe sa γ
αµµ , što zbog (11)1 i (12) dovodi do relacije: 

0)()( 33
3 ,

33
 || =−−++− αγ

β
β
α

αγ
α

β
β

αγ
α

αγ
α

νγ
νβ

αβγ
α σµµσµµψµµσµµσµσµµ bbb  ,  (14) 

koja, za razliku od (5.28) u [11], ima i dva nova člana napisana na kraju. Množeći je sa 
ζ i kombiniranjem drugog i trećeg člana dobija se:                                                     (15) 
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Ako se još u (13) postavi i = 3 i ta jednadžba pomnoži sa µ, dobija se: 
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a ta se relacija razlikuje od odgovarajuće u [11] posljednjim dodatnim članom. 
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a ta se relacija razlikuje od odgovarajuće u [11] posljednjim dodatnim članom. 
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Ako se, kao i u [11], relacije (14-16) integriraju po debljini ljuske, dobit će se 
slijedeće modificirane jednadžbe ravnoteže ljuske: 
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uobičajene rezultante naprezanja, odnosno efektivne vanjske sile i spregovi; međutim, 
sada su prisutne i rezultante: 
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koje se ne pojavljuju u najvećem djelu literature o linearnoj teoriji ljusaka ([12], str. 
525), ali i rezultanta koja bi bila svojstvenija teorijama višega reda:  
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Ako bi se, zbog )/1( ROb =α
β  ([8], str. 362), kao male veličine višega reda u (17) 

odbacili produkti koordinata tog tenzora, preostale jednadžbe bi još uvijek sadržavale 
rezultante (20), pa se do dodatnih jednadžbi dolazi množenjem (16) sa ζ i integriranjem 
po debljini ljuske, a tako prošireni skup jednadžbi može se porediti sa (12.42) u [12]. 
No, ako bi se uvođenje rezultanti (20) i (21) izbjeglo ab initio (up. [12], str. 523), 
jednadžbe (17) svele bi se na (1), ali bi im se razlikovali izrazi uz αQ  u (1)1 i (17)1! 

 
6 ZAVRŠNE NAPOMENE I BUDUĆE AKTIVNOSTI 

 
Oblik jednadžbi (17) neposredna je posljedica uzimanja u obzir kovarijantne 
konstantnosti dvostrukog tenzorskog polja (3), dok se u [11] razmatrao samo njegov 
subtenzor α

βµ  i to kao površinsko tenzorsko polje (u [11] to implicitno slijedi iz 
pozivanja na (2.39) uz (3.23), dok se eksplicitno može vidjeti npr. iz (9.9) u [7])! No, 
to svakako nije „krunski dokaz“ o nevaženju klasične teorije ljusaka, već samo pokušaj da 
se ukaže na jedan čini se geometrijski dosljedniji pristup u njoj i na potrebu rekapitulacije 
izvođenja jednadžbi polja (tanke) ljuske, uz analizu — na jednom općepoznatom primjeru 
duboke ljuske — utjecaja novih članova na standardno rješenje. 

Na kraju bi se moglo reći i da je ovo priopćenje samo još jedna potvrda kako i u već 
odavno uobličenim teorijama (kakva je nesumnjivo i klasična teorija ljusaka) — za 
koje se obično vjeruje da osim paljetkovanja u njima nema više što da se radi — za 
predanog istraživača uvijek ima posla12! 

71 

Ako se, kao i u [11], relacije (14-16) integriraju po debljini ljuske, dobit će se 
slijedeće modificirane jednadžbe ravnoteže ljuske: 
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uobičajene rezultante naprezanja, odnosno efektivne vanjske sile i spregovi; međutim, 
sada su prisutne i rezultante: 
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koje se ne pojavljuju u najvećem djelu literature o linearnoj teoriji ljusaka ([12], str. 
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have still to be analysed and there are a wide variety of shell elements in common use.” [2], kao 
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helps to understand why the shell modeling by finite elements is so hard.” [14]. 
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UTJECAJ  DRUCKEROVOG  POSTULATA NA  RAZVOJ   
3-D  MODELA  BETONA 

 
Galić, M., Marović, P. & Nikolić, Ž. 

 
Sažetak: Beton je izrazito heterogen i nelinearan materijal čije je ponašanje teško matematički 
opisati i definirati. Ponašanje izvan granice elastičnosti traži poznavanje niza karakteristika koje 
se u numeričkim proračunima odnosno modelima definiraju kao nosivost, očvršćivanje, 
omekšivanje, tečenje i lom te služe za opis ponašanja analiziranog materijala. Matematičko 
uporište za definiranje zakona tečenja i očvršćivanja materijala je Druckerov postulat. Da bismo 
mogli primijeniti Druckerov postulat pri algoritamskom formuliranju zakona ponašanja 
materijala potrebno ga je opisati matematički. Zbog nedostatka detaljnih eksperimenata za 
element izložen troosnom stanju naprezanja nelinearni modeli se zasnivaju na generalizaciji 
jednoosnih ili dvoosnih modela. Kako je Kupfer-ov model za dvodimenzionalnu analizu 
ponašanja betona uvijek pokazivao dobro slaganje s rezultatima dobivenim eksperimentom 
javila se ideja da se na temelju tog modela postavi i trodimenzionalni model za opis ponašanja 
betona. Stoga se rotacijom Kupferove krivulje oko tri koordinatne osi Haigh-Westergaardova 
prostora formiralo tijelo kojim bi se moglo dovoljno dobro opisati ponašanje betona. Fizikalno 
je bilo opravdano očekivati dobre rezultate ovakvim modelom, ali su se pojavile matematičke 
prepreke koje nisu bile u suglasnosti s nekim fundamentalnim pretpostavkama Druckerovog 
postulata. U ovom radu će se pokazati prijedlog za rješenja tih problema.  
 
Ključne riječi: Druckerov postulat, numerički model, 3-D model betona. 

 
1 UVOD 

 
Zbog nedostatka detaljnih eksperimenata za beton izložen troosnom stanju naprezanja 
nelinearni numerički modeli se uglavnom zasnivaju na generalizaciji jednoosnih 
modela. Višeosni modeli se često koriste konceptom stanja unutarnjih varijabli. U 
elasto-plastičnom modelu stanje naprezanja nije jednoznačno određeno stanjem ukupne 
deformacije koja se može smatrati vanjskom varijablom. Jedna od unutarnjih varijabli, 
elastična ili plastična deformacija, mora biti poznata za jednoznačno određivanje stanja 
naprezanja. Jasno je da elastoplastični model ima jednu unutarnju varijablu jer se 
pretpostavlja da je ukupna deformacija jednaka zbroju elastične i plastične 
deformacije. 

Dosadašnja fizikalna analiza ponašanja betona je uvijek pokazivala dobro slaganje s 
Kupfer-ovim modelom [1] za dvodimenzionalnu analizu ponašanja betona. S toga se 
javila ideja da se na temelju tog modela postavi i trodimenzionalni model za opis 
ponašanja betona. Rotacijom Kupferove krivulje oko tri koordinatne osi Haigh-
Westergaardova prostora formirao se model kojim bi se moglo dovoljno dobro opisati 
ponašanje betona, Sl. 1. Za analizu ponašanja betonskih konstrukcija odabran je 
elastoplastični zakon ponašanja materijala. Ponašanje materijala izvan granice 
elastičnosti traži poznavanje niza karakteristika koje se u numeričkim proračunima 
odnosno modelima definiraju kao nosivost, očvršćivanje, omekšivanje, tečenje i lom te 
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služe za opis ponašanja analiziranog materijala. Pri određivanju svih navedenih 
kriterija potrebno je poznavati njihove fizikalne ali i matematičke zakonitosti. U 
fizikalnom smislu je bilo opravdano očekivati dobar opis ponašanja betona ovakvim 
modelom, ali je trebalo provjeriti udovoljavaju li njegove karakteristike matematičkim 
i algoritamskim zahtjevima.  

 

σ2

σ3

σ1  
Sl. 1.  Rotacija Kupferove krivulje oko osi Haigh-Westergaardova prostora 

 
2 DRUCKEROV POSTULAT 

 
Matematičko uporište za definiranje zakona tečenja i očvršćivanja je Druckerov 
postulat. Za početak, potrebno je definirati zatvorenu krivulju ciklusa opterećenje-
rasterećenje u prostoru naprezanja. Razmatrat ćemo ravnotežni element sa zadanim 
početnim naprezanjem σij

0. Povećanje naprezanja za inkrement ∆σij=σij-σij
0 

prouzrokuje promjenu pomaka, deformacija i naprezanja elementa. Uklanjajući 
dodatno naprezanje ∆σij omogućuje se da se naprezanje vrati u σij

0. Ovakav proces 
opterećenje-rasterećenje formira zatvorenu krivulju u prostoru naprezanja. 
Primjećujemo da su naprezanja na početku i na kraju ciklusa jednaka, a deformacije 
mogu biti jednake ili različite ovisno o veličini plastičnih deformacija. Rad ukupnog 
naprezanja na zatvorenom ciklusu iznosi: 
 ( ) 0d*dW

C
≥εσ−σ=εσ∆= ∫∫

σ

 (1) 

gdje je područje integracije Cσ zatvorena krivulja naprezanja u ciklusu opterećenje-
rasterećenje. Prema Druckerovom postulatu materijal je stabilan odnosno plastično 
očvršćujući ako su ispunjeni zahtjevi: 

 pri opterećenju odnosno pri porastu plastične deformacije rad dodatnog 
naprezanja je pozitivan, odnosno vrijedi 0dd >σε , 

 rad dodatnog opterećenja u ciklusu opterećenje-rasterećenje je ne-negativan 
(pozitivan ili jednak nuli). 

Da bismo mogli primijeniti Druckerov postulat pri algoritamskom formuliranju 
zakona ponašanja materijala potrebno ga je opisati matematički. Zamislimo česticu 
unutar tijela koja je u trenutku t0 izložena naprezanju σ*. U tom trenutku čestica se 
nalazi u elastičnom stanju tj. u točki f1(σ*)<0. U trenutku t1 naprezanje dosegne 
vrijednost do plohe tečenja. U sljedećem intervalu t1-t2 se zbiva plastično deformiranje, 
a naprezanje naraste do vrijednosti σ2 koja određuje točku C na plohi tečenja. Nakon 
toga uklonimo dodatno opterećenje tako da se naprezanje vrati na vrijednost σ*. Rad 
dodatnog naprezanja po zatvorenoj krivulji ABCDA, (sl. 2) možemo označiti s ∆W1. 
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toga uklonimo dodatno opterećenje tako da se naprezanje vrati na vrijednost σ*. Rad 
dodatnog naprezanja po zatvorenoj krivulji ABCDA, (sl. 2) možemo označiti s ∆W1. 
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Taj rad je jednak razlici rada ∆W koje izvrši naprezanje σij i rada koje izvrši naprezanje 
σij

*, odnosno: 

 ∆W1=∆W-∆W0,   gdje je:  ∫ εσ=∆
3

0

t

t
ijij dtW  (2) 

 

o

A

B
C

D

σ∗
ij

σ1
ij

σ2
ij f1

f2

početna ploha tečenja

sljedeća ploha tečenja

 
Sl. 2.  Grafički prikaz za objašnjenje Druckerovog postulata 

 
Kako su elastične deformacije povratne, promjena energije elastičnih deformacija 

na zatvorenoj krivulji je 0, iz čega poštujući Druckerov postulat slijedi: 

 ( ) t0dtW p
t

t
ijij

2

1

∆∀>εσ−σ= ∫ ,* . (3) 

Razmotrit će se dva značajna kriterija: 
 Ako početno naprezanje σij

* odaberemo tako da u trenutku t=t0 nije na plohi 
tečenja, odnosno u trenutku t1 vrijedi da je 0ij

1
ij ≠σ−σ * , kao rezultat će se 

dobiti da je ( ) 0d p
ijijij >εσ−σ * ; 

 Ako početno naprezanje σij
* odaberemo tako da se u trenutku t=t0 nalazi na 

plohi tečenja, odnosno u trenutku t1 vrijedi da je *
ij

1
ij σ=σ , Druckerov postulat 

se svodi na 0dd p
ijij >εσ , što je uvjet očvršćivanja materijala. 

 
2.1 Posljedice primjene Druckerovog postulata  
Prva posljedica Druckerovog postulata su dvije temeljne pretpostavke [2]: 

 Postoji ploha tečenja koja razdvaja plastično područje od elastičnog. 
Promjene stanja naprezanja unutar ili duž plohe tečenja prouzrokuju samo elastične 
deformacije, a promjene stanja naprezanja unutar plohe tečenja prema njezinoj 
unutrašnjosti će prouzročiti elastično rasterećenje. Plastične deformacije će se javiti 
ako je inkrement naprezanja na pravcu izvan plohe tečenja. 

 Odnos između inkrementa naprezanja dσij i inkrementa deformacija dεij je 
linearan (uvjet kontinuiteta). 

Uz pomoć navedenih osnovnih pretpostavki izvode se dva osnovna zaključka o 
obliku plohe tečenja i inkrementa vektora plastičnih deformacija. Infinitezimalni 
inkrement naprezanja za dσij pri opterećenju iz bilo koje točke na plohi tečenja je 
usmjeren od plohe tečenja i može se rastaviti na tangencijalnu i normalnu komponentu 

n
ij

t
ijij ddd σ+σ=σ . Prema uvjetu kontinuiteta inkrement naprezanja duž tangencijalne 
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ravnine plohe tečenja dσij
t će prouzročiti samo elastične deformacije dok inkrement 

plastične deformacije ovisi samo o dσij
n odnosno: 

 

 ( ) 0ddddddd pnpn
ij

t
ij

p
ij >εσ=εσ+σ=εσ  (4) 

ili: 0cosdd;0dd;0cosdd ptptpn =βεσ=εσ>αεσ  

gdje su α i β kutovi između dσn i dεp te dσt i dεp  u prostoru naprezanja. 
Kako jednadžba dσij dεp>0 vrijedi za bilo koji dσij slijedi da prethodna jednadžba 

mora biti točna i zadovoljena za bilo koji dσij
t  koji se pojavljuju na bilo kojem pravcu 

u tangencijalnoj ravnini. To je moguće samo ako je β=π/2, odnosno ako je vektor 
plastičnih deformacija u pravcu normale na plohu tečenja u promatranoj točki. 

Inkrement plastičnih deformacija je 
ij

p
ijijp )h,,(f

d
σ∂

εσ∂
λ=ε  što je pravilo tečenja i 

posljedica je Druckerovog postulata stabilnosti odnosno očvršćivanja. 
Druga posljedica Druckerovog postulata je teorem o konveksnosti plohe tečenja 

prema kojem ploha tečenja ne smije ni na jednom svom dijelu biti udubljena 
(konkavna) (sl. 3) [2]. Na svim dijelovima mora biti konveksna ili ravna crta. 
Naprezanje dσij

* se nalazi unutar tekuće plohe tečenja, dok je naprezanje dσij na plohi 
tečenja. Da bi se ispunio prvi uvjet Druckerovog postulata (εp(σij-σij

*)>0) mora biti 
zadovoljena nejednakost 0cosd p*

ijij >ϕεσ−σ . 
 

f<0
ϕ<π/2

f=0

ϕ dεij
p

σij σij
*

σij-σij
*

tangencijalna
ravnina

     

ϕ

f<0

ϕ π> /2

f=0

dεij
p

σij σij
*

σij-σij
*

 
Sl. 3.  Konkavna i konveksna ploha tečenja 

 
Vektor inkrementa dεp je u smjeru vektora normale n, a početna naprezanja σij

* 
moraju biti na jednoj strani tangencijalne ravnine plohe tečenja u točki gdje je 
dosegnuto naprezanje σij čiji je vektor okomit na vektor normale n odnosno inkrement 
deformacija dεp. Vektor σij-σij

* ne smije presijecati plohu tečenja u dvije točke. U 
suprotnom, ako je ploha tečenja konkavna moguće je postići nivo naprezanja σij-σij

* 
tako da je ϕ > π/2, odnosno rad dεij

.dσij je negativan, što je u suprotnosti s dokazanim 
Druckerovim postulatom. 

Treća posljedica Druckerovog postulata je teorem o gradijentalnosti deformacije 
koji u smislu matematičke teorije plastičnosti definira razvoj plastičnih deformacija 
odnosno zakon tečenja. Zakon tečenja određuje intenzitet i smjer prirasta plastičnih 
deformacija. Pokazano je da je u slučaju okomitosti vektora dεp na plohu tečenja, uvjet 
Druckerovog postulata uvijek zadovoljen. Ako je stanje naprezanja prikazano 
funkcijom više varijabli njezin gradijent je okomit na plohu koju ta funkcija definira. 
Prirast deformacija dεp je paralelan s gradijentom funkcije tečenja pa vrijedi da je 
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( )p
ij ijp

ij

f , , h
d d

∂ σ ε
ε = λ

∂σ
, gdje je dλ faktor proporcionalnosti koji ne mora biti 

konstantan. Taj faktor se može definirati kao funkcija povijesti plastične deformacije 
ovisno o očvršćivanju materijala. Iz sl. 3 se vidi da bi u slučaju kada vektor ne bi bio 
proporcionalan gradijentu bilo moguće odabrati prirast dσij tako da kut ϕ bude veći od 
π/2, što znači da ne bi bio zadovoljen Druckerov postulat. Druckerov postulat i 
pokazane posljedice su dovoljno dobro matematičko uporište s kojim treba uskladiti i 
fizikalno ponašanje betona da bi se dobio dovoljno dobar numerički model materijala. 

 
3 RAZVOJ 3D MODELA BETONA PREMA PRAVILIMA 
DRUCKEROVOG POSTULATA 

 
Razvijeni 3D model betona  [3] se temeljio na rotacijama Kupferove 2D krivulje oko 
tri osi High-Wastergardovog prostora, ali su se pojavili neki matematički problemi. 
Prvi problem kod ovog modela javio se pri formiranju plohe tečenja koja je na 
pojedinim dijelovima bila konkavna što je u suprotnosti s Druckerovim postulatom. 
Drugi problem je vezan za ograničenje plohe tečenja u području tlak-tlak-tlak (osobito 
duž hidrostatske osi) što nije u skladu sa stvarnim ponašanjem betona čija je granica 
gnječenja znatno veća nego što se dobije ovakvim modelom. 

Da bi se ispravili navedeni nedostaci cijelo tijelo je obloženo tangentnim ravninama 
(sl. 4) te je u području tlak-tlak-tlak ostavljeno otvoreno. Tako je formirana šestero-
strana krnja piramida u području tlak-tlak-tlak te kocka u području vlak-vlak-vlak. 
 

σ1

σ2 σ3

 
Sl. 4.  Tangentne ravnine na formirano tijelo 

 
Formirano tijelo je upućivalo na višeravninsku kombinaciju dva već poznata zakona 

ponašanja materijala, Mohr-Columbovog i Rankinovog. 
Prednosti Mohr-Coulombovog zakona su matematički precizan i relativno 

jednostavan opis ploha tečenja, brza konvergencija postupka, i dobar opis materijala 
koji su osjetljivi na utjecaj hidrostatskog pritiska pri nastanku i razvoju plastičnih 
deformacija u području tlak-tlak-tlak. Nedostatak ovog modela se javlja u području 
vlak-vlak-vlak. U tom području je sjecište šest ploha što znači i sjecište šest normala 
koje određuju vektore tečenja. Matematički se problem može riješiti, ali algoritamski 
često dolazi do numeričke nestabilnosti sustava, osobito pri analizi nekih graničnih 
područja poput trenutka kada beton dosegne vlačnu čvrstoću [3]. Eksperimentalna 
istraživanja su pokazala da se Rankinovim zakonom ponašanja materijala izuzetno 
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dobro opisuje ponašanje betona u području vlak-vlak-vlak. Zbog svega navedenog se 
za opis ponašanja betona izloženog troosnom stanju naprezanja odabrao višeravninski 
model koji je kombinacija Mohr-Coulombovog i Rankinovog zakona, sl. 5, kako bi se 
na taj način iskoristile prednosti navedenih materijalnih zakona, a nedostaci izbjegli. 

 

 
Sl. 5.  Grafička prezentacija razvijenog modela  

 
4 ZAKLJUČAK 

 
Pri izradi numeričkog modela materijala potrebno je zadovoljiti matematičke, fizikalne 
te algoritamske zahtjeve. Zbog nedostatka detaljnih eksperimenata za element izložen 
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dobro opisuje ponašanje betona u području vlak-vlak-vlak. Zbog svega navedenog se 
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na taj način iskoristile prednosti navedenih materijalnih zakona, a nedostaci izbjegli. 
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Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipanj 2007.  

 
 

3D MODELIRANJE ADHEZIJSKI PREDNAPREGNUTOG 
ARMIRANOBETONSKOG NOSAČA 

 
Haiman, M. & Turčić, N. 

 
Sažetak: U radu se prikazuje prostorno modeliranje prednapregnutih 
armiranobetonskih nosača proizvodnje tvornice Viadukt u Pojatnom. Nosači se koriste 
za tipske gredne mostove na hrvatskim cestama i autocestama. Modeliranje je 
provedeno u sklopu probnih ispitivanja nosača koja su prevedena in situ od strane 
Laboratorija za tehničku mehaniku Građevinskog fakulteta Sveučilišta u Zagrebu. 
Modeliranje nosača i numerička anaiza provedeni su pomoću programske podrške 
COSMOSM 2.95. Uspoređeni su rezultati ispitivanja i numeričkog modeliranja. 
 
Ključne riječi: prednapregnuti armiranobetonski nosač, 3D modeliranje, COSMOSM  
 
1 UVOD 
 
Navodimo osnovne postavke problema adhezijskog prednapinjanja. Cilj prednapinjanja 
je izazvati u svim točkama ili presjecima elemenata tlačno stanje naprezanja tako da 
sva kasnija djelovanja imaju za posljedicu smanjenje prethodno izazvanih tlačnih 
naprezanja. 

Prednosti prednapetih betonskih konstrukcija: 
- savladavanje velikih raspona uz veću vitkost i manju masu 
- povećana trajnost zbog izostanka pukotina 
- smanjeni progibi 
- velika otpornost na zamor 
- sposobnost zatvaranja pukotina nakon djelovanja izvanrednih opterećenja 

Prednapinjanje se izvodi na stazi za istezanje. Žice ili užad se napnu te se oko njih 
betoniraju elementi. Kada beton dosegne 70 % predviđene čvrstoće, ali ne manje od 30 
N/mm2, te se uspostavi dovoljna prionivost između betona i čelika, veza žica (užadi) s 
ležajevima i među elementima se rakida, pa se time sva sila iz čeličnih žica ili užadi 
adhezijom u obliku tlaka prenosi na beton. 

Za prednapinjanje putem adhezije koriste se najčešće staze za prednapinjanje. One 
se sastoje od dva upornjaka između kojih se zatežu žice (užadi), koje primaju sile, i 
poda čiji je oblik prilagođen uvjetima rada i eventualnog zaparivanja betona. Dužina 
staze je od 60 do 150 m, a širina 6 do 12 m. Na nepomičnom kraju žice su sidrene na 
čeliču ploču koja se oslanja na konzolne ležajeve (upornjake). Na drugom pokretnom 
kraju nalazi se ploča za sidrenje žica, vretena, hidraulička preša za istezanje žica te 
matica na vretenu za pritezanje na čeličnu ploču. 

Mjerenje ostvarenih početnih napona u žicama (užadi) obavlja se na dva načina: 
mjerenjem izduženja žica na stazi, i neposrednim mjerenjem frekvencije vibracija žica. 
Za prednapinjanje putem adhezije vrlo je značajno osigurati dobru vezu betona i čelika 
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- adhezija u širem smislu. Na kraju žice, koja izlazi iz nosača, napon u njoj ne postoji, 
ali on na određenoj dužini dostiže svoju maksimalnu vrijednost zahvaljujući adheziji. 
Ova dužina se zove dužina sidrenja. Na kraju nosača postoji jedna zona u kojoj je 
raspodjela napona nepravilna po presjeku, dok ne pređe u linearnu raspodjelu. Veličina 
ove zone i oblici raspodjele napona u njoj ovise o adheziji čelika i betona, kao i o 
obliku poprečnog presjeka. Ova zona se zove i zona poremećaja napona i u njoj se 
mogu pojaviti sile cijepanja koje treba preuzeti poprečnom armaturom postavljenom u 
dva smjera. 

Primjena sistema prednapinjanja putem adhezije omogućuje direktan kontakt 
čelika za prednapinjanje i betona. Time je osiguran bolji i homogeniji spoj beton – 
čelik nego u slučaju naknadnog prednapinjanja. Ovakvo stanje osigurava dobru zaštitu 
čelika od korozije kao i povećanu nosivost na pukotine (prsline). 
 
2 COSMOSM 3D MODELIRANJE NOSAČA I REZULTATI 
 
Za modeliranje nosača je korištena programska podrška COSMOSM 2.95. Modeliranje 
je započeto na simetričnoj polovini ravninskog dijela poprečnog presjeka (sl. 1). 

Formiran je ravninski model konačnih elemenata poprečnog presjeka koristeći 
automatsko umrežavanje koje nude mnogi današnji programi pa i COSMOSM. 
Posebna pažnja je posvećena položaju kablova za adheziono prednaprezanje, jer su oni 
kasnije realno modelirani tako da svi ne započinju unos sile odmah na ležaju već je ta 
udaljenost unosa sile smanjivana za po 1.5 ili 2.0 metra sa svake strane za određeni 
broj kablova. 

Visina modeliranog poprečnog presjeka je 1600 mm, a širina u gornjem dijelu 
1200 mm, a u donjem dijelu 810 mm. Debljina hrpta formiranog modela je 180 mm. 
Raspon grednog sistema analizirane konstrukcije prednapregnutog nosača je 29500 
mm, a ukupna duljina modeliranog nosača je 29800 mm. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Sl. 1. Formiranje proračunskog COSMOSM poprečnog presjeka 

 
Za modeliranje su korišteni elementi SOLID, RBAR i TRUSS3D.  
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SOLID elemeti su glavni elemeti modeliranog betonskog presjeka Model ukupno ima 
44480 elemenata za taj dio. Duljina ekstrudiranih elemenata desno na sl. 1 je 186.25 
mm. Svi su elementi od početka do kraja promatranog modela iste duljine u smjeru 
uzduž osi grednog nosača. 

Pomoću RBAR elemenata modelirani su dijelovi oko ležajeva gdje se unose sile od 
djelovanja vertikalnog (gravitacionog) opterećenja. Nosač je osim opterećenja 
unesenog kao prednapon kasnije analiziran i za vanjska opterećenja, u ovom slučaju 
unesena kao kod ispitivanja modela in situ u tvornici. 

Kablovi su modelirani kao TRUSS3D elementi koji se prihvaćaju točno u nodove 
modeliranih SOLID elemenata. Površina presjeka kablova je 181.46 mm2, što 
odgovoara kablovima promjera 15.2 mm. Svi kablovi u poprečnom presjeku su istih 
dimenzija jedino unos sile nije na istim za sve kablove što se vidi na slici 2.  

Od početka nosača unosi se sila u 20 kablova, nakon 2.0 m unosi se sila u još 10 
kablova, a nakon još 1.5 m unosi se sila u preostalih 8 kablova. Presjek ima ukupno 38 
kablova u koje se unosi sila. Sila se unosi prije betoniranja presjeka i zaparivanja kojim 
ubrzanim postupkom se provodi stvrdnjavanje jednog gotovog nosača u jednom danu. 
Na svakoj traci za proizvodnju proizvodi se 3 nosača, što je i kapacitet tvornice u 
jednom danu. 

 
 

Sl. 2. Prikaz početaka kablova. Lijevo je početak grednog nosača 
 

Karakteristike materijala uzete su sa slijedećim vrijednostima za korišteni beton 
marke MB-50 (mat. 1) i čelik kablova za prednapinjanje (mat. 2). Jedinice su N/mm2, i 
N/mm3. 
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  Label    Name   Temp/BH_Cr         Value                                
A   1        EX            0     3.800000e+004                            
A   1        EY            0     3.800000e+004                            
A   1        EZ            0     3.800000e+004                            
A   1      NUXY            0     2.000000e-001                            
A   1      NUYZ            0     2.000000e-001                            
A   1      NUXZ            0     2.000000e-001                            
A   1      DENS            0     2.500000e-005                            
    2        EX            0     1.950000e+005                            
    2      NUXY            0     3.000000e-001                            
    2      DENS            0     7.850000e-005                 
 
            

 
 

Sl. 3. Računske deformacije od prednaprezanja nosača 
 

Računske deformacije nosača od prednaprezanja prikazane su na slici 3. 
Maksimalna računska deformacija iznosila je oko 32 mm (izdizanje nosača), a realna 
izmjerena je oko 36 mm. To ukazuje na činjenicu da je realna marka betona nešto niža 
te su izmjerene deformacije nešto veće od računskih. 

Računska sila prednapinjanja je unošena promjenom temperature čeličnih kablova 
za prednaprezanje. Zadana je promjena temperature od -406o C, što odgovara sili 
prednapona od 33.5 t. 

Ispitivanje deformacija nosača u zoni ležaja provedeno je za računske sile koje su 
unošene vanjskim opterećenjem na nosače na udaljenosti 2.5 m od ležaja. Intenzitet 
vanjskog opterećenja u toj zoni bio je 600 kN (60 t). 

Stanje naprezanja paralelno uzdužnoj osi nosača (sigma X) prikazano je na slici 4. 
Ovo je stanje za unos sile prednapona i pojavu vanjskog računskog opterećenja od 60 t 
na 2.5 m od ležaja. Ovo opterećenje je unošeno kako bi se dobile deformacije mjerenje 
u zoni ležajeva gdje je najopterećenija zona ovakvih nosača. 
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A   1      NUXZ            0     2.000000e-001                            
A   1      DENS            0     2.500000e-005                            
    2        EX            0     1.950000e+005                            
    2      NUXY            0     3.000000e-001                            
    2      DENS            0     7.850000e-005                 
 
            

 
 

Sl. 3. Računske deformacije od prednaprezanja nosača 
 

Računske deformacije nosača od prednaprezanja prikazane su na slici 3. 
Maksimalna računska deformacija iznosila je oko 32 mm (izdizanje nosača), a realna 
izmjerena je oko 36 mm. To ukazuje na činjenicu da je realna marka betona nešto niža 
te su izmjerene deformacije nešto veće od računskih. 

Računska sila prednapinjanja je unošena promjenom temperature čeličnih kablova 
za prednaprezanje. Zadana je promjena temperature od -406o C, što odgovara sili 
prednapona od 33.5 t. 

Ispitivanje deformacija nosača u zoni ležaja provedeno je za računske sile koje su 
unošene vanjskim opterećenjem na nosače na udaljenosti 2.5 m od ležaja. Intenzitet 
vanjskog opterećenja u toj zoni bio je 600 kN (60 t). 

Stanje naprezanja paralelno uzdužnoj osi nosača (sigma X) prikazano je na slici 4. 
Ovo je stanje za unos sile prednapona i pojavu vanjskog računskog opterećenja od 60 t 
na 2.5 m od ležaja. Ovo opterećenje je unošeno kako bi se dobile deformacije mjerenje 
u zoni ležajeva gdje je najopterećenija zona ovakvih nosača. 
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Sl. 4. Sigma X naprezanja u zoni opterećenog nosača 

 

 
 

Sl. 5. Induktivna mjerila na hrptu ispitivanog nosača u zoni ležaja 
 
3 ZAKLJUČAK 
 
3D modeliranje i računske analize pokazali su vrlo dobro podudaranje rezultata 
numeričkih analiza i ispitivanja na licu mjesta. Razlike u rezultatima dobivenim 
prilikom ispitivanja i kod numeričke analize su u granicama 10 %.  

83 

 
Sl. 4. Sigma X naprezanja u zoni opterećenog nosača 

 

 
 

Sl. 5. Induktivna mjerila na hrptu ispitivanog nosača u zoni ležaja 
 
3 ZAKLJUČAK 
 
3D modeliranje i računske analize pokazali su vrlo dobro podudaranje rezultata 
numeričkih analiza i ispitivanja na licu mjesta. Razlike u rezultatima dobivenim 
prilikom ispitivanja i kod numeričke analize su u granicama 10 %.  



84 

 
Literatura: 
 
[1] COSMOSM, Manuals, ver. 2.95, Santa Monica, California, USA, 2004. 
[2] Izvještaj o ispitivanju prednapregnutih nosača proizvodnje VIADUKT Pojatno, 
Građevinski fakultet Sveučilišta u Zagrebu, Zagreb 2004. god. 

 

84 

 
Literatura: 
 
[1] COSMOSM, Manuals, ver. 2.95, Santa Monica, California, USA, 2004. 
[2] Izvještaj o ispitivanju prednapregnutih nosača proizvodnje VIADUKT Pojatno, 
Građevinski fakultet Sveučilišta u Zagrebu, Zagreb 2004. god. 

 



85 

Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipanj 2007.  

 
 

ODREĐIVANJE UTJECAJNIH LINIJA GREDNIH NOSAČA 
METODOM KONAČNIH ELEMENATA 

 
Hak, S. & Meštrović, M. 

 
Sažetak: Iako je metoda konačnih elemenata primjenom u programskim paketima za 
elektronička računala u novije vrijeme postala nezamjenjivim alatom u inženjerskoj praksi, 
potrebno je dobivene rezultate prihvatiti uz oprez, svjesno vodeći računa o mogućim 
pogreškama. Na vrlo jednostavnim primjerima lako su uočljiva odstupanja od točnih rješenja. 
Prikazana je primjena metode konačnih elemenata za rješavanje važnog problema iz područja 
građevne statike, određivanje utjecajnih linija za geometrijske i statičke veličine na grednim 
nosačima. Poznato je da one odgovaraju progibnim linijama nosača od opterećenja 
odgovarajućom Diracovom funkcijom. Za prikaz progiba štapnog konačnog elementa 
raspoložive su, međutim, isključivo koordinate funkcije klase C2 koje ne omogućavaju egzaktan 
prikaz diskontinuiteta koji se javljaju na utjecajnim linijama za statičke veličine. Zamjenom 
Diracove funkcije ekvivalentnim čvornim opterećenjem na diskretiziranom nosaču i egzaktnim 
rješavanjem novog slučaja opterećenja dobivena je aproksimacija tražene utjecajne linije. 
Nizom primjera izrađenih u programskom paketu SAP 2000 Advanced v. 10.1.1. pokazano je da 
postupak daje zadovoljavajuću točnost, a usporedba s poznatim egzaktnim rješenjima potvrđuje 
da smanjenjem veličine elementa na mjestu diskontinuiteta aproksimacija konvergira. 
 
Ključne riječi: utjecajne linije, ekvivalentno čvorno opterećenje, metoda konačnih elemenata 
 
1 UVOD 
Utjecajne funkcije imaju važnu ulogu kod proračuna konstrukcija na djelovanje 
pokretnih opterećenja kakva se mogu primjerice pojaviti na mostovima, kranskim 
stazama ili nekim zgradama. S obzirom da prikazuju funkcijsku ovisnost ηA(x) 
odabrane geometrijske ili statičke veličine A o položaju jediničnog opterećenja na 
nosaču, utjecajne funkcije omogućuju jednostavno određivanje najnepovoljnijeg 
položaja pokretnog opterećenja. Odabrana tražena veličina može biti bilo koja 
unutarnja sila, ležajna reakcija, pomak ili kut zaokreta u prethodno odabranoj točki 
nosača [6, 7]. Na slici 1. prikazana je utjecajna linija za moment na prostoj gredi u 
poprečnom presjeku t - t. 

L
a bt

A B

a × b
Lx × b

L
 a × (L - x)

L

t

x

q(x)

 
Sl. 1. Utjecajna linija za moment u poprečnom presjeku t – t 

 
 Može se pokazati da utjecajna linija za pomak ili kut zaokreta odgovara 
progibnoj liniji od opterećenja jediničnom silom odnosno momentom, a za moment ili 
poprečnu silu odgovara progibnoj liniji od opterećenja jediničnim relativnim kutem 

tMη
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zaokreta odnosno jediničnim relativnim pomakom okomito na os konstrukcije. 
Općenito, utjecajna linija odgovara progibnoj liniji nosača od opterećenja 
odgovarajućom Diracovom funkcijom δi [4, 5]. Jedinična opterećenja s odgovarajućim 
progibnim linijama na primjeru proste grede prikazana su na slici 2.  

A

x0 x0

x0x0

B A B

A B A B

 
Sl. 2. Jedinična opterećenja i odgovarajuće progibne linije na prostoj gredi 

 Primjenom Bettijeva teorema o uzajamnosti radova [9] izvode se izrazi pomoću 
kojih, iz poznate utjecajne linije za odabranu veličinu, možemo dobiti odgovarajući 
iznos progiba, kuta zaokreta, momenta ili poprečne sile zbog proizvoljnog 
kontinuiranog opterećenja q(x): 
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2 ŠTAPNI KONAČNI ELEMENT S ČETIRI STUPNJA SLOBODE 
Za određivanje utjecajnih linija metodom konačnih elemenata na grednim nosačima bit 
će dovoljan štapni konačni element s četiri stupnja slobode [1, 8] prikazan na slici 3. 
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Sl. 3. Štapni konačni element s četiri stupnja slobode 

 
Nepoznatu funkciju pomaka možemo napisati u diskretiziranom obliku: 
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~ ,            (5) 

gdje su                nepoznati pomaci čvorova, a                  odabrane koordinatne 
funkcije koje općenito možemo prikazati u obliku polinoma 3. stupnja: 
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Za promatrani štapni konačni element potrebne su četiri koordinatne funkcije prikazane 
na slici 4. Svaku od njih možemo odrediti iz četiri rubna uvjeta, prema tablici 1., 

0.10 =δ

0.12 =δ

0.11 =δ

0.13 =δ

tϕη

tTη
tMη

twη







=

i

i
i

w
ϕu 



=

i

i
i ϕ

ϕ
0

0N

86 

zaokreta odnosno jediničnim relativnim pomakom okomito na os konstrukcije. 
Općenito, utjecajna linija odgovara progibnoj liniji nosača od opterećenja 
odgovarajućom Diracovom funkcijom δi [4, 5]. Jedinična opterećenja s odgovarajućim 
progibnim linijama na primjeru proste grede prikazana su na slici 2.  

A

x0 x0

x0x0

B A B

A B A B

 
Sl. 2. Jedinična opterećenja i odgovarajuće progibne linije na prostoj gredi 

 Primjenom Bettijeva teorema o uzajamnosti radova [9] izvode se izrazi pomoću 
kojih, iz poznate utjecajne linije za odabranu veličinu, možemo dobiti odgovarajući 
iznos progiba, kuta zaokreta, momenta ili poprečne sile zbog proizvoljnog 
kontinuiranog opterećenja q(x): 

 ∫=
l

wt dxxxqw
t

0

)()( η ,                                                       (1) 

 ∫== ′
l

tt xdxxqw
t

0

)()( ϕηϕ ,                                                    (2) 

 ∫== ′′
l

Mtt dxxxqwM
t

0

)()( η ,                                             (3) 

 ∫== ′′′
l

Ttt dxxxqwT
t

0

)()( η .                                                 (4) 

2 ŠTAPNI KONAČNI ELEMENT S ČETIRI STUPNJA SLOBODE 
Za određivanje utjecajnih linija metodom konačnih elemenata na grednim nosačima bit 
će dovoljan štapni konačni element s četiri stupnja slobode [1, 8] prikazan na slici 3. 

6

52

3 e ji

le  
Sl. 3. Štapni konačni element s četiri stupnja slobode 

 
Nepoznatu funkciju pomaka možemo napisati u diskretiziranom obliku: 

     nn uNuNuNuu +++=≈ …2211
~ ,            (5) 

gdje su                nepoznati pomaci čvorova, a                  odabrane koordinatne 
funkcije koje općenito možemo prikazati u obliku polinoma 3. stupnja: 
                                                ( ) 3

3
2

210 xaxaxaax +++=ϕ , (6) 

                                                ( ) 2
3210 32 xaxaxaax +++=′ϕ . (7) 

Za promatrani štapni konačni element potrebne su četiri koordinatne funkcije prikazane 
na slici 4. Svaku od njih možemo odrediti iz četiri rubna uvjeta, prema tablici 1., 

0.10 =δ

0.12 =δ

0.11 =δ

0.13 =δ

tϕη

tTη
tMη

twη







=

i

i
i

w
ϕu 



=

i

i
i ϕ

ϕ
0

0N



87 

zadavanjem jedinične vrijednosti pomaka ili kuta zaokreta na mjestu i u smjeru 
odgovarajućeg stupnja slobode, dok su ostali stupnjevi slobode spriječeni [1, 5]. 
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Tab. 1. Rubni uvjeti i izrazi za koordinatne funkcije na štapnom elementu s 4 stupnja slobode 
 
 Elemente matrice krutosti štapnog elementa možemo odrediti prema izrazu: 
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Vektor ekvivalentnog čvornog opterećenja štapnog elementa ima četiri komponente, 
koncentriranu silu i koncentrirani moment u svakom čvoru [1], prikazane na slici 5.                          
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moramo Diracove funkcije zamijeniti ekvivalentnim čvornim opterećenjem na 
diskretiziranom nosaču. Egzaktno rješenje novog slučaja opterećenja odgovarat će 
aproksimaciji tražene utjecajne linije [3, 4]. 
 Općenito, za štapni element opterećen distribuiranom silom q(x) tražene čvorne 
sile fi, gdje i = 2, 3, 5, 6 označava stupanj slobode, možemo izračunati iz jednadžbe: 
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prema kojoj čvorna sila fi na jediničnom pomaku ili kutu zaokreta vrši isti rad kao 
distribuirana sila na progibu u obliku odgovarajuće koordinatne funkcije φi(x). Za 
opterećenje Diracovom funkcijom δk na mjestu xo vrijedi jednadžba: 
                                   3,,0;6,5,3,2,)()(0.1

0
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l
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prema kojoj je čvorna sila fi geometrijska ili statička veličina na mjestu x0,dualna 
opterećenju δk, koja odgovara progibnoj liniji u obliku koordinatne funkcije φi(x) [2, 3, 
4]. U tablici 2. prikazano je opterećenje Diracovim funkcijama s odgovarajućim 
dualnim veličinama i čvornim silama. 

jedinično opterećenje δk, k = 0, ... , 3 dualna veličina čvorna sila fi 
δ0 – jedinična sila w – pomak ( )0xiϕ  

δ1 – jedinični moment φ  – kut zaokreta ( )0xiϕ′  

δ2 – jedinični kut zaokreta („lom“) M – moment  ( ) ( )00 xEIxM ii ϕ ′′−=   

δ3 – jedinični pomak („skok“) T – poprečna sila ( ) ( )00 xEIxT ii ϕ ′′′−=  

Tab. 2. Diracove funkcije, dualne veličine i čvorne sile 
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Tabl. 3. Izrazi za čvorne sile zbog jediničnog kuta zaokreta i pomaka 
Izrazi za čvorne sile zbog jediničnog kuta zaokreta i pomaka prikazani su u tablici 3., a 
dobivene vrijednosti sa stvarnim smjerovima djelovanja na slici 6. 
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Sl. 6. Čvorno opterećenje zbog  jediničnog kuta zaokreta („loma“) i pomaka („skoka“) 
Dobivene izraze možemo primijeniti za određivanje utjecajnih linija u nekom od 
programskih paketa za proračun konstrukcija. Prikazani numerički primjeri izrađeni su 
u programu SAP2000 Advanced v. 10.1.1. 
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4 NUMERIČKI PRIMJERI 
4.1 Utjecajne linije za moment i poprečnu silu na prostoj gredi 
Slike 7. i 8. prikazuju utjecajne linije na prostoj gredi dobivene za moment i poprečnu 
silu na polovici raspona L = 6.0 m. Pri tome je najprije odabrana podjela na šest 
konačnih elemenata dužine le = L/5 = 1.2 m, a zatim je rješenje poboljšano smanjenjem 
opterećenog konačnog elementa na le = L/25 = 0.24 m. 
 

 
Sl. 7. Utjecajna linija na prostoj gredi za moment na polovici raspona 

 

   
Sl. 8. Utjecajna linija na prostoj gredi za poprečnu silu na polovici raspona 

 
4.2 Utjecajne linije za moment i poprečnu silu na konzolnoj gredi 
Slike 9. i 10. prikazuju utjecajne linije na konzolnoj gredi dobivene za moment i 
poprečnu silu na tri četvrtine raspona L = 6.0 m. Pri tome je najprije odabrana podjela 
na dva konačna elemenata dužine le = L/2 = 3.0 m, a zatim je rješenje poboljšano 
smanjenjem opterećenog konačnog elementa na le = L/10 = 0.6 m. 
 

   
Sl. 9. Utjecajna linija na konzolnoj gredi za moment na polovici raspona 

 

   
Sl. 10. Utjecajna linija na konzolnoj gredi za poprečnu silu na polovici raspona 

 
4.3 Utjecajne linije za moment i poprečnu silu na jednostrano upetoj gredi 
Slike 11. i 12. prikazuju utjecajne linije na jednostrano upetoj gredi dobivene za 
moment i poprečnu silu na polovici raspona L = 6.0 m. Pri tome je najprije odabrana 
podjela na šest konačnih elemenata dužine le = L/5 = 1.2 m, a zatim je rješenje 
poboljšano smanjenjem opterećenog konačnog elementa na le = L/25 = 0.24 m. 
 

   
Sl. 11. Utjecajna linija na jednostrano upetoj gredi za moment na polovici raspona 

 

   
Sl. 12. Utjecajna linija na jednostrano upetoj gredi za poprečnu silu na polovici raspona 
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5 ZAKLJUČAK 
 
Nizom primjera pokazano je da opisani postupak određivanja utjecajnih linija na 
grednim nosačima metodom konačnih elemenata daje zadovoljavajuću točnost. Pri 
tome dobiveno približno rješenje odstupa od egzaktnog samo na promatranom 
opterećenom elementu pomoću kojeg je modeliran onaj dio konstrukcije na kojem se 
nalazi veličina za koju tražimo utjecajnu liniju. Za ostale konačne elemente nosača, 
približna i egzaktna utjecajna linija se podudaraju. U tablici 4. prikazana je ovisnost 
kuta loma približne utjecajne linije na jednostrano upetoj gredi za moment na polovici 
raspona iz prethodnog primjera o duljini opterećenog konačnog elementa. Usporedba s 
egzaktnim utjecajnim linijama potvrđuje da smanjenjem veličine elementa na mjestu 
diskontinuiteta aproksimacija konvergira. 
 

duljina opterećenog 
konačnog elementa 

le [m] 

kut loma 
točnog rješenja 

φ [rad] 

kut loma 
približnog rješenja 

φa  [rad] 

apsolutna 
pogreška 

∆ φ = φ – φa  [rad] 

relativna 
pogreška 

                [%] 

L/3 = 2.0 1.0 0.75179 0.24821 24.821 

L/5 = 1.2 1.0 0.85622 0.14378 14.378 

L/25 = 0.24 1.0 0.97022 0.02978 2.978 

L/50 = 0.12 1.0 0.98511 0.01489 1.489 
Tab 4. Kut loma približnog rješenja u ovisnosti o duljini opterećenog elementa 
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[3] Materna, D., „Finite Elemente u Einflussfunktionen“, Diplomarbeit, Universität Kassel, 
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[4] Panke, T., „Berechnung von Einflussfunktionen mit der Methode der finiten Elemente“, 
Diplomarbeit, Universität Kassel, 2002., http://www.winfem.de/Diplom1.pdf  
[5] Reese, S., „Grundlagen der FEM“, Ruhr-Universität Bochum, 2003.,  
http://www.nm.ruhr-uni-bochum.de/lehre/advelem/fem.pdf  
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fakultet Sveučilišta u Zagrebu,  http://www.grad.hr/nastava/gs/bilj1/bilj1.html  
[7] Simović, V., „Građevna statika I“, Građevinski institut Zagreb, 1988. 
[8] Sorić, J., „Metoda konačnih elemenata“, Golden marketing-tehnička knjiga Zagreb, 2004. 
[9] Šimić, V., „Otpornost materijala I“, Školska knjiga Zagreb, 1992. 
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Sanja Hak, Sveučilište u Zagrebu, Građevinski fakultet, Zavod za tehničku mehaniku, 
Fra A. Kačića-Miošića 26, 10 000 Zagreb, tel. 4639 340, e-mail: shak@grad.hr, web 
stranica: www.grad.hr/nastava/gs  

Mladen Meštrović, Sveučilište u Zagrebu, Građevinski fakultet, Zavod za tehničku 
mehaniku, Fra A.  Kačića-Miošića 26, 10 000 Zagreb, tel. 4639 608, e-mail: 
mestar@grad.hr, web stranica: www.grad.hr/nastava/gs 
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PRIMJENA B-SPLINEA U BEZMREŽNOJ FORMULACIJI 
ZA PROBLEME RAVNINSKOG STANJA NAPREZANJA 

 
Hoster, J., Sorić, J. & Jarak, T. 

 
Sažetak: Prikazat će se nova numerička metoda za analizu dvodimenzijskih problema u 
području linearne elastičnosti temeljena na bezmrežnoj Meshless Local Petrov-Galerkinovoj 
(MLPG) formulaciji [1]. Fizikalna domena je diskretizirana čvorovima koji se ne povezuju u 
elemente. Polje pomaka aproksimirano je linearnom kombinacijom čvornih parametara i baznih 
funkcija koje su opisane dvodimenzijskim B-splineovima [4]. Na osnovi baznih funkcija, 
izvedene su interpolacijske funkcije oblika koje posjeduju tzv. Kronecker delta svojstvo. 
Predložena formulacija ima znatne prednosti u odnosu na numeričke bezmrežne postupke koji 
se temelje na interpolacijskim funkcijama koje uključuju tzv. Radial Basis Functions (RBF) i 
tzv. Moving least square (MLS) aproksimacije [1,2]. Numerička učinkovitost nove bezmrežne 
formulacije prikazana je u numeričkim primjerima. 
 
Ključne riječi: bezmrežna metoda, B-spline, interpolacija, ravninsko stanje naprezanja 
 

1 UVOD 
 

U bezmrežnoj metodi proračunski model je diskretiziran čvorovima koji međusobno 
nisu povezani, što znači da se čvorovi mogu dodavati i oduzimati u proračunskom 
modelu bez mijenjanja mreže. U ovom radu prikazana je bezmrežna metoda za 
rješavanje problema stanja ravninskog naprezanja temeljena na Petrov-Galerkinovoj 
formulaciji [1]. Primjenom kinematike dvodimenzijskog kontinuuma izvedena je 
lokalna slaba forma uvjeta ravnoteže koja se integrira po lokalnom podpodručju 
odabranom u obliku pravokutnika. Polje pomaka je pretpostavljeno kao linearna 
kombinacija čvornih kontrolnih vrijednosti i baznih funkcija. Izvedene funkcije oblika 
imaju Kronecker delta svojstvo te je moguće izravno nametnuti Dirichletove rubne 
uvjete analogno metodi konačnih elemenata.  
 Prednost predložene interpolacijske sheme u odnosu na MLS je višestruka: u 
predloženoj formulaciji funkcije oblika interpoliraju čvorne varijable i izračuanvanje 
funkcija oblika i njihovih derivacija je jednostavnije. Prednost u odnosu na 
interpolacijske formulacije u kojoj se primjenjuju RBF [3] je u obliku baznih funkcija, 
tj. mnoge RBF imaju u svojoj jednadžbi tzv. shape parameters, tj. parametre koji 
kontroliraju oblik bazne funkcije i izvor su greške interpolacije. Zbog toga rješenja 
značajno ovise o izboru tih parametara. Interpolacija B-splineom nema takvih 
parametara nego je stupanj B-splinea slobodna veličina.  
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imaju Kronecker delta svojstvo te je moguće izravno nametnuti Dirichletove rubne 
uvjete analogno metodi konačnih elemenata.  
 Prednost predložene interpolacijske sheme u odnosu na MLS je višestruka: u 
predloženoj formulaciji funkcije oblika interpoliraju čvorne varijable i izračuanvanje 
funkcija oblika i njihovih derivacija je jednostavnije. Prednost u odnosu na 
interpolacijske formulacije u kojoj se primjenjuju RBF [3] je u obliku baznih funkcija, 
tj. mnoge RBF imaju u svojoj jednadžbi tzv. shape parameters, tj. parametre koji 
kontroliraju oblik bazne funkcije i izvor su greške interpolacije. Zbog toga rješenja 
značajno ovise o izboru tih parametara. Interpolacija B-splineom nema takvih 
parametara nego je stupanj B-splinea slobodna veličina.  
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2 FORMULACIJA BEZMREŽNE METODE 
 

Diferencijalne jednadžbe statičke ravnoteže za područje volumena Ω  omeđenog 
plohom Γ mogu se zapisati kao 

, 0ij j ifσ + = ,      (1) 

gdje je ijσ tenzor naprezanja i if  je vektor volumenskih sila. Indeksi i i j poprimaju 
vrijednosti 1 i 2. Na plohi Γ  pretpostavljeni su rubni uvjeti 

u

t

, na ,
, na ,

i i

i ij j i

u u
t n t

Γ
σ Γ

=
= =

     (2) 

gdje su iu komponente pomaka, a it komponente površinskih opterećenja. uΓ  je dio 
plohe Γ  na kojoj su zadani pomaci iu , a tΓ  je dio plohe Γ  na kojoj su zadana 
opterećenja it . jn  predstavlja kosinuse smjera vanjske normale na plohi Γ . 
 Nakon primjene Petrov-Galerkinove formulacije, jednadžbe ravnoteže mogu se 
zapisati u slaboj formi za lokalno podpodručje sΩ  

( ), d =0
s

ij j i if v
Ω

σ Ω+∫ ,     (3) 

gdje je iv težinska funkcija. U ovom radu je kao težinska funkcija odabrana 
Heavisideova funkcija. U lokalnoj Petrov-Galerkinovoj formulaciji moguće je odabrati 
težinsku funkciju i interpolacijsku funkciju iz različitih fukncijskih prostora. Lokalno 
podpodručje sΩ  je mali dio područja Ω  i može biti bilo kojeg geometrijskog oblika i 
veličine. Prema [5] izraz (3) transformira se u  

 

d d d d
s su s st

i i i i i i i i
L

t v t v f v t v
Γ Ω Γ

Ω Ω Ω Ω+ + = −∫ ∫ ∫ ∫ .  (4) 

 

3 DISKRETIZACIJA I NUMERIČKA IMPLEMENTACIJA 
 

Razmatrani dvodimenzijski kontinuum diskretiziran je pravilno razmještenim 
čvorovima. U svakom čvoru pretpostavljena su dva stupnja slobode, u i v u pravcima 
Kartezijevih koordinatnih osi x i y. Polje pomaka je linearna kombinacija baznih 
funkcija i čvornih kontrolnih vrijednosti. Bazne funkcije su funkcije nezavisnih 
varijabli (x i y) pomoću kojih su raspodijeljene čvorne kontorlne vrijednosti po 
području Ω . Kontrolne vrijednosti su koeficijenti pridruženi čvorovima (a time i 
baznim funkcijama) i definiraju polje pomaka. U ovom radu su uzete B-spline bazne 
funkcije [4] koje imaju lokalni karakter što znači da kontrolna vrijednost utječe na 
polje pomaka na ograničenom, malom području. Broj čvorova koji utječu na 
aproksimaciju u nekoj točki ovisi o B-spline baznim funkcijama, tj. odabranom stupnju 
B-splinea. 
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3.1 B-spline bazne funkcije 
B-spline je skraćenica za Basic spline. B-spline odabranog stupnja p je definiran B-
spline čvorovima (knots) koji određuju dijelove područja Ω  na kojima su B-splineovi 
0-tog stupnja definirani prema [4] 

1
,0

1
( )

0 inače
i i

i

x x x
N x +≤ <

= 


.    (5) 

Ovdje zarez u indeksu ne označava parcijalnu derivaciju. B-splineovi viših stupnjeva 
izračunavaju se prema Cox-De Booreovoj formuli [4] 

( ) ( ) ( )1
, , 1 1, 1

1 1

i pi
i p i p i p

i p i i p i

x xx xN x N x N x
x x x x

+ +
− + −

+ + + +

−−
= +

− −
.  (6) 

U (6) su 1, ,...i ix x +  koordinate B-spline čvorova. (5) i (6) definira B-spline kao 
funkciju varijable x. Analogno (5) i (6) je definiran B-spline kao funkcija varijable y. 
 Karakteristike 1D B-spline  baznih funkcija (6) su: ( ),i pN x  je polinom stupnja p; 

nenegativnost (bazne funkcije su veće ili jednake nuli): za sve i ( ),i pN x je 

nenegativno; lokalnost: ( ),i pN x je veća od nule na intervalu [ 1,i i px x + +  (uključuje ix  

a isključuje 1i px + + ); na bilo kojem intervalu [ 1,i ix x + najviše je p +1 baznih funkcija 
veće od nule; jedinstvo dijelova (Partition of Unity): na bilo kojem x vrijedi 

, ( ) 1i pN x =∑ ; bazne funkcije se spajaju u B-spline čvorovima. B-spline čvorovi 

mogu biti ponovljeni, tj., na istoj koordinati ix definirano je više B-spline čvorova. 
Ponavljanjem B-spline čvorova smanjuje se kontinuitet bazne funkcije na tom mjestu. 
Ako je B-spline čvor ix  ponovljen p+1 puta, bazna funkcija će u tom čvoru 
interpolirati kontrolnu vrijednost. 
 Za polje pomaka u ravnisnkim problemima 2D B-spline su funkcije x i y. To su 
tenzorski ortogonalni umnošci 1D baznih funkcija, pa je polje pomaka oblika 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,, ; , ,i p j q ij i p j q ij
k m k m

u x y N x M y c v x y N x M y d= =∑∑ ∑∑  (7) 

 

gdje je k broj 1D B-splinea uzduž osi x, m broj 1D B-splinea uzduž osi y. ijc  označava 
kontrolnu vrijednost u raspodjeli komponente pomaka u vezanu za umnožak B-
splineova ( ),i pN x  i ( ),j qM y  i ijd  označava kontrolnu vrijednost za komponentu 
pomaka v. 2D Bazna funkcija je definirana na području na kojem su definirane 1D 
bazne funkcije koje su u umnošku, ( ) ( ), ,i p j qN x M y⋅ . To znači da kontrolna 

vrijednost ijc , odnosno ijd  utječe na polje pomaka na području definicije pripadne 
bazne funkcije. To područje se može nazvati područje utjecaja čvora (support domain). 
Radi daljnjeg pojednostavljenja, uvodi se oznaka za umnožak 1D baznih funkcija  
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( ) ( ) ( ), , ,,ij r i p j qR x y N x M y=  .   (8) 
 

3.2 Funkcije oblika 

Polje pomaka (7) može se simbolički prikazati pomoću (8) kao ( ) ( )u =x R x c , 

( ) ( )v =x R x d , gdje je R matrica vrijednosti baznih funkcija u čvorovima 
diskretizacije, c vektor kontrolnih vrijednosti vezanih za komponentu pomaka u i d 
vektor kontrolnih vrijednosti vezanih za komponentu pomaka v. 
 Budući da B-spline bazne funkcije a priori ne interpoliraju čvorne vrijednosti, 
potrebno je nametnuti uvjet interpolacije u svim čvorovima diskretizacije prema 

 

( ) ( ), ,
1 1 1 1

, ; , ,
k m k m

ab ij r a b ij ab ij r a b ij
i j i j

u R x y c v R x y d
= = = =

= =∑∑ ∑∑   (9) 

 

gdje su abu i abv  željene interpolirane vrijednosti u čvoru diskretizacije ( ),a bx y . 
Postavljanjem uvjeta (9) za sve čvorove diskretizacije dobiva se sustav linearnih 
jednadžbi simbolički zapisano ,= =Rc u Rd v , gdje su u i v vektori interpoliranih 
čvornih varijabli. Kontrolne vrijednosti u ovisnosti o interpoliranima dobivaju se 
invertiranjem matrice R. Slijedi da je 1 1,− −= =c R u d R v . Uvrštavanjem izraza za 
kontrolne vrijednosti u izraz za polje pomaka dobiva se  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1,u v− −= =x R x R u x R x R v .   (10) 
 

Ovdje ( ) 1−R x R  predstavlja funkcije oblika ( ) ( ) 1−=Φ x R x R ,  

( ) ( ) ( ) ( ), .u v= =x Φ x u x Φ x v     (11) 
Ovako izvedene funkcije oblika imaju Kronecker delta svojstvo. Parcijalne derivacije 
funkcija oblika računaju se prema ( ) ( ) ( ) ( )1 1

, , , ,;x x y y
− −= =Φ x R x R Φ x R x R . 

 

3.3 Diskretizacija formulacije 
Prema Hookeovom zakonu, komponente naprezanja mogu se prikazati pomoću čvornih 
nepoznatih varijabli prema [5] 

1

N

j j
j=

= ∑σ DB v ,    (12) 

gdje je D matrica koja povezuje naprezanja i deformacije, jB matrica koja povezuje 

deformacije i pomake, jv vektor čvornih varijabli i N broj čvorova u području utjecaja 
za trenutni čvor. Komponente vektora t izračunavaju se prema [2] 

1

N

j j
j=

= = ∑t Nσ NDB v ,     (13) 

94 

( ) ( ) ( ), , ,,ij r i p j qR x y N x M y=  .   (8) 
 

3.2 Funkcije oblika 

Polje pomaka (7) može se simbolički prikazati pomoću (8) kao ( ) ( )u =x R x c , 

( ) ( )v =x R x d , gdje je R matrica vrijednosti baznih funkcija u čvorovima 
diskretizacije, c vektor kontrolnih vrijednosti vezanih za komponentu pomaka u i d 
vektor kontrolnih vrijednosti vezanih za komponentu pomaka v. 
 Budući da B-spline bazne funkcije a priori ne interpoliraju čvorne vrijednosti, 
potrebno je nametnuti uvjet interpolacije u svim čvorovima diskretizacije prema 

 

( ) ( ), ,
1 1 1 1

, ; , ,
k m k m

ab ij r a b ij ab ij r a b ij
i j i j

u R x y c v R x y d
= = = =

= =∑∑ ∑∑   (9) 

 

gdje su abu i abv  željene interpolirane vrijednosti u čvoru diskretizacije ( ),a bx y . 
Postavljanjem uvjeta (9) za sve čvorove diskretizacije dobiva se sustav linearnih 
jednadžbi simbolički zapisano ,= =Rc u Rd v , gdje su u i v vektori interpoliranih 
čvornih varijabli. Kontrolne vrijednosti u ovisnosti o interpoliranima dobivaju se 
invertiranjem matrice R. Slijedi da je 1 1,− −= =c R u d R v . Uvrštavanjem izraza za 
kontrolne vrijednosti u izraz za polje pomaka dobiva se  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1,u v− −= =x R x R u x R x R v .   (10) 
 

Ovdje ( ) 1−R x R  predstavlja funkcije oblika ( ) ( ) 1−=Φ x R x R ,  

( ) ( ) ( ) ( ), .u v= =x Φ x u x Φ x v     (11) 
Ovako izvedene funkcije oblika imaju Kronecker delta svojstvo. Parcijalne derivacije 
funkcija oblika računaju se prema ( ) ( ) ( ) ( )1 1

, , , ,;x x y y
− −= =Φ x R x R Φ x R x R . 

 

3.3 Diskretizacija formulacije 
Prema Hookeovom zakonu, komponente naprezanja mogu se prikazati pomoću čvornih 
nepoznatih varijabli prema [5] 

1

N

j j
j=

= ∑σ DB v ,    (12) 

gdje je D matrica koja povezuje naprezanja i deformacije, jB matrica koja povezuje 

deformacije i pomake, jv vektor čvornih varijabli i N broj čvorova u području utjecaja 
za trenutni čvor. Komponente vektora t izračunavaju se prema [2] 

1

N

j j
j=

= = ∑t Nσ NDB v ,     (13) 



95 

gdje je N matrica kosinusa smjera normale na površinu sΓ podpodručja sΩ . 
 Pomoću (13) uzevši u obzir da je težinska funkcija konstantna i uz zanemarenje 
volumenskih sila, može se (4) napisati u diskretiziranom obliku 

1

d d d
s su st

N

j j j
j L Γ Γ

Γ Γ Γ
=

 
+ = −  

 
∑ ∫ ∫ ∫NDB NDB v t .  (14) 

Izraz (14) predstavlja diskretiziranu slabu lokalnu formu koja obuhvaća N čvorova u 
području utjecaja. Primjenjujući izraz (14) za sve čvorove, dobiva se globalna 
jednadžba proračunskog modela. 

4. NUMERIČKI PRIMJERI 
 

Kao prvi primjer uzeta je konzola opterećena silom na kraju, prema slici 4.1. Odnos 
duljina stranica je / 4a b = . Konstante materijala su 2200 000 N/mmE = , 0.3ν = . 
Kao bazne funkcije uzete su B-spline 2. i 3. stupnja po osima x i y. Rezultati Av  su 

normirani poznatim analitičkim rješenjem [6] A
av . 
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Slika 4.1. Konvergencija normiranog progiba konzole opterećene silom 
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Slika 4.2. Konvergencija normiranog progiba konzole opterećene raspodijeljenim opterećenjem 
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Iz slike 4.1 vidljivo je da predložena formulacija daje točnije rješenje s manjim brojem 
stupnjeva slobode, a uz to je bitno napomenuti da je uspoređena formulacija s RBF 
MQ vremenski zahtijevnija za postizanje iste točnosti u smislu za istu točnost potreno 
je veće područje utjecaja i veći broj Gaussovih točaka integracije. 
 Kao drugi primjer uzeta je konzola opterećena jednoliko raspodijeljeno, prema slici 
4.2. U odnosu na konzolu sa slike 4.1 promijenjeno je samo opterećenje. Iz slike 4.2 
vidljiva je osjetljivost rješenja (točnost) na izbor parametara u RBF MQ. 

5. ZAKLJUČAK 
 

U radu je prikazana nova numerička metoda temeljena na lokalnoj Petrov-Galerkin-
ovoj formulaciji. Metoda ne koristi mrežu ni za integraciju ni za interpolaciju, pa je 
stoga bezmrežna. Polje pomaka je pretpostavljeno kao linearna kombinacija baznih 
funkcija i čvornih kontrolnih vrijednosti. Za bazne funkcije su uzete B-spline bazne 
funkcije. B-spline bazne funkcije imaju prednosti pred najčešće korištenim radijalnim 
baznim funkcijama (RBF) i pred aproksimacijskom shemom pomičnih najmanjih 
kvadrata (MLS). RBF imaju parametre oblika koji utječu na točnost rješenja i 
kompliciranije izraze za derivacije, dok MLS nema Kronecker delta svojstvo i 
izračunavanje funkcija oblika i njihovih derivacija je vrlo složeno. B-spline imaju vrlo 
jednostavan oblik i dobra se rješenja postižu s malim brojem čvorova u području 
utjecaja (support domain). 
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MJEŠOVITA BEZMREŽNA FORMULACIJA ZA 
RJEŠAVANJE PROBLEMA SAVIJANJA TANKIH PLOČA 
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Sažetak: Predložen je novi bezmrežni numerički postupak za rješavanje problema savijanja 

tankih ploča koji se temelji na mješovitoj MLPG (Meshless Local Petrov-Galerkin) metodi,  
gdje je uz polje pomaka neovisno aproksimirano i polje deformacija. Oba polja aproksimirana 
su pomoću MLS (moving least square) funkcija u ravnini srednje plohe, dok su u smjeru 
normale primijenjeni jednostavni interpolacijski polinomi. Diskretizacija je provedena pomoću 
parova čvorova koji se nalaze na gornjoj i donjoj plohi ploče oko kojih su za lokalno definirana  
područja pomoću Petrov-Galerkinova postupka izvedene slabe forme uvjeta ravnoteže. Pomoću 
odgovarajućih transformacija izveden je diskretizirani globalni sustav jednadžbi u kojem su 
nepoznate vrijednosti samo čvorni pomaci. Predložena formulacija manje je osjetljiva na pojavu 
„shear locking“ efekta od formulacija temeljenih na metodi pomaka, a „thickness locking“ efekt 
eliminiran je uvođenjem dodatnih čvornih parametara u aproksimacijsku funkciju deformacija. 
 
Ključne riječi: MLPG , mješovita formulacija, tanke ploče, MLS 

    
1 UVOD 
 
Do sada je razvijeno više bezmrežnih formulacija za analizu ploča i ljusaka [3-8], 
međutim većina tih metoda se temelji na  nekoj od klasičnih teorija ljusaka te ne sadrže 
sve komponente tenzora naprezanja [4-6, 8]. Nadalje, u tim je formulacijama 
aproksimirano samo polje pomaka što uzrokuje nepoželjne numeričke „shear locking“ 
efekte pri analizi tankostjenih konstrukcija, čije uklanjanje zahtijeva postavljanje 
dodatnih ograničenja [4,8] ili smanjuje numeričku učinkovitost razvijenih formulacija 
[3, 6]. 
 U ovom radu razvijena je nova mješovita MLPG (Meshless Local Petrov-Galerkin 
Method) bezmrežna metoda [2] za analizu tankih ploča. Za razliku od do sada 
objavljenih bezmrežnih metoda za analizu tankostjenih konstrukcija, u predloženoj 
metodi je uz polje pomaka aproksimirano i polje deformacija. Nadalje, metoda se 
temelji na tzv. „solid-shell“ principu koji omogućava ugradnju kompletnih 
trodimenzijskih materijalnih modela. 
 Diskretizacija je provedena pomoću parova čvorova koji se nalaze na gornjoj i 
donjoj plohi ploče. Oko čvorova definirana su cilindrična lokalna podpodručja za koje 
su pomoću Petrov-Galerkinova postupka izvedene tzv. simetrične slabe forme uvjeta 
ravnoteže (LSWF) [1]. Pri tome su korištene test funkcije koje su linearne u smjeru 
normale na srednju plohu ploče. U tako dobivenim integralnim jednadžbama 
aproksimirano je samo polje deformacija. Zatvoreni globalni sustav jednadžbi u kojem 
su neovisne varijable samo čvorni pomaci dobiva se izračunavanjem vrijednosti 
komponenata deformacija u čvorovima pomoću neovisno aproksimiranih komponenata 
pomaka. Oba polja aproksimirana su jednakim MLS (moving least square) funkcijama 
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[1] u ravnini srednje plohe, dok su u smjeru normale primijenjeni jednostavni 
interpolacijski polinomi.  
 Pojava „thickness locking“ efekta eliminirana je uvođenjem dodatnih čvornih 
parametara u aproksimacijsku funkciju polja deformacija. Za razliku od bezmrežnih 
metoda temeljenih na standardnoj metodi pomaka, razvijena mješovita MLPG metoda 
mnogo je manje osjetljiva na pojavu „shear locking“ efekta te je moguće postići 
konvergenciju rješenja uz primjenu MLS funkcija nižeg reda, što uvelike povećava 
numeričku učinkovitost. Točnost i učinkovitost predložene metode pokazani su u 
numeričkim primjerima. 
 
2 MLPG MJEŠOVITA FORMULACIJA 
 
2.1 Kinematika pločastog kontinuuma 
U skladu sa „solid-shell“ konceptom, pomaci u kontinuumu ploče opisani su pomoću 
izraza 
 ( ) ( ) ( ) ( )

3 3
k k u k lu X u X uα β= + , (1) 

u kojima ( )k uu  i ( )k lu  predstavljaju pomake na gornjoj, odnosno donjoj plohi ploče 

prema slici 1. Funkcije ( )3Xα  i ( )3Xβ  definirane su pomoću izraza 

 ( ) ( )
3 3

3 31 1;
2 2

X XX X
h h

α β= + = −  (2) 

u kojima h predstavlja debljinu ploče. Raspodjela deformacija pretpostavljena je 
analogno raspodjeli pomaka 
 ( ) ( ) ( ) ( )

3 3
ij ij u ij lX Xε α ε β ε= + , (3) 

gdje su ( )ij uε  i ( )ij lε  deformacije u točkama na gornjoj, odnosno donjoj plohi ploče. 
 

 
Sl. 1. Diskretizacijska shema  

 
2.2 Osnovne jednadžbe u MLPG formulaciji 
Ako se oko parova čvorova ( )

k
I uX  i ( )

k
I lX ; 1,2,...,I N= , koje se nalaze na gornjoj, 

odnosno donjoj plohi ploče, definiraju cilindrična lokalna podpodručja I
sΩ  prema slici 
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1, moguće je zapisati jednadžbe ravnoteže za svaku lokalnu subdomenu I
sΩ  pomoću 

Petrov-Galerkinovog principa [1] u tzv. slaboj simetričnoj formi (LSWF)  
 ,d d d ( )d 0

I I I I
s s s su

ki i ki j ij ki i ki i i
Γ Γ

v t v v b v u u Γσ α
Ω Ω

Γ − Ω + Ω − − =∫ ∫ ∫ ∫ . (4) 

Pri tome je ijσ  tenzor naprezanja, ib  je vektor volumnih sila, it  označava vektor 

naprezanja na I
sΓ , a ( ); 1,2,3j

ki kiv v X kδ= = , gdje je kiδ  Kroneckerov delta simbol, 

opisuje vektor testne funkcije. I
sΓ  je ploha koja omeđuje  I

sΩ , a I
suΓ  onaj dio I

sΓ  na 
kojem su zadani rubni uvjeti pomaka iu   koji su u (4) a priori zadovoljeni primjenom 
kaznene metode sa kaznenim faktorom 1α >> . Ako se kao testna funkcija odabere 
 ( ) 3

0 1
jv X c c X= + , (5) 

gdje su 0c  i 1c  proizvoljno odabrane realne konstantne veličine, moguće je, u skladu s 
mješovitom MLPG formulacijom predstavljenom u [2], jednadžbu (4) uz pomoć 
Hookeovog zakona te dobro poznatih izraza za vektor naprezanja i j ijt n σ=  
napisati u obliku 

 ( )3 3 3 3

3 3 3

d d d d d d .

, d d d d

d d d ,

I I I I I I
S Su su St s su

I I I I
s S Su su

I I I
St s su

ijkl kl j ijkl kl j i i i i
L Γ L Γ

j ijkl kl ijkl kl j ijkl kl j i
L Γ

i i i
L Γ

C n C n u Γ t b u Γ

X C X C n X C n X u Γ

X t X b X u Γ

ε ε α α

ε ε ε α

α

Γ Ω

Ω Γ

Ω

− Γ − Γ + = Γ + Ω +

Ω − Γ − Γ + =

= Γ + Ω +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 (6) 

gdje su komponente deformacije klε  i pomaka iu  zavisne varijable. U izrazu (6), ploha 
I
sΓ  je podijeljena na tri dijela tako da vrijedi I I I I

s s su stLΓ = ∪Γ ∪Γ , gdje je I
sL  onaj dio 

I
sΓ  koji se nalazi unutar kontinuuma ploče, a  I

stΓ  onaj dio I
sΓ  na kojem su zadane 

vrijednosti površinskih sila it . jn  predstavlja jedinični vektor vanjske normale na I
sΓ , a 

ijklC  je materijalni tenzor. 
 Ako se uzme u obzir da su raspodjele pomaka i deformacija pretpostavljene u 
skladu s (1) i (3), onda je jasno da za svaki par čvorova ( )

k
I uX  i ( )

k
I lX , odnosno svaku 

lokalnu subdomenu I
sΩ , postoji ukupno 18 nepoznanica. Budući da (6) predstavlja 6 

jednadžbi za svaku I
sΩ , za svaki par čvorova postavljeni su dodatni uvjeti  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , , ,
1 1;
2 2

k k k k k k
i j j i i j j iij u I u I u I u ij l I l I l I lX u X u X X u X u Xε ε   = + = +      

. (7) 

Izrazi (7) predstavljaju vrijednosti deformacija u gornjem, odnosno u donjem čvoru. 
     

3 DISKRETIZACIJA PLOČASOG KONTINUUMA 
 

Ako se ( )ij uε , ( )ij lε , ( )k uu i ( )k lu aproksimiraju u ravnini srednje plohe jednakim MLS 

funkcijama, moguće je funkcije pomaka i deformacija zapisati pomoću izraza 
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gdje su komponente deformacije klε  i pomaka iu  zavisne varijable. U izrazu (6), ploha 
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Izrazi (7) predstavljaju vrijednosti deformacija u gornjem, odnosno u donjem čvoru. 
     

3 DISKRETIZACIJA PLOČASOG KONTINUUMA 
 

Ako se ( )ij uε , ( )ij lε , ( )k uu i ( )k lu aproksimiraju u ravnini srednje plohe jednakim MLS 

funkcijama, moguće je funkcije pomaka i deformacija zapisati pomoću izraza 
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gdje su funkcije oblika za pomake i deformacije jednake 
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MLS funkcija oblika za čvor J. ˆ Ju  i ˆ Jε  su vektori nepoznatih čvornih veličina 
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Važno je napomenuti da MLS funkcije ne interpoliraju vrijednosti u čvorovima. Više 
informacija o svojstvima i izračunavanju MLS funkcija može se pronaći u [1, 3]. 

Pomoću izraza (8), jednadžbe (6) mogu se napisati u diskretiziranom obliku  

 
( )

1 1

3 3
1

1

3 3

1

ˆ ˆd d d

d d d ,

ˆd d d

ˆd d

I I I
S Su su

I I I
St s su

I I I
s S Su

I I
su St

N N
u

J J J J J
J JL Γ

L Γ

N
T

J J J J
J L

N
u
J J

J Γ L

Γ

Γ

X X

X Γ X

ε ε

Γ

Ω

ε ε ε

Ω Γ

Γ Γ α

Γ Ω α

Ω Γ Γ

α Γ

= =

=

=

  
  − − + =
     

= + +

 
 ∇ − − +
 
 

 
 + = +
 
 

∑ ∑∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

N DΦ N DΦ ε Φ u

t b u

v DΦ N DΦ N DΦ ε

Φ ε t 3 3d d .
I I
s suΓ

X X Γ
Ω

Ω α+∫ ∫b u

 (11) 

U (11), N sadržava komponente vanjskog jediničnog vektora normale na I
sΩ , D 

opisuje materijalni tenzor, b je vektor volumnih sila, a 1∇v  predstavlja gradijent 
linearnog dijela test funkcija. t  i u  su zadani vektori površinskih sila, odnosno 
pomaka.  

Uz pretpostavku da za deformacije u čvorovima vrijedi ( ) ( )ˆh
ij u ij uε ε≈  i ( ) ( )ˆh

ij l ij lε ε≈ , 

pomoću izraza (7) i (8) mogu se izračunate čvorne deformacije zamijeniti s čvornim 
pomacima pomoću sljedećih relacija 

 ( )( ) ( )( )
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ;
N N

k k
Ju M M Jl M MJu Ju

M M
X X

= =

= =∑ ∑ε B u ε B u . (12) 

Pojava nepoželjnog „thickness locking“ efekta eliminirana je modificiranjem 
čvornog  parametra za izračunavanje 33ε  
 ( ) ( ) ( ) ( )33 33 33 33

ˆ ˆ ˆ ˆ0,5 ; 0,5u u
J JJu Ju Ju Juh hε ε ε ε= + Λ = − Λ , (13) 

gdje je parametar ( )( )33 3

3
, , 0h

J JX XαεΛ = = , pri čemu su ( )
3, 0JX Xα =  koordinate točaka  

koje se nalaze na srednjoj plohi između gornjeg i donjeg čvora. Vrijednosti parametara 
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JΛ  u ovisnosti o  nepoznatim čvornim vrijednostima pomaka ˆ Mu mogu se dobiti ako 
se u tim točkama postavi dodatni uvjet ravnoteže u smjeru normale na srednju plohu. 

Ako se (12) i (13) uvrsti u (11), dobiva se globalni diskretizirani sustav jednadžbi u 
kojem su nepoznanice samo čvorne vrijednosti pomaka ˆ Mu . 
 
4 NUMERIČKI PRIMJER 
 

 Sl. 2. Kvadratna ukliještena ploča: diskretizacija (lijevo) i brzina konvergencije (desno)  
 

Analizirana je kvadratna ploča duljine stranica 100a = i debljine 1h = , ukliještena 
po vanjskim rubovima i opterećena kontinuiranim konstantnim opterećenjem 0.1q = . 
Materijal je linearno elastičan s modulom elastičnosti 510.92 10E = ⋅  i Poissonovim 
koeficijentom 0.3ν = . Zbog simetrije, samo je jedna četvrtina ploče diskretizirana 
pomoću jednoliko raspoređenih čvorova prema slici 2. 

Provedena je analiza brzine konvergencije rješenja za točku u središtu ploče u 
ovisnosti o broju stupnjeva slobode proračunskog modela, a rezultati su prikazani na 
slici 2. Dobiveni rezultati uspoređeni su sa vrijednostima dobivenim pomoću MLPG 
algoritma koji se temelji samo na aproksimaciji pomaka [7], gdje je korištena MLS 
funkcija 4. reda. Sve vrijednosti normalizirane su pomoću teorijskog rješenja iz [9].  

Vidljivo je da je konvergencija rješenja predložene  mješovite metode brža iako su 
korištene MLS funkcije nižeg reda. Primjenom algoritma iz [7] s MLS funkcijama 
nižeg reda, konvergenciju nije moguće postići.  

 
5 ZAKLJUČAK 

     
Izvedena je nova mješovita MLPG formulacija za analizu tankih pravokutnih ploča, 

temeljena na neovisno aproksimiranim poljima pomaka i deformacija. Diskretizacija je 
provedena pomoću čvorova koji se nalaze na gornjoj i donjoj plohi ploče. Pomoću 
lokalnog Petrov-Galerkinova postupka izvedene su simetrične slabe forme uvjeta 
ravnoteže, gdje je aproksimirano polje deformacija, a rubni uvjeti pomaka zadovoljeni 
su pomoću kaznene metode. Zamjenom čvornih vrijednosti komponenata deformacija s  
neovisno aproksimiranim komponentama pomaka, dobiva se zatvoreni globalni sustav 
jednadžbi u kojem su neovisne varijable samo čvorni pomaci. Oba polja aproksimirana 
su pomoću MLS funkcija u ravnini srednje plohe, dok su u smjeru normale 
primijenjeni linearni polinomi. “Thickness locking“ efekt eliminiran je uvođenjem 
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dodatnih čvornih parametara u aproksimacijsku funkciju deformacija. Predložena 
formulacija posjeduje dobru konvergenciju rješenja i pri korištenju MLS funkcija nižeg 
reda, a numerički je značajno učinkovitija od formulacija temeljenih samo na 
aproksimaciji pomaka. 
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ALGORITAM ZA PRORAČUN VLAŽNOG ZRAKA KAO 
RADNOG MEDIJA STROJNOG SUSTAVA  

  
Jurić, Z. & Kulenović, Z. 

 
Sažetak: U radu je prikazana analiza promjene stanja fluida u pneumatskom sustavu klipnog 
kompresora, promatranog kao vlažni zrak (smjesa idealnih plinova, zraka i vodene pare). 
Uspostavljene su diferencijalne jednadžbe kojima je opisan kontinuirani dinamički model, a 
pomoću MATLAB-a izvedena je simulacija promjena stanja fluida. Kao rezultati simulacija 
prikazane su promjene stanja fluida, te napravljena usporedba pri istoj početnoj temperaturi i 
različitim vlažnostima vlažnog zraka. 
 
Ključne riječi: vlažni zrak, klipni kompresor, dinamička simulacija. 

 
1 UVOD 

  
Prilikom razmatranja procesa u strojnim sustavima u kojima se kao radni medij ili fluid 
koristi zrak, on se redovito, zbog pojednostavljenja proračuna, opisuje kao suhi zrak 
odnosno kao idealni plin. Analiza problema i dobivena rješenja na taj se način mogu 
smatrati približnim, iako dobiveni rezultati obično malo odstupaju od očekivanih. 

Međutim, kako bi proračunske uvjete što više učinili realnim, a time i dobivena 
rješenja približili točnim, zrak je potrebno promatrati kao smjesu idealnih plinova 
(suhog zraka i vodene pare) i kondenzirane vlage. Naime, tijekom procesa ekspanzije i 
kompresije vlažnog zraka, osim temperature i gustoće, mijenjaju se i druga njegova 
termodinamička svojstva što može dovesti do odstupanja dobivenih rezultata pri 
proračunu. 

Temeljem navedenog, u radu je izveden algoritam proračuna vlažnog zraka kao 
radnog medija koji se može koristiti i kao potprogram u proračunima i simulacijama 
strojnih sustava i procesa pri konstruiranju i u eksploataciji. U radu je prikazan 
simulacijski model klipnog kompresora pomoću programskog paketa MATLAB-
Simulink. Kao rezultati simulacije prikazana je usporedba promjene stanja vlažnog 
zraka iste početne temperature i različitih vlažnosti u p-v dijagramu. 

 
2 OPIS KLIPNOG KOMPRESORA 

   
Iako je to jedna od najranijih konstrukcija kompresora, njegova klipna izvedba (slika 
1.) danas se još uvijek koristi u mnogim aplikacijama (kućne i industrijske) u kojima 
postoje zahtjevi za malim volumenom i visokim tlakom [5]. U klipnim kompresorima, 
zrak se komprimira u komori koja je definirana stjenkom cilindra i klipom. Pozicija 
klipa koji je spojen na klipnjaču u cilindru, određena je položajem koljenastog vratila. 
Kako se koljenasto vratilo okreće, klip se pomiče prema donjoj mrtvoj točki  
povećavajući veličinu komore i usisava u nju zrak kroz usisni ventil. Ovaj proces 
usisavanja nije toliko bitan za analizu opterećenja njegovih strojnih elemenata, koliko 
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Sl. 1. Dvostupnjevani klipni kompresor 

 
je važan utjecaj sadržaja primjesa u usisanom zraku na rad kompresora. Naime, 
neobrađeni zrak pri atmosferskom pritisku sadrži velike količine vode i drugih 
nečistoća kao što su kapljice ulja i čestice prašine. Kada se zrak sabije, koncentracija 
vlage i drugih nečistoća se povećava. Kada bi se dopustilo da one ostanu u sustavu, ta 
korozivna mješavina štetno bi utjecala na pneumatsku opremu, izazivajući neželjene 
zastoje u proizvodnji, kvalitet proizvoda i smanjenju radnog vijeka opreme. Iz tog 
razloga u sustave se ugrađuju različiti filtri i sušioci [5]. 

Kada klip dosegne donju mrtvu točku, cilindar promijeni svoj smjer gibanja i počne 
se kretati prema gornjoj mrtvoj točki smanjujući na taj način veličinu komore. U tom 
dijelu procesa zraku se povećava tlak i temperatura, a mijenjanju se i sva druga 
termodinamička svojstva [6]. Za  analizu promjena stanja zraka važno je poznavati 
promjene specifičnog volumena, tlaka i temperature zraka tijekom kompresije za 
različite sadržaje vlage. Utjecaji ostalih parametara su zanemarivi. 

Kada klip dosegne najviši položaj u cilindru, komprimirani zrak se istiskuje kroz 
ispusni ventil na kućištu. 

 
3 MATEMATIČKI MODEL 

   
Matematički model klipnog kompresora analiziran je pomoću dva podsustava, 
mehaničkog koji opisuje gibanje klipnog mehanizma i termodinamičkog koji opisuje 
promjenu stanja vlažnog zraka. 

   
3.1 Mehanički podsustav 
Diferencijalna jednadžba translacijskog gibanja klipa kompresora glasi [4]: 

 02

2

=−++⋅ ukC FF
dt
dsk

dt
sdm  (1) 

gdje je: m – masa klipa, s – prijeđeni put klipa, k – koeficijent prigušenja,                    
FC – Coulumb-ova sila trenja, Fuk – ukupna sila koja djeluje na klip.  
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Coulumb-ova sila trenja koja djeluje na klip suprotno je usmjerena od gibanja klipa, 
te ona iznosi: 

 













−⋅=

dt
dssigFFF dsC ),(  (2) 

gdje je: Fs – statička sila trenja [N], Fd – dinamička sila trenja [N]. 
Diferencijalna jednadžba gibanja rotirajućih elemenata glasi: 

 02

2

=−++⋅ uktrr MM
dt
dk

dt
dI ϕϕ  (3) 

gdje je: I – moment tromosti rotirajućih masa, ϕ – kut zakreta, kr – koeficijent 
prigušenja, Mtr – moment trenja, Muk – ukupni moment koji djeluje na pojedini 
element.  

Mehanički podsustav izveden je pomoću MATLAB-Simulink SimMechanic alata. 
   

3.2 Termodinamčki podsustav (podsustav fluida) 
Pretpostavlja se da fluid u sustavu pokazuje svojstva idealnog plina. 

U tom slučaju njegova jednadžba stanja glasi: 
 p V = m Rs T (4) 
gdje je: p – tlak, V – volumen, m – masa fluida i T – temperatura fluida. 

Plinska konstanta Rs smjese suhog zraka i vodene pare iznosi: 

 ( ) 
1

1
vzs RxR

x
R ⋅+⋅

+
=  (5) 

gdje je: x – sadržaj vlage, Rz – plinska konstanta zraka, Rv – plinska konstanta vodene 
pare. 

Diferencijrajući izraz (4) i kombinirajući ga s jednadžbom energije i prijenosa 
topline [3, 6], dobiva se izraz za promjenu tlaka: 

 
dt
dV

V
p

dt
dm

V
RT

dt
dp iκκ −=  (6) 

Prvi izraz na desnoj strani jednakosti jednadžbe (6) se zanemaruje budući da se 
tijekom simulacije promatra isključivo proces kompresije zraka, pa on dobiva oblik: 

 
dt
dV

V
p

dt
dp κ−=  (7) 

gdje je: κ - odnos specifičnih toplina (eksponent adijabate). 
Rad otvorenog sustava prema prvom stavku termodinamike glasi: 
 dq=dh – vdp (8) 

gdje je: q – izmjena toplina radnog medija s okolinom, h – entalpija, v – specifični 
volumen i p – tlak fluida. 

Budući da se kompresija fluida promatra kao adijabatski proces, odnosno proces 
bez izmjene topline, izraz (8) prelazi u oblik: 

 dh = v dp (9) 
Entalpija h vlažnog zraka s kondenziranom vlagom iznosi [1]: 

 h = 1.005T + xs(2500+(1.926T)) + 4.186 ∆x T (10) 
gdje je: T – temperatura zraka, xs – vlažnost zasićenja pri temperaturi T,                    
∆x – kondenzirana vlaga. 
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4 KONTINUIRANI SIMULACIJSKI MODEL 
 

Temeljem diferencijalnih jednadžbi gibanja klipnog mehanizma, i promjene stanja 
fluida, izveden je matematički model u Matlab-Simulinku. Model je prikazan na slici 
2. 

xu(1)+(2*r)+stetni

s (x)

dx

f(u)

dp
ddx

R^2*pi

dV

R^2*pi*u(1)
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Sl. 2. Simulacijski model klipnog kompresora 

 
5 REZULTATI SIMULACIJE I ZAKLJUČAK 

 
Računalnom simulacijom kompresije zraka kao smjesu idealnih plinova, suhog zraka i 
vodene pare, promatrana je promjena stanja te napravljena usporedba promjene stanja 
zraka s različitim početnim sadržajima vlage. Promatran je klipni kompresor 
karakteristika: hod klipa ventila s=50 mm, promjer klipa d=65 mm, nominalni broj 
okretaja n=800 min-1, snage na osovini P=1.5 kW.  

Kako je vidljivo iz slike 3. i slike 4., tehnički rad za kompesiju zraka raste s 
povećanjem sadržaja vlage u njemu, te najveću vrijednost ima na liniji zasićenja zraka. 
Međutim, ukoliko se u zraku nalazi kondenzirana vlaga, potrebni tehnički rad 
kompresije naglo opada, čime je potreba snage pogonskog elementa, za isti nominalni 
broj okretaja, smanjena. Ova je pojava opisana u [1]. 

Što se tiče opterećenja strojnih djelova, iz slike 3. može se uočiti da je pri većem 
sadržaju vlage u zraku opterećenje strojnih djelova dugotrajnije, ali s manjim 
intenzitetom, dok je pri manjem sadržaju vlage ono kratkotrajnije, ali s većim 
inenzitetom. Za dinamičko opterećenje elemenata prihvatljiviji je prvi slučaj. 

Toplinsko opterećenje klipa i cilindra klipnog kompesora prikazano je na slici 6.  
Naime, na dijagramu je prikazana promjena stanja zraka tijekom kompresije, što u 
konačnici predstavlja i toplinsko opterećenje strojnih elemenata. Kako je vidljivo sa 
dijagrama povećanjem sadržaja vlage smanjuje se temperatura na kraju kompresije. 
Ovo se objašnjava time što je specifični toplinski kapacitet vode veći od zraka, čime se 
povećanjem sadržaja kondenzirane vlaga povećava i količina topline koju ona sadrži. 

Rezultati simulacije ukazuju na to da je provjeru dinamičkog opterećenja klipnog 
kompresora potrebno vršiti u slučaju relativne vlažnosti zraka od 100%, odnosno na 
liniji zasićenja vodene pare u zraku, kada su brzine promjena opterećenja najveće. Što 
se tiče toplinskog opterećenja, najnepovoljniji slučaj je kada je zrak potpuno suh, 
odnosno relativne vlažnosti 0%. 
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NUMERIČKO MODELIRANJE BIOLOŠKIH TKIVA  
 

Karšaj, I., Sansour, C. & Sorić, J. 
 

Sažetak: Ponašanje mekih tkiva može se modelirati pomoću hiperelastičnog konstitutivnog 
modela temeljenog na eksponencijalnoj slobodnoj energiji. Usmjerenost vlakana određena je 
preko strukturalnog tenzora. Takav način formulacije slobodne energije omogućuje opisivanje 
anizotropne strukture mekih tkiva pomoću izotropnih izraza. Izvedena formulacija po prvi put 
donosi mehanizam kojim se može numerički modelirati zakretanje kolagenskih vlakana ovisno 
o veličini i smjeru djelovanja opterećenja.  
 
Ključne riječi: meka tkiva, kolagenska vlakna, hiperelastični model, zakretanje vlakana. 

 
1 UVOD 

 
Histološki, meka biološka tkiva sastoje se od različitih vrsta stanica, kao što su npr. 
mišićne stanice, te međustanične matrice građene od različitih proteina (elastin, 
kolagenska vlakna). Mehaničko ponašanje mekih tkiva uglavnom se može promatrati 
kao posljedica ponašanja elastina i kolagenskih vlakana [1].  

Za što realnije numeričko modeliranje procesa deformiranja mekih tkiva potrebno 
je razmatrati utjecaj vanjskog opterećenja na promjenu usmjerenosti (reorientation) 
kolagenskih vlakana što postaje sve atraktivnije područje istraživanja u računalnoj 
biomehanici. Postoje različite pretpostavke o uzrocima promjene smjera vlakana, a kao 
dvije glavne mogu se navesti; 1) zakretanje kao posljedica deformacija (strain driven 
theory) koju je predložio Cowin [2] i Huiskes et. al [3], 2) zakretanje kao posljedica 
naprezanja (stress driven theory) prvi put izložena u Taber i Humphrey [4]. U skladu s 
ovim teorijama razvijeni su različiti modeli zakretanja, [5, 6, 7]. Svi razvijeni modeli 
su vrlo složeni i nisu bez nedostataka. 

Na osnovi pretpostavke da se zakretanje vrši prema pravcima glavnih naprezanja u 
ovom radu je modeliran mehanizam zakretanja materijalnih osi koje opisuju smjer 
kolagenskih vlakana ovisno o veličini i smjeru djelovanja opterećenja. Složena 
anizotropna struktura prikazana je pomoću dva jednostavna izotropna izraza. Izveden 
je konzistentni elastoplastični tangentni modul koji omogućuje kvadratičnu 
konvergenciju globalnog iteracijskog postupka u formulaciji konačnih elemenata, što 
znatno doprinosi smanjenju vremena računanja. 

Sve konstitutivne jednadžbe, integracijski algoritam kao i konzistentni 
elastoplastični tangentni modul izvedeni su u referentnoj konfiguraciji. Numeričkim 
primjerom pokazana je učinkovitost razvijenog algoritma. 
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2 KINEMATIKA KONTINUUMA 
   

Neka 3β ⊂ određuje tijelo u kontinuumu. Gibanje tijela β  može se prikazati 
jednoparametarskim preslikavanjem :t tϕ β β→ . Gdje je t ∈  vrijeme i tβ  je oznaka 
za tijelo u trenutnoj konfiguraciji. U nekom trenutku ot t=  česticama tijela može se 
pridružiti vektor položaja toβ∈X . Ta konfiguracija naziva se referentna konfiguracija. 
U trenutku t  česticama tijela pridružen je vektor tβ∈x . tβ  se naziva trenutna 
konfiguracija. Bez gubitka općenitosti u pristupu može se uzeti da je toϕ  jedinično 
preslikavanje koje omogućuje vezu između toβ  i β . Preslikavanje tada glasi 

( ): ( )t t tϕ ϕ =X x . Tangentno preslikavanje pridruženo tϕ  je gradijent deformiranja 

( )tF  koji preslikava vektorski prostor T βX  iz referentne konfiguracije u vektorski 
prostor tT βx  u trenutnoj konfiguraciji. 

Gradijent deformiranja F  može se rastaviti na sferni (dilatacijski) dio 1/3J I  i 
distorzijski dio F  

 
1
3J

 
=  

 
F I F  (14) 

gdje je det 0J = >F  Jacobijeva determinanta, a I  je jedinični tenzor. 
Razlikovat ćemo gradijente deformiranja, MF  koji se odnosi na matricu i FF  na 

vlakno pri čemu je pretpostavljena je sljedeća njihova međusobna veza 
 F M=F MF . (15) 

Ovdje je M  trenutni strukturalni tenzor određen relacijom 
 T

o=M QM Q . (16) 
Tenzor oM  je strukturalni tenzor koji određuje početnu usmjerenost vlakna i zadan je 
vektorskim umnoškom pravaca koji određuju smjer vlakana 

 o = ⊗M v v , (17) 
dok je Q  je tenzor koji opisuje zakret vlakna prilikom procesa deformiranja. 

U skladu s prethodnim definicijama izvode se desni Cauchy-Greenovi tenzori 
deformiranosti na sljedeći način 

 T=C F F , (18) 

 
2

T
3M MM J

−
= = =C C F F C  (19) 

 T T
F F F= =C F F M CM  (20) 

koji se odnose na matricu MC  i vlakno FC . Oznaka  ukazuje da se veličina odnosi 
na distorzijski dio. 

  
3 KONSTITUTIVNI MODEL 

 
Pretpostavlja se da je elastično ponašanje tijela potpuno određeno slobodnom 
energijom ψ  koja se može prikazati kao zbroj dijela koji se odnosi na matricu Mψ  i 
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dijela koji određuje ponašanje vlakna Fψ . U skladu s tim pretpostavlja se postojanje 
slobodne energije u sljedećem obliku  
 ( ) ( )M F Fψ ψ ψ= +C C , (21) 

a uz pomoć izraza (20) vrijedi relacija  
 ( ) ( )T

M Fψ ψ ψ= +C M CM . (22) 

Kao što se može zamijetiti slobodna energija zadana je u referentnoj konfiguraciji.  
Kada je jednom određen oblik slobodne energije, slijedi formulacija disipacijske 

nejednakosti. Ona je određena kao razlika gustoće snage naprezanja i gradijenta 
promjene energije  

 M F
o M o F

1: 0
2

D ρ ψ ρ ψ= − − ≥S C , (23) 

gdje je S  drugi Piola – Kirchhoffov tenzor naprezanja, M
oρ  gustoća matrice, a F

oρ  
gustoća vlakna u referentnoj konfiguraciji. Nadalje, ako se u obzir uzme oblik slobodne 
energije prikazan jednadžbom (22), disipacijska nejednakost može se napisati u obliku 

 M F FM F F
o o o

1 1 1 1: : : : 0
2 2 2 2

D ψ ψ ψρ ρ ρ∂ ∂ ∂
= − − − ≥

∂ ∂ ∂
S C C C M

C C M
 (24) 

Iz uvjeta (24) koji mora biti ispunjen za sve realne slučajeve, Colleman-Noll 
procedura, izvode se izrazi za tenzor naprezanja 

 M F= +S S S , (25) 
gdje je MS  predstavlja naprezanje matrice i ima oblik 

 M M
M o2 ψρ ∂

=
∂

S
C

, (26) 

dok je naprezanje u vlaknu dano kao 

 M F
F o2 ψρ ∂

=
∂

S
C

. (27) 

Disipacijska nejednakost sada ima reducirani oblik 
 rD = ≥WΓ : 0 . (28) 

U jednadžbi (28) W  predstavlja brzinu promjene tenzora zakreta zadanu kao 
T=W Q Q , a Γ  je termodinamička sila koja ima sljedeći oblik 

 F F F
o

ψ ψρ ∂ ∂ = − ∂ ∂ 
M M

M M
Γ  (29) 

Za određivanje zakretanja kolagenskih vlakana uzrokovano vanjskim opterećenjem, 
pretpostavlja se linearna veza između termodinamičke sile i brzine promjene 
strukturalnog tenzora.  

  
4 NUMERIČKA FORMULACIJA 

 

Tenzor zakreta Q  je element Lie grupe ( )33,SL+ , a brzina promjene strukturalnog 

tenzora W  je član Lie algebre. Stoga se u vremenskoj integraciji može koristiti 
eksponencijalno preslikavanje u obliku 
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Disipacijska nejednakost sada ima reducirani oblik 
 rD = ≥WΓ : 0 . (28) 

U jednadžbi (28) W  predstavlja brzinu promjene tenzora zakreta zadanu kao 
T=W Q Q , a Γ  je termodinamička sila koja ima sljedeći oblik 

 F F F
o

ψ ψρ ∂ ∂ = − ∂ ∂ 
M M

M M
Γ  (29) 

Za određivanje zakretanja kolagenskih vlakana uzrokovano vanjskim opterećenjem, 
pretpostavlja se linearna veza između termodinamičke sile i brzine promjene 
strukturalnog tenzora.  

  
4 NUMERIČKA FORMULACIJA 

 

Tenzor zakreta Q  je element Lie grupe ( )33,SL+ , a brzina promjene strukturalnog 

tenzora W  je član Lie algebre. Stoga se u vremenskoj integraciji može koristiti 
eksponencijalno preslikavanje u obliku 
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 ( )1
exp

n n
T

+
= ∆Q W Q . (30) 

Ovdje je T∆  vremenski prirast zadan za neka dva trenutka [ ]1,n nt t + . U trenutku nt  
pretpostavlja se da su poznati pomaci i unutarnje varijable, a njihove nove vrijednosti  
moraju se odrediti u trenutku 1nt + . Ekponencijalno preslikavanje osigurava egzaktnu 
integraciju diferencijalnih jednadžbi po vremenu i uzima u obzir postojanje velikih 
elastičnih deformacija. Kako bi se postiglo rješenje nelinearne jednadžbe predstavljene 
disipacijskom nejednakosti potrebno je inkrementalno tražiti vrijednost tenzora zakreta 

1n+
Q  i zatim u skladu s tim novim vrijednostima izračunati novi iznos tenzora 

naprezanja i strukturalnog tenzora za trenutak 1nt +  (update). Taj postupak se ponavlja 
inkrementalno sve dok razlika u vrijednostima između dvije iteracije ne postane 
zanemarivo mala. 

Za ovaj materijalni model izveden je konzistentni tangentni modul kao linearizacija 
drugog Piola-Kirchhoffovog tenzora naprezanja S  s obzirom na desni Cauchy-
Greenov tenzor C . Izraz za tangentni modul glasi 

 2∂ ∂
= =

∂ ∂
S S
E C

, (31) 

gdje je E  Lagrangeov tenzor deformacije. Uzimajući u obzir izraze (16) do (30) izraz 
za tangentni modul nakon provedenih odgovarajućih matematičkih operacija, može se 
prikazati u obliku 

 

( )
( )

( )

( )

1

F F

F explicit

F

explicit

2
ab abe igcd

f jstkl a b h
s t stcd e g i

f h j kl

ab e igcd
f jh

cd e g i
f h j kl

QS SWM
M Q W CS

QS WM
M Q W C

δ δ
−  ∂ ∂Γ∂ ∂∂∂  = −

  ∂ ∂ ∂ ∂Γ ∂∂  
∂ ∂Γ∂ ∂∂ +
∂ ∂ ∂ ∂Γ ∂


, (32) 

gdje indeksi označuju komponente prethodno spomenutih tenzora. Veličina b
aδ  

predstavlja Kroneckerov simbol. 
Na ovaj način izvedeni tangentni modul konzistentan je s integracijskim 

algoritmom što omogućuje kvadratičnu konvergenciju rješenja u globalnom 
Newtonovom iterativnom postupku. To znatno pridonosi numeričkoj učinkovitosti 
predloženog algoritma. 

 
5 NUMERIČKI PRIMJER 
5.1 Jednoosno opterećenje trake s usmjerenim vlaknima 
 
Modelirano je jednoosno opterećenje trake s usmjerenim vlaknima što predstavlja 
numeričku simulaciju procesa deformiranja biološkog mekog tkiva. Namjera je testirati 
učinkovitost algoritma koji opisuje zakretanje vlakana pri narinutom opterećenju. 
Tanka traka, prikazana slikom 1, opterećena je jednoliko raspodjeljenim opterećenjem 
na gornjem rubu u smjeru osi y . Pretpostavljeno je da vlakna imaju početni položaj od 
49,98° (prema [8]) u odnosu na os x . Traka je diskretizirana mrežom od 10 25×  
ljuskastih konačnih elemenata. 
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 Sl. 1. Geometrija i materijalni parametri 
 

Provedena su dva različita proračuna. U prvom slučaju traka se rasteže i algoritam 
koji opisuje mehanizam zakretanja vlakana se ne koristi, slika 2 a). Drugi proračun se 
odnosi na slučaj kada je mehanizam zakretanja uključen, a rezultati su prikazani na 
slici 2 b). Kao što se može zamijetiti na slici 2 a), kada se ne koristi algoritam koji 
opisuje zakretanje, vlakna ostaju u početnom položaju i u skladu s tim je izraženije 
deformiranje trake. Za razliku od toga u drugom slučaju vlakna se polako zakreću u 
smjeru opterećenja što se može primijetiti i na konačnom deformiranom obliku. Na taj 
je način je puno realnije opisano stvarno ponašanje bioloških tkiva.  

 
 

Sl. 2. Jednoosno opterećenje: a) bez uključenog modela zakretanja vlakana, b) s uključenim 
modelom zakretanja vlakana  

 
6 ZAKLJUČAK 

    
U ovom radu, kvazistatičko ponašanje mekih tkiva modelirano je pomoću 

hiperelastičnog konstitutivnog modela temeljenog na eksponencijalnoj slobodnoj 

49.92°

10
vlakno
matrica

3
 

slobodna energija (prema [8] i [9]): 

( )M
1 tr
2

cψ = −C 1  

( )( ){ }2T1
F 2

2

exp tr 1 1
2
k k
k

ψ  = − −  
MCM  

materijalni parametri (prema [8]): 
-37,64 10c = ×  MPa, 

-3
1 996,6 10 MPa,k = ×  

2 524,6k =  

x

y
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energiji. Usmjerenost vlakna određena je preko strukturalnog tenzora. Formulacija 
slobodne energije omogućuje opisivanje anizotropne strukture mekih tkiva pomoću 
izotropnih izraza. Izvedeni model po prvi put donosi mehanizam kojim se može 
numerički modelirati zakretanje kolagenskih vlakana ovisno o veličini i smjeru 
djelovanja opterećenja. U izvedenom algoritmu zakretanje vlakana dano je pomoću 
linearne ovisnosti brzine zakretanja vlakana i opterećenja. Točnost predložene 
formulacije potrebno je provjeriti provedbom eksperimenta, nakon čega se očekuje 
korekcija odgovarajućih parametara, što spada u daljnja planirana istraživanja. U 
potpunosti je razvijen konzistentni elastoplastični tangentni modul koji omogućuje 
kvadratičnu konvergenciju globalnog iteracijskog postupka u formulaciji konačnih 
elemenata, što znatno doprinosi smanjenju vremena računanja. 
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GRANIČNO OPTEREĆENJE HETEROGENOG ZAVARA S 
PUKOTINOM OPTEREĆENOG NA SAVIJANJE 

 
Kozak, D., Konjatić, P., Sertić, J., Gubeljak, N. & Matejiček, F.  

 
Sažetak: Danas se postupak reparaturnog zavarivanja koristi kao jedan od najčešćih postupaka 
popravljanja zavarenih komponenti strojarskih konstrukcija. Pri tome je dodatni materijal 
različitih mehaničkih svojstava od osnovnog materijala zavara. Zbog toga se ovaj članak bazira 
na istraživanju lomnog ponašanja zavarenog spoja sa prisutnom heterogenošću u zavaru. Kao 
primjer odabran je standardan uzorak mehanike loma za savijanje u tri točke kod kojih su 
prisutna tri različita materijala s pukotinom u sredini zavarenog spoja. Osnovni materijal 
konstrukcije je sučeono zavaren materijalom koji ima višu granicu tečenja, te reparaturno 
zavaren materijalom sa nižom granicom tečenja od granice tečenja osnovnog materijala. U 
materijalu s višom granicom tečenja prisutna je pukotina čija se duljina, kao i širina samog 
zavara sistematično varirala. Ukoliko zavar iskazuje plastično ponašanje, uobičajeno se kao 
provjera nosivosti konstrukcije izračunava granično opterećenje koje uvjetuje tečenje materijala 
po cijelom presjeku zavara i time dovodi do otkaza konstrukcije. Za odabrani uzorak numerički 
je određeno granično opterećenje za plastifikaciju preostalog ligamenta zavara. Materijali su 
modelirani kao elastični-idealno plastični. Postojeća rješenja u SINTAP proceduri ne 
obuhvaćaju rješenja za granično opterećenje s prisutnom heterogenošću materijala zavara. U 
ovom radu dana su rješenja za granično opterećenje zavarene komponente s greškom u 
heterogenom zavaru u ovisnosti o geometrijskim parametrima u obliku dijagrama.  
 
Ključne riječi: Heterogeni zavar, epruveta za savijanje u tri točke, pukotina, granično 
opterećenje 

 
1 UVOD 

 
Procjena cjelovitosti konstrukcija temelji se na rješenjima za granično opterećenje i 
faktor intenzivnosti naprezanja. Danas postoji kompendij s izvedenim rješenjima za 
različite konstrukcijske komponente [3, 4]. Rješenja za granično opterećenje ovakvih 
komponenti najčešće se određuju uz pomoć metode konačnih elemenata (MKE) ili 
eksperimentalno [1]. Ipak, nijedno od tih rješenja ne predviđa heterogenost materijala 
prilikom propagacije inicijalne pukotine iz jednog materijala u drugi. Takav slučaj je 
moguć kod raznorodnih materijala u zavarenom spoju, gdje je jedan materijal više, a 
drugi niže čvrstoće u odnosu na osnovni materijal.  

U ovom radu je uz pomoć MKE određeno granično opterećenje za 30 mogućih 
slučajeva geometrije lomno-mehaničke SE(B) epruvete opterećene na savijanje s 
prisutnim sučeono zavarenim I - spojem, izvedenim jednom polovinom od 
visokočvrstog, a drugom polovinom od niskočvrstog materijala. Geometrijski 
parametri poput omjera duljine pukotine i visine zavara a/W, vitkosti zavara W/2H 
(gdje H predstavlja širinu zavara) i udaljenosti vrška pukotine od linije staljivanja 
materijala zavara L sistematski su varirani [2]. Moguće ojačavanje materijala nije uzeto 
u obzir u MKE izračunima, kako bi se rezultati mogli usporediti s onima iz literature.  
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Ključne riječi: Heterogeni zavar, epruveta za savijanje u tri točke, pukotina, granično 
opterećenje 

 
1 UVOD 

 
Procjena cjelovitosti konstrukcija temelji se na rješenjima za granično opterećenje i 
faktor intenzivnosti naprezanja. Danas postoji kompendij s izvedenim rješenjima za 
različite konstrukcijske komponente [3, 4]. Rješenja za granično opterećenje ovakvih 
komponenti najčešće se određuju uz pomoć metode konačnih elemenata (MKE) ili 
eksperimentalno [1]. Ipak, nijedno od tih rješenja ne predviđa heterogenost materijala 
prilikom propagacije inicijalne pukotine iz jednog materijala u drugi. Takav slučaj je 
moguć kod raznorodnih materijala u zavarenom spoju, gdje je jedan materijal više, a 
drugi niže čvrstoće u odnosu na osnovni materijal.  

U ovom radu je uz pomoć MKE određeno granično opterećenje za 30 mogućih 
slučajeva geometrije lomno-mehaničke SE(B) epruvete opterećene na savijanje s 
prisutnim sučeono zavarenim I - spojem, izvedenim jednom polovinom od 
visokočvrstog, a drugom polovinom od niskočvrstog materijala. Geometrijski 
parametri poput omjera duljine pukotine i visine zavara a/W, vitkosti zavara W/2H 
(gdje H predstavlja širinu zavara) i udaljenosti vrška pukotine od linije staljivanja 
materijala zavara L sistematski su varirani [2]. Moguće ojačavanje materijala nije uzeto 
u obzir u MKE izračunima, kako bi se rezultati mogli usporediti s onima iz literature.  



116 

2 GRANIČNO OPTEREĆENJE ZA SE(B) LOMNO-MEHANIČKU 
EPRUVETU S HOMOGENIM MATERIJALOM ZAVARA 
 
U kompendiju rješenja za granično opterećenje komponenti, temelj predstavlja izraz za 
silu tečenja materijala u primjeru kad je cijela SE(B) epruveta izrađena od osnovnog 
materijala [1]: 
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a – duljina pukotine, S = 4W – duljina epruvete između oslonaca pri savijanju.  
Svojstva osnovnog materijala se uzimaju kao konstantna, dok svojstva dodatnog 
materijala (zavara) variraju o korištenoj elektrodi. Omjer granice tečenja dodatnog 
materijala u odnosu na osnovni materijal epruvete opisuje se uz pomoć faktora M 
(engl. yield strength mis-match factor): 
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gdje je σYW – granica tečenja dodatnog materijala. 
Zavarivački kodeks nalaže uporabu elektrode sa materijalom jednake ili više 

granice tečenja od materijala ploče (engl. overmatching - OM), pri čemu je M > 1. 
Rješenja za silu tečenja u tom primjeru dana su u bezdimenzijskom obliku, kao odnos 
prema sili tečenja u primjeru kad bi cijela epruveta bila napravljena iz osnovnog 
materijala [1]: 
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 Ipak, povećana uporaba visokočvrstih čelika natjerala je proizvođače na korištenje 
elektroda s nižom čvrstoćom, kako bi se osigurala dovoljno visoka žilavost materijala. 
U tom slučaju prisutan je efekt niže granice tečenja zavara (engl. undermatching - 
UM), gdje je M < 1. Tada  se sila tečenja materijala definira kao [1]: 
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3 MKE ANALIZA ZA SE(B) LOMNO-MEHANIČKU EPRUVETU S 
HETEROGENIM MATERIJALOM ZAVARA 
 
U praksi se nehomogeni zavari izvedeni u više prolaza s jednom polovinom izvedenom 
od materijala više (OM), a drugom polovinom od materijala niže čvrstoće u odnosu na 
materijal ploče (UM) koriste kod reparaturnog zavarivanja, gdje materijal niže čvrstoće 
osigurava dostatnu žilavost, a materijal više čvrstoće štiti od pojave pukotina. U tom 
slučaju se gore navedeni izrazi ne mogu koristiti, buduću su oni izvedeni za zavare koji 
su homogenog sastava. Konzervativan pristup bi bio izračunati silu tečenja kao da je 
cijeli zavar izveden kao UM. Taj pristup je blizak realnosti samo za omjer a/W=0,5, 
gdje je područje ispred pukotine od UM materijala, ali za pretpostavku kratke pukotine, 
sila tečenja epruvete bila bi podcijenjena. Takav pristup postaje sve više nerealan, kako 
se širina zavara 2H smanjuje. Naime, kako zavar postaje uži, njegov utjecaj na 
kompletno lomno ponašanje epruvete opada. U tom slučaju se može očekivati 
konvergencija rješenja onima koja su dobivena kad je cijela epruveta izvedena iz 
osnovnog metala.  
 U ovom radu je analiza fokusirana na 2D MKE analizu (pretpostavljeno stanje 
ravninske deformacije) SE(B) epruvete s pukotinom smještenom u sredini 
visokočvrstog materijala zavara (OM). Rješenja za granično opterećenje takve epruvete 
dana su u bezdimenzijskom obliku (FYM/FBM), uz varijaciju bitnih geometrijskih 
parametara: kao što je širina zavara: H=W/2, W/4, W/8, W/16, W/24 i duljina pukotine: 
a/W=0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5. Sve kombinacije dane su na slici 1, gdje se svaka 
naznačena točka može povezati s odgovarajućim MKE modelom. Zbog prisutne 
simetrije modelirana je samo 1/2 epruvete. 
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U ovom radu analiziran je slučaj u kojem visokočvrsti i niskočvrsti materijal zavara 
sa M=1,19 odnosno M=0,86, u odnosu na materijal ploče s granicom tečenja od 545 
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MPa, imaju jednak udjel. Ojačanje materijala, kao i promjene materijala u zoni utjecaja 
topline nisu uzeti u obzir. Detalj mreže konačnih elemenata sa širinom zavara od 
H=W/8 i duljinom pukotine od 0,3W prikazan je na slici 2. Broj elemenata i čvorova je 
1847 odnosno 5690, pri čemu prvi red elemenata ima veličinu od 100 µm. Svi 
materijali u spoju su modelirani kao elastični-idealno plastični, kako bi se dobiveni 
rezultati mogli usporediti s literaturom. Korišteni su izoparametrijski 8-čvorni konačni 
elementi s reduciranom integracijom, kako bi se izbjegli problemi nestišljivosti. Polje 
plastične deformacije je poprilično kompleksno kod ovako izvedenih zavara, što može 
otežati konvergenciju rješenja, naročito kod plitkih pukotina. 
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Sl. 2. Tipična mreža konačnih elemenata (H=W/8, a=0,3W) 

 
4 RJEŠENJA ZA SILU TEČENJA ZA SE(B) EPRUVETU S 
HETEROGENIM ZAVAROM I DISKUSIJA REZULTATA 
 
Inkrement sile, koja uzrokuje kontinuirano tečenje kroz preostali ligament, treba biti 
vrlo mali, kako bi se što preciznije odredio trenutak tečenja materijala. Granično 
opterećenje SE(B) epruveta s heterogenim zavarom za različite širine zavara 2H dano 
je u obliku FYM/FYB na slici 3, ovisno o udaljenosti vrška pukotine od linije spajanja 
dva materijala zavara L. Rezultati za vrijednost sile tečenja se najviše razlikuju za 
SE(B) epruvetu s najduljom pukotinom a/W=0,5 (L = 0) - za oko 17%. Povećanje 
širine nehomogenog zavara H pri konstantnoj udaljenosti između linije staljivanja i 
vrška pukotine L dovodi do smanjivanja vrijednosti sile tečenja FYM, generalno. 
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5 ZAKLJUČAK 
 

U radu su dana rješenja za granično opterećenje SE(B) lomno-mehaničke epruvete, 
koja sadrži pukotinu u sredini heterogenog zavara, u obliku dijagrama. Pri tome su 
varirani omjer duljine pukotine i visine zavara a/W, odnosno širina zavara 2H, kao 
najutjecajniji geometrijski parametri, uz zadržavanje konstantnog udjela visokočvrstog 
i niskočvrstog materijala u zavaru.  
Rješenja za silu tečenja za omjer a/W < 0,3 su slična OM rješenjima, zato što je ispred 
vrška pukotine još uvijek dovoljno dominantnog visokočvrstog materijala, dok je kod 
a/W=0,5 (L=0) prisutno rasipanje rezultata za silu tečenja (najviše oko 17%), ovisno o 
širini zavara. Tako je sila tečenja 6% veća u odnosu na silu tečenja za epruvetu od 
čistog osnovnog materijala (za primjer uskog zavara), odnosno za 11% manja ukoliko 
je zavar širine W/2. To su ujedno i najveća odstupanja, ukoliko bi se u izračun išlo 
idealizirano, odnosno kao da je cijela epruveta izrađena od osnovnog materijala.  

 
Literatura:  

[1] Kim, Y.-J., Schwalbe, K.-H., “Compendium of yield load solutions for strength mis-
matched DE(T), SE(B) and C(T) specimens“, Engineering Fracture Mechanics, Vol. 68, 
2001, str. 1137-1151. 
[2] Kozak, D., Vojvodič-Tuma, J., Gubeljak, N., Semenski, D., “Factors influencing the 
yielding constraint for cracked welded components“, Materials and Technology, Vol. 39 (1-
2), 2005, str. 29-36.  
[3] R6: “Assessment of the integrity of structures containing defects“, Nuclear Electric 
Procedure R/H/R6, Revision 3, 1998. 
[4] SINTAP: “Structural INTegrity Assessment Procedures for European Industry“, Final 
Revision, EU-Project BE 95-1462, Brite Euram Programme, 1999.  
 

Autori:  
Dražan Kozak, Sveučilište Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Strojarski fakultet u 
Slavonskom Brodu, Zavod za strojarske konstrukcije, Trg Ivane Brlić-Mažuranić 2, 
HR-35000 Slavonski Brod, tel. 035 446 188, fax 035 446 446, e-mail: dkozak@sfsb.hr, 
web stranica: http://www.sfsb.hr/djel.php?ko=dkozak  
Pejo Konjatić, Sveučilište Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Strojarski fakultet u 
Slavonskom Brodu, Zavod za strojarske konstrukcije, Trg Ivane Brlić-Mažuranić 2, 
HR-35000 Slavonski Brod, tel. 035 446 188, fax 035 446 446, e-mail: pekon@sfsb.hr, 
web stranica: http://www.sfsb.hr/djel.php?ko=pekon 
Josip Sertić, Sveučilište Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Strojarski fakultet u 
Slavonskom Brodu, Zavod za strojarske konstrukcije, Trg Ivane Brlić-Mažuranić 2, 
HR-35000 Slavonski Brod, tel. 035 446 188, fax 035 446 446, e-mail: jsertic@sfsb.hr, 
web stranica: http://www.sfsb.hr/djel.php?ko=jsertic 
Nenad Gubeljak, Univerza v Mariboru, Fakulteta za strojništvo, Inštitut za 
konstruiranje in oblikovanje, Smetanova 17, SI-2000 Maribor, Slovenija, tel. 00386 2 
220 7660, fax 00386 2 220 7990, e-mail: nenad.gubeljak@uni-mb.si, web stranica: 
http://fs-server.uni-mb.si/si/inst/iko/lsek/ 
Franjo Matejiček, Sveučilište Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Strojarski fakultet u 
Slavonskom Brodu, Zavod za strojarske konstrukcije, Trg Ivane Brlić-Mažuranić 2, 
HR-35000 Slavonski Brod, tel. 035 446 188, fax 035 446 446, e-mail: fmatej@sfsb.hr, 
web stranica: http://www.sfsb.hr/djel.php?ko=fmatej 

120 

5 ZAKLJUČAK 
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USPOREDBA MJERENJA I RAČUNSKIH DINAMIČKI 
PARAMETARA NA KONSTRUKCIJAMA POMOĆU 
LASERSKIH MJERAČA DINAMIČKIH POMAKA 

 
Kožar, I., Medvidović, T.  

 
Sažetak: Rad prikazuje razvoj postupka mjerenja dinamičkih pomaka za konstrukcije 
opterećene vozilima u pokretu i razvoj metode određivanja relevantnih dinamičkih parametara 
konstrukcije: vlastite frekvencije konstrukcije i ubrzanja na određenim dijelovima konstrukcije. 
Posebno je zanimljiv slučaj mjerenja dinamičkih pomaka uslijed pokretnog opterećenja, pri 
čemu nam trebaju rezultati računskog modela da bi mogli ispravno protumačiti mjerene 
rezultate. Naime, u navedenom slučaju, primjena diskretne Fourierove transformacije (DFT) 
često ne može dati vlastite frekvencije jer je šum od kvazi-statičkog pomaka prevelik. U tom 
slučaju, utvrđeno je da se rješenje nalazi u određivanju kvazi-statičkog pomaka iz računskog 
modela, koji se onda oduzima od mjerenih dinamičkih rezultata i preostala vrijednost se tretira 
kao čisti dinamički podatak. Primjena DFT na tim rezultatima daje kvalitetne podatke u 
frekventnom području. 
 
Ključne riječi: mjerenje dinamičkih pomaka, kinematička akceleracija, pokretno opterećenje, 

problem vlastitih vrijednosti. 
 
1 UVOD 
 
Mjerenja dinamičkih pojava na konstrukcijama od velikog su interesa za svakog 
inženjera, pružajući uvid u ponašanje konstrukcije. Jedna od najvažnijih zadaća je 
rješavanje problema vlastitih oscilacija a ponekad su i oblici osciliranja također od 
velikog interesa. Uobičajeno je da se za rješavanje problema vlastitih vrijednosti 
prilikom mjerenja dinamičkih pojava najčešće koriste akcelerometri, te se na 
prikupljenim podacima ubrzanja provodi diskretna Fourierova transformacija (DFT),  
odnosno brza Fourierova transformacija (FFT), a kao rezultat DFT, odnosno FFT je 
kompleksni spektar frekvencija određenog mjernog signala.  

U novije vrijeme u mjernoj tehnici, umjesto mjerenja ubrzanja akcelerometrima, 
pojavljuju se novi tipovi laserskih mjerača dinamičkih pomaka. Kao osnovni razlog za 
upotrebu takvih uređaja je njihova sposobnost za prikupljanjem podataka bez direktnog 
kontakta sa razmatranom konstrukcijom. Naime, princip rada sastoji se od lasera (koji 
odašilje lasersku zraku i nalazi se izvan razmatrane konstrukcije i predstavlja fiksnu 
točku) i optoelektroničkog primača (koji se nalazi na razmatranoj konstrukciji i mjeri 
pomake u dvije ose), a ponekad ta udaljenost može biti i 400 m.  Prednosti takvih 
uređaja su naročito izražene u slučajevima mjerenja niskih frekvencija, kao i kod 
usporedbe rezultata s računskim vrijednostima budući je najčešći računski parametar 
upravo pomak, pa bi rezultate akcelerometara trebalo integrirati po vremenu, uz 
određivanje dvaju nepoznatih konstanti iz početnih uvjeta koji u trenutku mjerenja nisu 
uvijek jasno definirani.   
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Osnovno pitanje je da li postoji razlika u rezultatima nakon  provođenja DFT, na 
dinamičkim pomacima ili na ubrzanjima. Da bi odgovorili na to pitanje, konstrukcije 
ćemo podijeliti na one na kojima dinamička sila ima fiksnu poziciju na konstrukciji, te 
na one kojima je pobuda stvorena izvorom koji se kreće po konstrukciji.  
 
2 KONSTRUKCIJE SA FIKSNOM POZICIJOM DINAMIČKE SILE  

 
Ovakav tip konstrukcije možemo predstaviti sa umjetno stvorenom pobudom poput 
pobuđivača. Ako se prisjetimo rješenja sistema parcijalnih diferencijalnih jednadžbi, 
koje opisuju ovaj problem, ono se sastoji od homogenog i partikularnog dijela, gdje 
homogeni dio ima formu tieAx ω⋅=  a akceleracija je xx 2ω−= , tada možemo 
neposredno dati neke zaključke u razlikama između dinamičkih mjerenja pomaka i 
akceleracija. Oba dvije grupe rješenja sadrže iste informacije ali za razliku od pomaka, 
ubrzanja su skalirana da kvadratom frekvencije. Prema tome više frekvencije moraju 
imati veće amplitude u spektru snage. Posljedica je da se prilikom analize velikih 
građevinskih konstrukcija mjerenje dinamičkih pomaka pokazalo kao bolji parametar 
od ubrzanja jer su tu niže frekvencije od većeg značaja.  
 
2.1 NUMERIČKI PRIMJER 

 
Prosta greda opterećena je u prvom slučaju na sredini raspona sa periodičnom silom 
ispod i iznad prve vlastite frekvencije, te u drugom slučaju statičkom silom, na koje je 
primijenjena brza Fourierova transformacija za rezultate pomaka dobivene numeričkim 
putem i rezultate ubrzanja dobivene numeričkim odnosno analitičkim putem. Tipični 
spektar snage prikazan je na sl.2 za stvorenu pobudu od 3 Hz. Vlastite vrijednosti 
osciliranja grede iznose: 

   f1 = 1.571 Hz f2 = 6.283 Hz f3 = 14.137 Hz 
U spektru snage samo je frekvencija prvog tona osciliranja jasno vidljiva što 

potpuno odgovara odgovoru konstruktivnog sistema, jer drugi ton osciliranja nije 
moguće pobuditi sa periodičnom silom na sredini raspona. Uspoređujući podatke 
numeričke i analitičke akceleracije vidimo da se dobro slažu za slučaj jednostavnog 
dinamičkog opterećenja. Za kompliciranije slučajeve dinamičkog opterećenja potrebno 
je pažljivo odabrati numeričku proceduru (prikazano u poglavlju 3). Numerička 
akceleracija u ovom primjeru izračunata je koristeći diferenciju središnje sheme, kako 
je to prikazano na sl.1. 
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Sl.1. Usporedba numeričke i analitičke akceleracije 
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3 KONSTRUKCIJE SA POKRETNIM OPTEREĆENJEM  

 
Za pokretno opterećenje nije nužno da se mijenja u vremenu da bi prouzročilo 
dinamičke efekte na konstrukciji. U biti, dinamičko ponašanje konstrukcije možemo 
podijeliti u dva dijela: ono koje pripada osciliranju konstrukcije zbog njene mase a 
drugo zbog promjene pomaka ovisno o brzini vozila koje se kreće po konstrukciji. 
Vidjeti ćemo, da pokretno opterećenje stvara i statički i dinamički pomak koje je nužno 
uzeti u razmatranje prilikom obrade podataka prikupljenih laserskim mjeračima 
dinamičkih pomaka na konstrukcijama sa pokretnim opterećenjem. Napravimo prvo 
dekompoziciju vektora pomaka u globalne i lokalne dijelove, gdje globalni dijelovi 
opisuju gibanje oko centra konstrukcije a lokalni dijelovi opisuju gibanje okolo 
nje(vidi sl.3). Iz te činjenice možemo napisati: 

 
Rρwww +=+= XYxy  (1) 

 
odnosno globalna akceleracija je: 
 

2

2

t∂
∂

==
wwa  (2) 

 
Iz lokalnog koordinatnog sistema globalna akceleracija je: 
 

xyxyXY VωRaa ×++= 2  (3) 
 

 
Sl.3. Dekompozicija pomaka u dinamičku i statičku komponentu 
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Iz lokalnog koordinatnog sistema globalna akceleracija je: 
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Sl.3. Dekompozicija pomaka u dinamičku i statičku komponentu 
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Ukoliko napravimo uobičajenu pretpostavku zanemarivanja rotacije grede tada 

možemo odbaciti zadnja dva člana iz jednadžbe 3, iz razloga što je kutna brzina 

0ω = , odnosno u suprotnom vrijedi da je 
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Ukoliko se prisjetimo kako provodimo mjerenja pomaka i ubrzanja tada možemo 

uočiti da je akceleracija u globalnom koordinatnom sistemu dobivena iz ukupnog 
mjerenog pomaka, dok je akceleracija u lokalnom koordinatnom sistemu ona dobivena 
sa akcelerometrom pričvršćenim za konstrukciju. Razlika između njih R određena je 
utjecajem pokretnog opterećenja. Kao što se može vidjeti podatke o ubrzanju možemo 
rekonstruirati iz pomaka, oduzimajući statičku komponentu pomaka iz ukupnog zapisa: 

 

( )Rwa −
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∂
= 2

2

t
xy  (4)

 
i to je preporučena procedura prije provođenja DFT odnosno FFT analize dinamičkim 
pomaka. Također možemo koristiti: 
 

Raa −= XYxy  (5) 
 

ali to se nije praktično pošto ne mjerimo XYa pa bi to uključilo numeričku derivaciju. 
Prema Wilsonu [7] numeričke derivacije dinamičkih pomaka treba izbjegavati kao 
netočne. 
 
3.1 PROSTA GREDA SA POKRETNIM OPTEREĆENJEM 

 

Za testni primjer R  će biti deriviran za prostu gredu pod utjecajem pokretnog 
opterećenja, pošto je to slučaj iz kojeg možemo dobiti sve izraze u analitičkoj formi. 
Diferencijalna jednadžba grede opterećene pokretnim opterećenjem (vidi Kožar i 
Štimac [2]) glasi: 

 

)( 02

2

4

4
tvx

t
m

x
EI −⋅=

∂

∂
+

∂

∂ δPww
 (6) 

 
gdje 0v  opisuje brzinu kretanja pokretnog opterećenja. 
Za gredu sa jednostavnim rubnim uvjetima rješenje harmonijske serije pomaka je: 
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Akceleracija je dvostruka derivacija gornjeg izraza: 
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U oba izraza možemo uočiti dva člana: jedan koji sadržava komponentu pokretnog 
opterećenja 0v  i drugi bez nje. Ako pretpostavimo da pozicija oko centra ovisi samo o 
statičkom pomaku tada za prostu gredu možemo pisati: 
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a kinematička akceleracija oko centra je dvostruka derivacija gornjeg izraza 
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3 ZAKLJUČAK 
 
Dinamički pomak konstrukcije koji je rezultat pokretnog opterećenja sadrži statičku 
komponentu koja onečišćuje frekventnu domenu i stvara poteškoće prilikom tumačenja 
vlastitih vrijednosti konstrukcije. U nekim je slučajevima to onečišćenje moguće 
jednostavno riješiti jednostavnim filtriranjem frekvencija ispod polovine prve vlastite 
vrijednosti. Međutim, ta metoda nije uvijek učinkovita i tada je preporuka da se 
statička komponenta izdvoji iz zapisa dinamičkog pomaka prije primjene DFT i analize 
u frekventnoj domeni. Za većinu konstrukcija statičku komponentu pomaka moguće je 
izračunati numeričkim putem. Primjena DFT na tim rezultatima daje kvalitetne 
podatke u frekventnom području. Za pažljivo odabrane brzine pokretnog opterećena 
statičku komponentu pomaka moguće je izvući iz zapisa dinamičkog pomaka i koristiti 
je i za neke druge analize. 
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MODELIRANJE DUGIH KONSTRUKCIJA NA 
BESKONAČNOM TLU. WINKLER-PASTERNAK MODEL  

 
Kožar, I., Torić, N. 

 
Ključne riječi: Beskonačne grede, Winklerov model tla, Pasternak. 

 
1 UVOD 

 
Postoji mnogo modela tla za analizu interakcije tla i konstrukcije, no još uvijek je 
najčešće u upotrebi Winklerov model. Uz jednostavnost kao jedinu prednost ovog 
modela uočene su mnoge njegove mane, budući da model lokalizira deformaciju tla. 
Kod statičke analize posljedica je ta da se tlo deformira samo tamo gdje se nalazi sila 
(nema deformacije tla izvan rubova konstrukcije). U dinamičkoj analizi Winklerov 
model dopušta širenje transverzalnih valova samo kroz konstrukciju, što uzrokuje 
refleksiju dinamičkih valova na donjoj strani i rubovima konstrukcije [5]. 

U dinamičkoj analizi model se može jednostavno unaprijediti uvođenjem ili 
diskretnih ili kontinuiranih prigušenja čime bi se refleksije valova znatno reducirale. 
Međutim, ova metoda se ne može primijeniti i u statičkoj analizi. Cilj ovog rada je 
uvođenje modela interakcije tla i konstrukcije koji bi našao primjenu i u statičkoj i u 
dinamičkoj analizi sa bitnom prednosti međusobne razmjene parametara. 

Ovom problemu se može pristupiti i preko nekog od dobro poznatih razrađenijih 
modela tla kao što je Bousinesq-ov elastični model poluprostora. Jednostavniji pristup 
poboljšanju Winkler-ovog modela konstrukcije na tlu bio bi postavljanje beskonačnih 
rubova na tlo, što je ovdje i razrađeno. 

U ovom radu, zasnovanom na ideji beskonačne grede, razvili smo beskonačne 
rubove za Winklerov model tla,a kasnije i Pasternakov model, kojim se uvodi krutost 
tla u transverzalnom smjeru. Model se dobro ponaša i u statičkoj i u dinamičkoj analizi, 
što je pokazano u numeričkim primjerima.  

 
2 MODEL BESKONAČNOG TLA  

   
Model se zasniva na ideji beskonačne grede koja leži na Winklerovoj podlozi. Ako 
uzmemo uobičajenu funkciju oblika za gredu s tri točke [1] i pretpostavimo da je 
pomak posljednje točke jednak nuli, dobivamo funkciju oblika za gredu : 
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Pretpostavljamo da je greda beskonačne dužine, pa za prevođenje u parametarske 
koordinate vrijedi : 
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Gdje je “a” parameter singulariteta, što se vidi na slici 1. 
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Izračun matrice krutosti je proveden u parametarskom koordinatnom sustavu : 
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Položaj točke singulariteta “a“ može se razlikovati na lijevoj i desnoj strani grede (u 
tom slučaju za lijevu stranu potrebno je zamijeniti položaj Φ1 i Φ2, slika 2.). 
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Sl. 2. Parametri singulariteta i vrijednosti u čvorovima za lijevu i desnu stranu 

 
Nakon formiranja matrice krutosti za tlo s beskonačnim rubnim uvjetima, može se 
početi s praktičnim izračunom. 
 
3 MODEL ZA DINAMIČKU ANALIZU  
 
Područje interesa u ovom radu je posebna vrsta dinamičkog problema, pokretno 
opterećenje na konstrukciji. Problem je opisan u [2], a osnovne jednadžbe preuzimamo 
iz [3] : 
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Jednadžba je diskretizirana kao u [5], te sustav diferencijalnih jednadžbi u 
inkrementalnom matričnom obliku za inkrement “j“ izgleda : 

jjj ADDSDCDM j ∆∆∆∆ =++ )(             (10) 
gdje je : 

∆D - inkrement pomaka 
M   - matrica raspodjeljenih masa 
C  - matrica viskoznog prigušenja 
S  - nelinearna matrica krutosti 
∆A - ukupno neuravnoteženo opterećenje. 

Sustav jednadžbi se može riješiti raznovrsnim metodama, kao što je Impulse 
Acceleration Method [vidi 5] ili Average Acceleration Method [4] koja je ovdje 
primjenjena. 
 
4 NUMERIČKI PRIMJERI 
  
4.1 Statička analiza 
U statičkoj analizi uspoređivali smo gredu sa i bez beskonačnih rubnih uvjeta pod 
djelovanjem opterećenja na sredini grede. 
Parametri u analizi su : 10 MN/m krutost opruge u Winklerovom modelu tla za gredu 
krutosti D=100000 MN/m2 i silu P=10 kN. 
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Sl. 3. Greda na Winklerovom tlu sa i bez beskonačnih rubnih uvjeta 

 
Na slici 3. je jasno vidljiv uticaj beskonačnih rubnih uvjeta, čiji je značaj mnogo 
izrazitiji kod više konstrukcija koje se nalaze u međusobnoj blizini. 
  
4.2 Dinamička analiza 
Dinamički primjer uspoređuje gredu s istim parametrima kao u statičkoj analizi, ali pod 
djelovanjem pokretne sile. Numeričke metode su usvojene iz [4], sa uravnoteženjem 
opterećenja u svakom vremenskom koraku (iako to ima neznatan uticaj u ovom 
primjeru). Kao što se vidi na slici 4., greda sa beskonačnim rubnim uvjetima uvedenim 
preko tla je numerički mnogo stabilnija. 
Ako se izvrši spektralna analiza preko Diskretne Fourierove Transformacije, lako se 
otkriju prividne (lažne) visoke frekvencije u gredi bez rubnih uvjeta beskonačnog tla, 
što se vidi na slici 5. 
 
Proveli smo mnogo analiza za različite grede, tlo i parametre opterećenja (modul 
mekog i krutog tla u usporedbi s krutosti grede, veliku i malu brzinu gibanja sile po 
gredi) i pokazalo se u svim tim primjerima da se greda sa simulacijom beskonačnog tla 
poanaša znatno bolje. Karakterističan primjer za srednju brzinu sile (potrebne su 2 
sakunde da sila prođe preko grede) i modul srednje tvrdog tla (10 MN/m krutost 
opruge u Winklerovom modelu tla, za gredu krutosti D=100000 MN/m2 i silu P=10 
kN) prikazan je na slikama 4. i 5. 
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Sl. 4. Usporedba dinamičkih pomaka točke na sredini grede za tri modela grede : 
konačnu gredu, Winklerov i Pasternakov model s beskonačnim rubnim uvjetima  
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5 ZAKLJUČAK  
 

Izvršena je usporedba dva različita pristupa modeliranju grede na elastičnoj 
Winklerovoj podlozi: jedan bez i drugi sa beskonačnim rubnim uvjetima nanesenim na 
tlo. Razrađeni pristup sa simulacijom beskonačnog tla ispod konačne grede ima znatne 
prednosti i u statičkoj i u dinamičkoj analizi dajerealnije rezultate i znatno je numerički 
stabilniji zbog prigušenih refleksija valova na rubovima grede. Predstavljeni model je 
jednostavniji od Bousinesqovog elastičnog modela poluprostora. 
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NUMERIČKI MODEL ZA ANALIZU STABILNOSTI 
MATERIJALNO NELINEARNIH OKVIRA 

 
Lanc, D., Turkalj, G., Brnić, J. & Vizentin, G.  

 
Sažetak: U radu je prikazan numerički pristup u rješavanju problema stabilnosti grednih 
okvirnih konstrukcija u režimima materijalne nelinearnosti kao što su elastoplastičnost i 
puzanje. Numerički algoritam razvijen je koristeći jednodimenzionalni prostorni gredni konačni 
element. Gredni je element pravocrtan i prizmatičan. Uključeni su efekti prostornih pomaka i 
prostornih rotacije dok su deformacije pretpostavljene malima. Inkrementalne ravnotežne 
jednadžbe grednog konačnog elementa izvedene su primjenom korotacijske formulacije 
uporabom principa virtualnih radova. Pretpostavljeno je da vrijedi Saint-Venantova teorija 
uvijanja i Euler-Bernoullijeva teorija savijanja. Plastičnost materijala modelirana je prema 
izotropnom modelu očvršćivanja, dok je puzanje modelirano prema Nortonovom zakonu 
puzanja. Pretpostavljeni su izotermalni uvjeti, dok je materijal usvojen kao homogen i 
izotropan. Izrađeni računalni program BMCA testiran je na primjeru.  
 
Ključne riječi: Stabilnost, Gredne konstrukcije, Materijalna nelinearnost. 

 
1 UVOD 

  
Posebnu grupaciju konstrukcijskih elemenata čine gredni elementi, koji se pritom, 
mogu pojavljivati kao samostalni konstrukcijski elementi ili pak kao dijelovi neke 
složenije konstrukcije, npr. ukrepe plošnih konstrukcijskih elemenata i slično. Zbog 
složenosti njihova oblika i njihovo je ponašanje složeno, posebice im je izražena 
povećana sklonost ka gubitku stabilnosti deformacijske forme i pojavi izvijanja. Stoga 
je u optimalnom dizajnu konstrukcija potrebno posebnu pažnju posvetiti točnom 
određivanju graničnog stanja stabilnosti deformacijskih formi, odnosno čvrstoće na 
izvijanje.  

Također, u uvjetima eksploatacije konstrukcije pri povišenim temperaturama, pri 
kojima puzanje materijala nije zanemariva komponenta, problem postaje još složeniji 
budući da se kao varijabla pojavljuje vrijeme te se efekti porasta progiba mogu javiti i 
pri znatno manjim vrijednostima tlačnih opterećenja od onih kod kojih se gubitak 
stabilnosti zbiva pri normalnim temperaturama. U slučajevima razmatranja izvijanja u 
procesu puzanja, uobičajeni koncept određivanja kritične sile izvijanja kao 
konstrukcijskog parametra zamjenjuje se parametrom kritičnog vremena nosivosti 
konstrukcije. 

Numeričko modeliranje spomenutih problema u velikoj je prednosti u usporedbi s 
analitičkim načinima rješavanja zbog njihove ograničenosti samo na slučajeve 
konstrukcija jednostavnije geometrije. 

U ovom je radu razvijen numerički model koji korištenjem korotacijskog 
inkrementalnog pristupa, omogućava opisivanje geometrijskih nelinearnosti 
uključujući i velike rotacije grednih konstrukcijskih elemenata. Istraživanje je 
ograničeno na slučajeve grednih konstrukcija punog pravokutnog poprečnog presjeka u 
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uvijanja i Euler-Bernoullijeva teorija savijanja. Plastičnost materijala modelirana je prema 
izotropnom modelu očvršćivanja, dok je puzanje modelirano prema Nortonovom zakonu 
puzanja. Pretpostavljeni su izotermalni uvjeti, dok je materijal usvojen kao homogen i 
izotropan. Izrađeni računalni program BMCA testiran je na primjeru.  
 
Ključne riječi: Stabilnost, Gredne konstrukcije, Materijalna nelinearnost. 

 
1 UVOD 
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uvjetima konstantnog opterećenja i konstantne temperature. Pretpostavljeno je da 
vrijedi Saint-Venantova teorija uvijanja i Euler-Bernoullijeva teorija savijanja. 
Geometrijska krutost grednog elementa uključuje Wagnerov efekt te je moguće 
modelirati i torzijsko izvijanje uzrokovano puzanjem tlačno opterećenih greda. 
Pretpostavljeno je da se parametri puzanja ne mijenjaju tijekom izvijanja nosača. 

 
2 NUMERIČKI MODEL 

   
2.1 Gredni konačni element 
Sl. 1. prikazuje gredni konačni element s dva čvora u lokalnom koordinatnom sustavu. 
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Vektori čvornih pomaka i čvornih sila  i-tog konačnog elementa su: 

( ) { }Te
B zB xA xB yA yB, , , , ,ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ=u w     ( ) { }Te

zB zB xA xB yA yB, , , , ,F M M M M M=f  .     (1) 
Pretpostavljajući korotacijski pristup, pomicanje elementa iz originalne 

nedeformirane konfiguracije u deformiranu može se promatrati odvojeno, najprije kao 
relativno mala deformacija u lokalnom koordinatnom sustavu, a potom kao pomak 
elementa kao krutog tijela zajedno s lokalnim koordinatnim sustavom fiksiranim za 
element a što uključuje geometrijsku nelinearnost. Usvajajući korotacijsku formulaciju 
sve se fizikalne veličine definiraju u odnosu na trenutnu nedeformiranu konfiguraciju.  

Primjenom principa virtualnih radova i zanemarujući volumenske sile, ravnoteža 
konačnog elementa može se izraziti kao [5, 6]: 

 δ δ=U W                                                                    (2) 

ij ij i i
V A

dV t u dA
σ

στ δε δ=∫ ∫                                                    (3) 

gdje je U potencijalna energija unutarnjih sila, W je virtualni rad vanjskih sila, τij je 
tenzor naprezanja, εij je tenzor deformacije, ti su površinske sile, ui  je inkrement 
pomaka dok δ označava virtualne veličine. 

Virtualni rad vanjskih sila je: 

( )Te e
i i

A

t u dA
σ

σδ δ δ= =∫ u fW  .     (4) 

Inkrementalne konstitutivne jednadžbe su τij = Cijkl εij uz Cijkl kao konstitutivni 
tenzor. 

Integral potencijalne energije moguće je razdvojiti u dva dijela. Prvi dio je 
linearizirana elastična energija deformiranja: 

2 2
0 0 0 0

2 2
0

l

E ijkl kl ij x
V

d d d dC e e dV EA EI
dz dz dz dz

δ δ δ δ


= = + +


∫ ∫
w v vU w       
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2 2

0 0
2 2

z z
y

d d d dEI GJ dz
dz dz dz dz

ϕ ϕδ δ


+ + 


u u ,    (5) 

a drugi dio označava geometrijski potencijal: 

( )
2 21

2G ij ij z zz z
V V V

S dV dV dV
z z

δ δη σ δη σ δ
 ∂ ∂   = = = +    ∂ ∂     

∫ ∫ ∫
u vU .                (6) 

Kako omogućava korotacijska formulacija, sve članove integrala (6) moguće je 
zanemariti [3, 4] osim onog koji se odnosi na Wagnerov efekt, pa proizlazi:  

( )
2

2 2

0

1
2

l
z

G z
A

dx y dA dz
dz
ϕδ σ δ  = + ⋅ = 

 ∫ ∫U
2

0 0

1 1
2 2

l l
z z zd d dK dz K dz

dz dz dz
ϕ ϕ ϕδ δ  = 

 ∫ ∫      (7) 

gdje je koeficijent ( )zB x yK F I I A= +  takozvani Wagnerov koeficijent [7]. 

Za aksijalni pomak i za torziju usvojena je linearna interpolacija, dok su kubne 
interpolacije usvojene za lateralne pomake. 

Iz gornjih je integrala moguće dobiti: 

( )Te e e
E Eδ δ= u k uU , ( )Te e e

G Gδ δ= u k uU                                  (8) 

gdje su e
Ek  i e

Gk   6×6 linearni i nelinearni dijelovi matrice krutosti konačnog elementa. 
U gornjim je izrazima A površina poprečnog presjeka, Ix i Iy su glavni momenti inercije 
s obzirom na osi x i y dok je J Saint-Venantova torzijska konstanta.  

Jednadžba ravnoteže za jedan konačni element bit će: 
e e e
T =k u f ,                                                                 (9) 

gdje je lokalna tangentna matrica krutosti konačnog elementa e
Tk  suma linearnog  e

Ek  I 
nelinearnog e

Gk  dijela.   
 

2.1 Konstitutivne jednadžbe puzanja i elastoplastičnosti 
Uključujući elastoplastične deformacije i deformacije puzanja, konstitutivne jednadžbe 
mogu se pisati kao [1, 8]: 

   ( )2 2

1
pl c

ij ij ij ij
ES ε ε ε

ν
′′= − ∆ − ∆

+
,         2 2 1 1pl c

ij ij ij ijε ε ε ε′′ ′= − −                       (10) 

gdje su 2
ijS  i 2

ijε ′  devijatorski dio tenzora naprezanja te tenzor deformacije na kraju 

vremenskog koraka, dok 1 pl
ijε  i 1 c

ijε  označavaju plastičnu deformaciju i deformaciju 
puzanja na početku tekućeg vremenskog koraka. 

Za slučaj von Misesova kriterija tečenja plastična je deformacija: 
    pl

ij ijSε λ∆ = ,     1.5 ( )plλ ε σ= ⋅                      (11) 

gdje su ekvivalentna plastična deformacija, plε , i ekvivalentno naprezanje, σ , 
definirani na sljedeći način:  

2
3

pl pl pl
ij ijε ε ε= ,                                                       (12) 

3
2 ij ijS Sσ = .                                                 (13) 
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Sl. 2. Bilinearna aproksimacija krivulje tečenja  

 
Uz aproksimiranje krivulje tečenja bilinearnim modelom sl. 2, pl

ijε∆ moguće je 
direktno odrediti na način: 

2 1
P( )pl

y Eε σ σ∆ = −                                           (14) 

gdje je 1
yσ naprezanje tečenja koje odgovara poznatoj vrijednosti ekvivalentne 

plastične deformacije 1 plε .  
Plastični  je modul PE  definiran kao P T T/( )E E E E E= ⋅ − . 

Inkrement deformacije puzanje određen je na način: 
1 1c

ij ijk Sε =∆ ,                                                    (15) 
1 1 11.5 ( )ck tε σ= ⋅ ∆                                                 (16) 

uz cε  i σ  kao ekvivalentnu brzinu puzanja i ekvivalentno naprezanje. 
Za slučaj puzanja, vremenski inkrement 2 1t t t= −∆  predstavlja stvarno proteklo 
vrijeme prilikom pomicanje konačnog elementa iz prethodne u trenutnu konfiguraciju. 
Ekvivalentnu brzinu puzanja cε  iz jednadžbe (16) moguće je odrediti prema nekom od 
uobičajenih zakona puzanja. Za slučaj npr. Nortonova zakona puzanja: 

c nKε σ= ,                                                        (17) 
gdje su K i n parametri materijala. 

  
4 PRIMJER 

 
Za primjer je odabrana analiza Ramsethovog kupolnog okvira na sl. 3. 
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Sl. 4. Dijagrami sila-pomak odziva Ramsethovog kupolnog okvira  

 
Okvir je opterećen koncentriranom silom u vršnoj točki. Analizirana su dva slučaja 

odziva: stabilni i nestabilni. U slučaju stabilnog odziva okvira dodane su dvije suprotne 
poremećajne sile ∆F = 0.01F kao što je prikazano na sl. 3. Elastična svojstava 
materijala su: E = 20690 MN/m2, ν = 0.3 dok je u slučaju elastoplastične analize 
korišten je model izotropnog očvršćivanja materijala s granicom tečenja σT = 60 MPa i 
ET = E/5. Rezultati prikazani na sl. 4. uspoređeni su s referentnim rezultatima [2]. 
Potrebno je napomenuti da je za slučaj elastoplastičnog odziva, kao i u slučaju 
stabilnog elastičnog odziva, bilo nužno koristiti generalized displacement control 
metodu rješavanja zbog karakterističnog snap-through oblika krivulje sila-pomak. 

Za slučaj izvijanja zbog puzanja provedena je analiza pri konstantnoj sili od 28 MN 
i to za slučajeve stabilnog i nestabilnog odziva okvira uz pretpostavku elastoplastičnih 
svojstava materijala okvira. Za vremenski korak usvojena je vrijednost ∆t = 5 h uz 
eksplicitnu vremensku integracijsku shemu. Na sl. 5. prikazani su vertikalni pomaci 
čvora u kojem djeluje opterećenje u odnosu na vrijeme puzanja. Na dijagramima je 
izražen kolaps gornje etaže, što je označeno vremenom tcr1, a potom i donje etaže pri 
vremenu tcr2. 
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5 ZAKLJUČAK 
 

Osnovni cilj ovog istraživanja izrada je numeričkog algoritma temeljenog na metodi 
konačnih elemenata, a koji u formi programa za elektroničko računalo postaje 
samostalna cjelina dostatna za analizu nelinearnog odziva grednih konstrukcija u 
režimu velikih pomaka. Razvijeni numerički model kao i na njegovoj osnovi izrađeni 
program za elektroničko računalo BMCA pruža mogućnost procjene odziva složenih 
materijalno nelinearnih grednih konstrukcija kao i kontrolu nosivosti u smislu gubitka 
stabilne ravnotežne deformacijske forme.  

Daljnji rad na problemu bit će usmjeren na mogućnost predviđanja 
visokotemperaturnih režima kakvi se javljaju pri požaru odnosno na slučajeve kada se 
puzanje materijala ne dešava pri konstantnoj temperaturi. U smislu nedostataka pri 
modeliranju grednim konačnim elementima ostaje otvoren problem opisivanja 
međusobnih spojeva elemenata te se daljnjim razvojem numeričkog modela planira 
obuhvatiti utjecaj fleksibilnosti spojeva konstrukcije na njezinu nosivost. 
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SPREGNUTI  MODELI  VISKOELASTIČNOSTI  I 
OŠTEĆENJA  ZA  ANALIZU  KOŠTANOG  TKIVA  

 
Lovrenić-Jugović, M., Tonković, Z. & Skozrit, I. 

 
Sažetak: U radu je prikazan konstitutivni model za opisivanje ponašanja kortikalne kosti koji 
spreže mehanizam oštećenja s efektima viskoelastičnosti pri čemu je zanemaren utjecaj 
plastičnih deformacija. Eksperimentalno dobiveni parametri modela preuzeti su iz literature. 
Namjera je prikazani konstitutivni model implementirati u programski paket ABAQUS 
primjenom korisničke rutine UMAT te numeričke rezultate usporediti s dostupnim iz literature. 
 
Ključne riječi:  kortikalna kost, viskoelastičnost, oštećenje, numerički algoritam. 

  
1 UVOD 

   
Numerički algoritmi za analizu oštećenja u metalnim i nemetalnim materijalima u 
novijoj literaturi primjenjuju se za modeliranje bioloških tkiva s oštećenjem. Pri tome 
se najveći broj  radova odnosi na analizu mehanizama pregradnje i akumuliranja 
oštećenja u  koštanom tkivu [3, 7]. Pretpostavka je da do akumuliranja oštećenja u kosti 
dolazi zbog toga što s cikličkim opterećenjima stvaranje oštećenja postaje brže od 
pregradnje, što može dovesti i do njenog loma. U radu je dan prikaz istraživanja koja 
se vrše u cilju razvoja novog algoritma za analizu oštećenja u kortikalnoj odnosno 
kompaktnoj kosti. Polazeći od osnovnih relacija mehanike oštećenja i termodinamike 
kontinuuma [6], izvedene su konstitutivne jednadžbe koje sprežu mehanizame 
oštećenja s efektima viskoelastičnosti [2, 4, 7]. Pri tome je, u cilju pojednostavljenja 
numeričkog postupka, zanemaren utjecaj malih zaostalih plastičnih deformacija koje se 
pojavljuju kod cikličkih opterećenja kortikalne kosti. Na temelju eksperimentalnih 
rezultata iz literature određuju se parametri koji ulaze u formulaciju funkcije gustoće 
energije deformiranja na kojoj se temelji konstitutivni model [7]. Uz pretpostavku 
malih deformacija, vremenski ovisne konstitutivne jednadžbe zapisuju se u 
inkrementalnom obliku te se u ovoj fazi istraživanja predlaže inkrementalno iterativni 
algoritam za njihovo rješavanje. Namjera je izvesti algoritam na razini materijalne točke 
konačnog elementa te ga implementirati u programski paket  ABAQUS primjenom 
korisničke rutine UMAT [1]. U zadnjoj fazi istraživanja numerički rezultati provjerit će 
se usporedbom s dostupnim eksperimentalnim rješenjima [7].  

 
2 SPREGNUTI KONSTITUTIVNI MODEL VISKOELASTIČNOSTI I 
OŠTEĆENJA  

    
2.1 Osnovne termodinamičke relacije  
Viskoelastičnost i oštećenje nepovrativi su termodinamički procesi. Stoga se za 
zatvoreni sustav i male deformacije, Clausius-Duhem-ova nejednadžba koja opisuje 
disipaciju energije može zapisati u obliku [2]  
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ψ σ ε− + − − ≥ , (1) 

gdje je: ψ Helmholtzova slobodna energija po jedinici volumena, σij komponente 
tenzora naprezanja, εij komponente tenzora deformacije, S  entropija po jedinici 
volumena, T  temperatura, qi komponente toplinskog toka, gi=∂T/∂xi komponente 
temperaturnog gradijenta i xi prostorne koordinate. U izrazu (1) točka iznad veličine 
označava derivaciju po vremenu. 

Helmholtzovu slobodnu energiju možemo pretpostaviti u obliku 
 ( )ij iT gψ ψ ε α= , , , , (2) 

gdje α  predstavlja set unutarnjih varijabli stanja. Analogno se i za ostale unutarnje 
varijable stanja uvode konstitutivne jednadžbe gdje su S, σ ij, qi i α  funkcije od εij, T, gi 
i α. Funkcija ψ  je kontinuirana i derivabilna s obzirom na njezine argumente te vrijedi 
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Uvrštavanjem izraza (3) u nejednadžbu (1) te njenim sređivanjem dobivamo 
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Za slučaj viskoelastične deformacije samo prvi član nejednadžbe u izrazu (4) mora 
zadovoljiti nejednakost, dok za slučaj viskoelastičnosti spregnute s oštećenjem 
nejednakost mora zadovoljiti samo drugi član nejednadžbe u izrazu (4). 
Eksperimentima je pokazano da se kortikalna kost upravo ponaša na opisan način. Do 
određenog iznosa graničnog odnosno praga naprezanja (threshold stress) σth, kortikalna 
kost ponaša se kao linearno viskoelastičan materijal, dok se za veća naprezanja, pored 
efekta viskoelastičnosti pojavljuju oštećenja. 

U skladu s [2] i [7], za definiranje konstitutivnog modela uvode se slijedeće 
unutarnje varijable stanja: αn set skalarnih varijabli za opisivanje viskoelastičnosti, βm 
set skalarnih varijabli za opisivanje plastičnih deformacija, dok je oštećenje opisano s 
dvostruko simetričnim tenzorom 4. reda wpqrs. Nejednadžba koja opisuje disipaciju 
energije (1) može se zapisati u obliku 

 i i
ij ij 0q gS T

T
ε σ−Φ − − − ≥ , (5) 

gdje je Φ  Gibbsova slobodna energija po jedinici volumena odnosno disipacijski 
potencijal kojeg pretpostavljamo u obliku 
 ( )ij n m pqrsw Tσ α βΦ = Φ , , , , . (6) 

Uvrštavanjem derivacije izraza (6) u nejednadžbu (5) te njenim sređivanjem dobivamo 
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gdje su An, Bm i Ωpqrs termodinamičke varijable spregnute s αn, βm i wpqrs. Deformacija i 
Gibbsova slobodna energija mogu se rastaviti na viskoelastičan dio (εij

v,Φv) i plastičan 
dio (εij

p i Φp) u obliku 
 ( ) ( )v p

ij ij ij n pqrs ij ij m pqrsw T w Tε ε σ α ε σ β= +, , , , , , , (8) 

 ( ) ( )v p
ij n pqrs ij m pqrs, w T w Tσ α σ βΦ =Φ + Φ, , , , , . (9) 

Nakon sređivanja ovih izraza dobivamo sljedeće nejednadžbe 
 v p

n n pqrs pqrs m m m m pqrs pqrs0 0 0 0, , ,n nA A w B B wα α β β≥ + Ω ≥ ≥ + Ω ≥ . (10) 
U izrazima (10) prva nejednadžba treba biti zadovoljena za slučaj viskoelastičnih 
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∂∫ . (16) 

  
2.2 Model oštećenja 
Konstitutivna formulacija prikazana u prethodnom poglavlju primijenit će se na  
jednodimenzionalno stanje opterećenja. Zakon oštećenja za slučaj puzanja materijala 
pretpostavit će se u obliku 

 
( )

th

0 1

r

w
A w
σ σ −

=  
−  

, (17) 

gdje su 0A  i r konstante materijala. Za naprezanja manja od σth, ponašanje je linearno-
viskoelastično, a iznad te vrijednosti u kosti se počinje akumulirati oštećenje. 
Pretpostavka je da u početnom trenutku u materijalu nema oštećenja ( 0w = , 0t = ) 
tako da prethodna jednadžba nakon integriranja ima oblik 

 ( )

1
+1

th

0

1 1 1
A

r r

w r t
σ σ  − − = − + ⋅  

    
. (18) 

Pošto je teorijska vrijednost w s greškom jednaka 1.,  iz (18) slijedi vrijeme greške 
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t
r σ σ
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+ −  
. (19) 

Ako izraz za vrijeme greške (19) uvrstimo u (18), razvoj oštećenja poprima oblik 

 

1
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F

1 1
rtw

t
 

− = − 
 

. (20) 

 
2.3 Viskoelastični model 
Tenzor podatljivosti može se zapisati u obliku sume vremenski neovisnog ( 0J ) i 
vremenski ovisnog ( J∆ ) dijela, prema izrazu 
 0( ) ( )J t J J t= + ∆ , (21) 
gdje je 
 nn 1J t J e ξ τ− ∆ = ∆ − ∑( ) . (22) 

Za jednodimenzionalno osno opterećenje izraz (16) postaje 

 1111
0

d d
d

( )( )
t

J t σ τε τ τ
τ

= −∫ . (23) 

Nakon sređivanja i provođenja integriranja pomoću programskog paketa Mathematica 
[5] prethodna jednadžba poprima oblik 

 ( )κ
0 1 2 1

F

1 1 1, , ,tJ J t F z
t

ρ

ε σ σ ρ κ
−

 
= − + ⋅ + 

 
, (24) 
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gdje je 2 1F  oznaka za hipergeometrijsku funkciju, ( )1 1rρ = +  i Fz t t= . Parametri 
materijala u jednadžbi (24) određeni su eksperimentalno u literaturi [7]. 

  
3 EKSPERIMENTALNI PODACI 

   
Parametri materijala u prethodno prikazanim konstitutivnim jednadžbama preuzeti su 
iz literature [7]. Dobiveni su na osnovi eksperimenata jednoosnog rastezanja epruveta 
veličina 15×3×1.5 mm uzetim s desne podkoljenične kortikalne kosti (right tibia) 54.-
godišnje muške osobe te su prikazani u tablici 1. Ovisnost deformacija o naprezanju i 
vremenu predstavljena jednadžbom (24) s uvedenim parametrima modela, grafički je 
prikazana na slici 1. 

 
Tab. 1. Parametri materijalnog modela kortikalne kosti [7] 

 Prosječne vrijednosti Odstupanje (%) 
6 1

0 10 MPa( )J − −×  37.9034 6.209 
6 1 -

1 10 MPa sec( )J κ− −×  10.7216 3.596 
κ  0.0724 0.016 

0A  36.617 - 
r  11.265 - 
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Sl. 1. Ovisnost deformacije o vremenu i naprezanju 

 
4 NUMERIČKA FORMULACIJA 

   
Istraživanja koja se trenutno vrše odnose se na razvoj novog algoritma na razini 
materijalne točke konačnog elementa te njegovu implementaciju u programski paket 
ABAQUS primjenom korisničke rutine UMAT [1]. Za numeričku formulaciju 
konstitutivnog modela, prikazane vremenski ovisne jednadžbe potrebno je zapisati u 
inkrementalnom obliku. Na slici 2 prikazan je dijagram toka za izradu algoritma. Za 
poznate vrijednosti unutarnjih varijabli stanja sa kraja prethodnog vremenskog koraka 
tn potrebno je odrediti njihove vrijednosti u trenutku tn+1. Novi algoritam izvest će se 
najprije za jednoosno stanje naprezanja. Nakon što se numerički rezultati usporede s 
eksperimentalnima iz literature [7], pristupit će se trodimenzionalnoj formulaciji 
algoritma. Namjera je rezultate usporediti i s onima iz literature [3] te procijeniti 
utjecaj plastičnih deformacija kortikalne kosti na njeno ponašanje.  
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Poznate vrijednosti:
vrijeme n
inkrement vremena

t
t

ukukupni inkrement deformacije nt(    )
(    )tnukupna deformacija

t (    )tnuk
nt(    ) n

uk

UMAT

Obnavljanje            naprezanja

Obnavljanje 
deformacija

KORAK  1

KORAK  2

KORAK  3

KORAK  4
Generiranje novog

Ravnotežne
iteracije u vremenu  t   

KORAK  5

n+1

konvergencija
nema

konvergencije

n = n + 1
idi na korak 1

smanji inkrement

( )0 1 2 1
F

1 1 1, , ,v d tJ J t F z
t

ρ
κε σ σ ρ κ

−

+  
= − + ⋅ + 

 

ε

ε

ε

σ

1 ( ) ( ) ( )n n n nt t t tσ σ σ σ+ = + = +

1 ( ) ( ) ( )uk uk uk uk
n n n nt t t tε ε ε ε+ = + = +

1( )uk
ntε +

( ) ( ) ( )uk e v d
n n nt t tε ε ε += +

t

( ) ( ) ( )e uk v d
n n nt t tε ε ε += −

( ) ( )e
n nt C tσ ε= ⋅

 
Slika 2. Predoženi dijagram toka za izradu algoritma 

 
5 ZAKLJUČAK 

 
U radu je dan prikaz istraživanja koja se vrše u cilju razvoja novog algoritma za 
analizu oštećenja u kortikalnoj kosti. Prikazan je konstitutivni model koji spreže 
viskoelastičnost s oštećenjem gdje su parametri modela preuzeti iz literature [7]. 
Analiza se pri tome ograničila na male deformacije, jednoosno opterećenje, izotropno 
ponašanje materijala te je zanemaren utjecaj zaostalih plastičnih deformacija. Namjera 
je prikazani konstitutivni model imaplementirati u programski paket ABAQUS [1] te 
numeričke rezultate usporediti s dostupnim eksperimentalnim iz literature. 
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TRODIMENZIONALNO MODELIRANJE PENETRACIJE 
ČELIČNOG ANKERA U BETONSKI BLOK  

 
Ožbolt, J., Kožar, I., & Travaš, V. 

 
Ključne riječi: Kontaktni problem, geometrijska nelinearnost, trodimenzionalni konačni elementi 

 
1 UVOD 

 
U izradi je trodimenzionalni numerički model za analizu proboja čeličnog ankera 
(projektila) u betonski blok. Prostorna diskretizacija je provedena metodom konačnih 
elemenata, dok će se za vremensku diskretizaciju koristiti metoda konačnih razlika. 
Cilj rada je objediniti sve dominantne fizikalne procese koji se prilikom penetriranja 
projektila manifestiraju. Na taj način, konačni računalni kod bit će u mogućnosti 
oponašati vremensko prodiranje čeličnog projektila u betonski bloka, plastično 
deformiranje čeličnog projektila, kvazi-krti lom betona, velike deformacije, aktivaciju 
inercijalnih sila, efekt brzine opterećenja, trenje na površini kontakta te pretvorbu 
mehaničke energije u termičku sa uzimanjem u obzir promjenu konstitutivnih zakona 
uslijed promjena temperature. 

 
 

2 KONTAKT DEFORMABILNIH TIJELA 
   

Kontaktni modeli su karakterizirani nelinearnim geometrijskim uvjetima nametnutim u 
obliku rubnih uvjeta. Polazni sistem jednadžbi postavio je prof. Antonio Signorini.  
 
Jednadžbe deformabilnog kontinuuma : 

- jednadžba ravnoteže  Ω=+ inbdiv 0σ           (1) 

- kinematička jednadžba  { } { } { }[ ]Tuu ∇+∇=
2
1ε                             (2) 

- konstitutivna jednadžba  { } [ ]{ }εσ D=            (3) 
 
Rubni uvjeti : 
- Dirichlet-ov rubni uvjeti  uonu Γ= 0                (4) 
- Neumann-ov rubni uvjeti σσ Γ= ontn                     (5) 
 
Kontaktni uvjeti : 
- uvjet neprodornosti   0≥− nn gu                   (6) 
- uvjeti kontaktnih sila  0≤np             (7) 
- komplementarni uvjeti  ( ) 0=− nnn pgu                 (8) 
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3 DETEKCIJA KONTAKTA 
 

Analiza kontakta deformabilnih kontinuuma uobičajeno započinje «master-slave» 
metodom prostorne diskretizacije. Za potrebe rada ulogu master tijela ima betonski 
blok dok čelični anker predstavlja slave tijelo. Diskretizacija konačnim elementima 
provodi se za oba tijela sa linearnim tetraedarskim elementima.  

Prije iznalaženja osnovnih jednadžbi kontaktnog algoritma, potrebno je kvalitativno 
definirati kontakt tijela. Na taj način, kontakt tijela je uspostavljen ako i samo ako čvor 
mreže elemenata na površini slave tijela (čeličnog ankera) prodre u mrežu master tijela 
(betonskog bloka). Za taj fizikalno neostvarivi slučaj, potrebno je aplicirati 
«kontaktne» sile u adekvatnim čvorovima mreža kako bi se među tijelima formirala 
kontaktna površina koja je unaprijed nepoznata. Nepoznavanje oblika kontaktnog 
područja uzrokovano je različitim krutostima master i slave tijela te iziskuje rješavanje 
sustava nelinearnih jednadžbi Newton-Rapsono-vom metodom. 

Kvantitativno opisivanje kontakta provodi se u tri osnovna koraka. Za penetrirani 
slave čvor potrebno je pronaći najbliži čvor na površini master tijela. Nakon toga 
slijedi konstruiranje liste elemenata na površini master tijela koja dijeli takav master 
čvor. Koordinate čvorova koji leže na površini tijela biti će grupirane na sljedeći način.  
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Za nastavak definiranja kontaktnog algoritma potrebno je jednadžbama [10] 
definirati tangentne vektore na površini konačnih elemenata master tijela. Vektor 
normale na površini konačnog elementa master tijela izračunavamo jednadžbom [11]. 
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Zadnji korak obuhvaća projekciju penetriranog čvora na površinu konačnih 
elemenata formiranih u prijašnjoj listi. Napomenimo da projekcija slave čvora na 
površinu master tijela mora zadovoljiti uvjet minimalne udaljenosti. Razlog tomu je 
činjenica da rad kontaktne sile mora zadovoljiti uvjet minimuma potencijalne energije. 
Rješavajući jednadžbu [12] dobivaju se lokalne koordinate (ξ1 i ξ2) projekcije slave 
čvora na master konačnom elementu. 
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Za implementaciju kontaktnih jednadžbi u metodi konačnih elemenata u nastavku se 
izračunava minimalna udaljenost slave čvora od površine master tijela. Iz tog razloga 
potrebno je izračunati globalne koordinate prijašnje određene lokalne projekcije slave 
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čvora [12]. Za tetraedarske konačne elemente preslikavanje lokalnih koordinata u 
globalne vrši se uz pomoć globalnih koordinata čvorova elementa [13]. 
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Isključujući sile trenja tokom formuliranja kontaktnog algoritma, jedino ograničenje 
pomaka predstavljeno je uvjetom neprodornosti. Ukoliko s gn označimo veličinu ne 
fizikalnog prodora čvora konačnog elementa te s n vektor normale na kontaktnoj 
površini, tada je razdaljina između penetriranog čvorova sa koordinatama xS i točke na 
površini koja zadovoljava uvjet najmanje udaljenosti xM  jednaka jednadžbi [14]. 

 nxxg MS
n ⋅−= )( ,  (14) 

Napomenimo da detekcija kontakta može ne uspjeti ukoliko se slave čvor nalazi u 
predjelu ne konveksne površine master tijela. U takvom slučaju projekcija slave čvora 
neće ležati na površini konačnog elementa već na njegovom bridu ili u čvoru elementa. 
Da bi se izbjegle poteškoće nastale na taj način, kontaktni algoritam je potrebno 
obogatiti formulacijama node-to-segment i node-to-node kontaktnim elementima. Na 
slici 1. prikazana je takva situacija te uspješna detekcija kontakta za ne konveksno 
područje u blizini slave čvora. 
 

 
Sl. 1. Detalj trodimenzionalnog primjera kontaktne analize (uspješna detekcija kontakta) 

 
 
4 NUMERIČKA FORMULACIJA 
 
Iznalaženje jednadžbi započinje klasičnom formulacijom konačnog elemenata 
postupkom minimizacije ukupne potencijalne energije elementa. Ukoliko se konačni 
element ne nalazi u kontaktu, ukupna potencijala energija sastavljena je od energije 
vanjskih sila [15] i unutarnje energije deformacija [16]. 
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 { } [ ]{ }∫
Ω

Ω= dDU T εε
2
1

 (15) 

 { } { } { } { }∫∫
ΓΩ

Γ−Ω−= dtudbuW TT .  (16) 

Ravnoteža vanjskih i unutarnjih sila uspostavljena je za minimalnu vrijednost ukupne 
potencijalne energije [17]. Postupak minimizacije [18] provodi se varijacijom 
potencijalne energije po pomacima što vodi do klasične formulacije metode pomaka. 
 WU +=Π   (17) 

 0=
∂
Π∂
u

.  (18)  

Za elemente u kontaktu potrebno je nadopuniti izraz ukupne energije sa članom 
«parazitne» energije sadržane na kontaktnoj površini. Energetski član koji se pridodaje 
ukupnoj energiji zovemo kontaktni integral [19]. Vrijednost kontaktnog integrala je u 
funkciji razdaljine kontaktnih točaka te Lagrangeovog multiplikatora λn koji 
predstavlja magnitudu sile potrebne za sprječavanje prodora tijela. 

 ∫
Γ

Γ=Π
c

cnnc dgλ   (19) 

Dodavajući kontaktni doprinos ukupnoj potencijalnoj energiji [20] te provedbom 
varijacije energetskog funkcijonala uspostavlja se ravnoteža vanjskih i unutarnjih sila. 
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Varijacija kontaktnog integrala generira dva člana [21]. Prvi član predstavlja doprinos 
kontaktnih sila ukupnom virtualno radu dok drugi član predstavlja slabu formulaciju 
uvjeta neprodornosti. 

 cnncnn
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5 DISKRETIZACIJA JEDNADŽBI 
 
U nastavku će se izostaviti iznalaženje jednadžbi te će biti prikazana samo konačna 
forma diskretiziranog oblika jednadžbe ravnoteže. Ukoliko se kontaktni uvjeti opišu 
metodom Lagrangeovih multiplikatora (matrica KT

c) kontaktni doprinosi odgovarajućih 
stupnjeva slobode grupiraju se u vektor Cc što povećava broj nepoznanica 
proporcionalno porastu kontaktnih elemenata. Uzimajući u obzir geometrijsku 
nelinearnost (matrica KT) sa vektorom rezidualnih sila G, konačan oblik diskretizirane 
jednadžbe ravnoteže prikazan je jednadžbom [22]. Vektor Gc sadrži vrijednosti gn [14] 
pojedinog kontaktnog elementa definiranog penetriranim slave čvorom. 
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Zbog nelinearne prirode problema, prijašnji sustav jednadžbi potrebno je rješavati 
inkrementalno-iterativnom procedurom. Na kraju svakog inkrementa opterećenja 
potrebno je obnoviti rezultate proračuna kako je to prikazano jednadžbom [23]. 
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Metodom multiplikatora uvodi se dodatna nepoznanica za svaki kontaktni element. 
Količina algebarskih jednadžbi raste no na dodirnoj površini tijela uvjet kontakta je 
bezuvjetno zadovoljen. Slika 2. prikazuje numerički primjer analize kontakta čeličnog 
projektila i betonskog bloka te eksperimentalne rezultate Laboratorija za mehaniku 
kontakta Sveučilišta u Singapuru. 
 

 
Sl. 2. Numerički primjer i eksperimentalni rezultati 

 
6 ZAKLJUČAK  

 
Preliminarni dio računalno modela simuliran dodir dvaju linearno deformabilnih tijela 
uključujući geometrijski nelinearne efekte te se trenutno radi na dodavanju mikro-
ravninskog konstitutivnog zakona za betonski blok. 
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NUMERIČKO MODELIRANJE TERMALNOG 
ONEČIŠĆENJA PLOMINSKOG ZALJEVA 

  
Radošević, A., Sopta, L., Škifić, J., Družeta, S., Vidović, Z., Crnković, B. & 

Karabaić, D. 
 

Sažetak: Provedena su mjerenja temperaturnog polja u Plominskom zaljevu i izrađene  
trodimenzionalne numeričke simulacije strujanja. Kako bi se utvrdila razina točnosti 
numeričkog modela uspoređene su vrijednosti temperatura dobivenih mjerenjima i 
simulacijama za odgovarajuće mjerne točke. U svrhu provjere ovisnosti rezultata simulacija o 
gustoći numeričke mreže korištene su mreže različite gustoće, gdje su dobiveni rezultati ukazali 
na značajan utjecaj gustoće numeričke mreže na rezultate simulacija. Provedba simulacija na 
gušćoj numeričkoj mreži ima velike zahtjeve na proračunske resurse te je primjenjeno 
superračunanje na paralelnim računalima. Temperaturno polje dobiveno numeričkim modelom 
dobro se poklapa sa izmjerenim vrijednostima temperatura, čime je pokazana uspješna primjena 
trodimenzionalnog numeričkog modela strujanja na problem termalnog onečišćenja zaljeva.  
 
Ključne riječi: termalno onečišćenje, strujanje u zaljevu, računarska dinamika fluida, 
superračunanje  
 
1 UVOD 
 
Termoelektrane Plomin 1 i 2 vrše usis i ispust rashladne vode u Plominski zaljev. Usis 
se vrši pri ulaznoj strani zaljeva, na dubini od 24 m, a ispust u rijeku Boljunčicu čije se 
ušće nalazi na unutrašnjem kraju zaljeva. Tokom godine, osobito u toplim razdobljima, 
dolazi do miješanja ispuštene rashladne vode sa hladnijom vodom u dubljim slojevima 
te u rashladni sustav ulazi pretopla voda što ometa rad elektrane.  

U cilju analize termalnog onečišćenja Plominskog zaljeva ispuštenom rashladnom 
vodom iz termoelektrana Plomin 1 i 2 provedene su simulacije strujanja i analiza 
postojećeg temperaturnog polja u zaljevu. 
 
2 PROVEDBA MJERENJA I POSTAVLJANJE MODELA 
 
Kako bi se prikupili referentni podaci provedena su in situ mjerenja temperaturnog 
polja na površini zaljeva. Mjerenja su vršena 16. lipnja, 20. lipnja, 17. listopada i 12. 
prosinca 2006. godine pomoću digitalnog termometra. Temperatura je mjerena na 
približno 30 cm ispod površine vode. Lokacije mjernih točaka bilježene su GPS 
uređajem. 

Prema rezultatima mjerenja izrađene su odgovarajuće simulacije strujanja na realnoj 
geometriji cijelog zaljeva pomoću trodimenzionalnog numeričkog modela strujanja. 
Podaci o geometriji zaljeva izvađeni su iz pomorske karte iz 1999. godine.  

Umrežavanje je vršeno nestrukturiranim i djelomično strukturiranim mrežama koje 
su ugušćene na mjestima od većeg interesa (usis, ispust, površina zaljeva). Kako bi se 
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provjerila ovisnost rezultata simulacija o gustoći numeričke mreže, korištene su dvije 
mreže različite gustoće (približno 300.000 i 700.000 ćelija).  

U obzir su uzete temperature vode, dotoci Boljunčice te izmjena topline na površini 
zaljeva. Utjecaj vjetra te plime i oseke na strujanje u zaljevu nisu modelirani. 

Za modeliranje turbulentnih efekata korišten je k-ε model turbulencije te 
Boussinesquova aproksimaciju za modeliranje uzgonskog efekta. Korištene su sheme 
visokog reda radi postizanja veće točnosti modela. Simulacije su provedene u 
komercijalnom softveru Fluent. 

Primjer temperaturnog polja dobivenog iz provedenih numeričkih simulacija dan je 
na Sl. 1.  

 

 
Sl. 1. Distribucija temperatura u Plominskom zaljevu   

za simulacije po mjerenjima od 20.06.2006. 
 

3 PRIMJENA SUPERRAČUNANJA 
 
Radi velike zahtjevnosti ovako konfiguriranog numeričkog modela, proračuni su vršeni 
na paralelnom računalu sa 8 procesora (64-bit AMD 2,2 GHz). Proračuni su 
eksperimentalno vršeni i na drugim računalima kako bi se utvrdila opravdanost 
korištenja superračunanja za riješavanje ovog tipa simulacija. U Tab. 1 su dani podaci 
o nekim od izvršenih simulacija i odgovarajućim proračunskim vremenima na 
različitim hardverskim konfiguracijama. 
 

Simulacija Vrijeme 
proračuna Procesorska snaga, OS 

300.000 elemenata, nestacionarno 25:10:43 2 x Intel Xeon 2,80 GHz, SuSE Linux 
700.000 elemenata, nestacionarno 48:12:39 4 x AMD 64-bit 2,2 GHz, SuSE Linux 
300.000 elemenata, stacionarno 12:04:26 Intel Pentium 4 3,00 GHz, Win XP 
700.000 elemenata, stacionarno 48:07:51 AMD 64-bit 3,02 GHz, Win XP 
700.000 elemenata, stacionarno 06:12:47 8 x 64-bit AMD 2,20 GHz , SuSE Linux 

Tab. 1. Vrijeme proračuna za pojedinu simulaciju  
 
4 EVAULACIJA REZULTATA 
 
Točnost rezultata simulacija evaluirana je usporedbom izmjerenih i proračunatih 
površinskih temperatura. Rezultati su prikazani grafički za svaku pojedinu simulaciju 
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te je izračunata prosječna greška za simulacije sa 300.000 i sa 700.000 ćelija. Rezultati 
simulacija sa 700.000 elemenata pokazali su se točniji, no također je vidljivo da je 
pogreška rezultata simulacija sa 300.000 elemenata na strani sigurnosti (Sl. 2, Sl. 3).  
 

 
Sl. 2. Grafički prikaz usporedbe rezultata mjerenja i simulacija za 20.06.2006. – 300.000 ćelija 

 

 
Sl. 3. Grafički prikaz usporedbe rezultata mjerenja i simulacija za 20.06.2006. – 700.000 ćelija 

 
Korištenjem mreže od 700.000 elemenata postignute su simulacije koje u 

modeliranju površinskog sloja Plominskog zaljeva imaju apsolutnu pogrešku na cijeloj 
domeni od prosječno 0,40 °C, dok je korištenjem mreža od 300.000 prosječna 
apsolutna greška iznosila 0,53 °C (Tab. 2). 

 

Simulacija 
Srednje odstupanje 
temperature [°C] 
(700.000 elemenata) 

Srednje odstupanje 
temperature [°C] 
(300.000 elemenata) 

Simulacija za mjerenje 16.06.2006. 0,30 0,30 
Simulacija za mjerenje 20.06.2006. 0,45 0,69 
Simulacija za mjerenje 17.10.2006. 0,48 0,57 
Simulacija za mjerenje 12.12.2006. 0,28 0,55 
PROSJEK 0,40 0,53 

Tab. 2. Odstupanje proračunatih površinskih temperatura od izmjerenih 
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5 ZAKLJUČAK 
 
Rezultati ukazuju na značajan utjecaj gustoće numeričke mreže na rezultate simulacija: 
simulacije na gušćoj mreži očekivano daju veću točnost rezultata i pouzdanije 
prikazuju površinsko strujanje ugrijane vode primjećeno kod mjerenja.  

U cjelini gledano, temperaturno polje dobiveno numeričkim modelom dobro se 
poklapa sa izmjerenim vrijednostima temperatura, čime je pokazana uspješna primjena 
trodimenzionalnog numeričkog modela strujanja na problem termalnog onečišćenja u 
Plominskom zaljevu. 
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EKSPERIMENTALNA I NUMERIČKA ANALIZA 
RADIJACIJE ZVUKA OKO VIBRIRAJUĆE PLOČE  

 
Skoblar, A., Žigulić, R., Braut, S. & Štimac, G.  

 
Sažetak: U ovom članku eksperimentalni rezultati akustičkih tlakova nastali oko ukliještene 
vibrirajuće ploče uspoređeni su sa rezultatima odabrane numeričke metode. Dinamički odziv 
ukliještene ploče u xy ravnini na harmonijsku aksijalnu pobudu koja djeluje u smjeru z osi i 
blizu kraja duže simetrale ploče određen je numerički primjenjujući princip virtualnog rada na 
jednadžbu fleksijskih vibracija koje su približno riješene pomoću Fourierovog reda 
ortogonalnih funkcija oblika. Iz dobivene funkcije oblika vibracija o frekvenciji pobude 
dobivene su vlastite frekvencije vibracija ploče. Akustički tlakovi s jedne strane ploče određeni 
su numerički primjenjujući Rayleighov izraz na veličine amplituda brzina diferencijalnih 
površina ploče koja vibrira u 1-1, 2-1 i 3-1 modu. Na temelju rubnih uvjeta postavljenih u 
numeričkim metodama izrađen je eksperimentalni model. Rubni uvjeti eksperimentalnog 
modela uključuju ukliješten i nepomičan krut rub, prigušenje zvuka jedne strane ploče te 
spriječavanje neželjenih refleksija u prostoriji sa druge strane ploče. Pokazano je da se 
eksperimentalni rezultati dobro poklapaju sa predviđenim numeričkim rezultatima vlastitih 
frekvencija ploče te odziva ploče i odziva akustičkog tlaka zraka oko ploče. 
 
Ključne riječi: fleksijske vibracije, ukliještena ploča, radijacija zvuka. 

 
1 UVOD 

 
Cilj ovog rada je usporediti numeričke i eksperimentalne rezultate radijacije zvuka oko 
ukliještene pravokutne ploče koja vibrira u prva tri moda. Nakon potvrde istovjetnosti 
rezultata različitih numeričkih metoda [4] pristupilo se izradi eksperimentalnog modela 
sa istim rubnim uvjetima te su dobiveni rezultati uspoređeni.  
 
2 NUMERIČKI IZRAČUN 

   
Neprigušene fleksijske vibracije tanke ploču pod djelovanjem vanjske uzbudne sile 
Pe(x,y,t) definirane su izrazom 

( ) ( ) ( )
24 4 4

e4 2 2 4 22
w x, y,t

D w x, y,t m p x, y,t
x x y y t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

,  (1) 

gdje je w(x,y,t) pomak paralelan z osi i u točki (x,y), D je krutost materijala, E je 
Young-ov modul elastičnosti i m  je površinska gustoća ploče [3].  

S obzirom da uzbudna sila Pe djeluje harmonijski u jednoj točki (ξ,η) paralelno sa z 
osi sa frekvencijom ω jednadžba fleksijskih vibracija može se pojednostaviti u izraz 

( ) ( ) ( )
4 4 4

2
4 2 2 42 , , , 0D W x y m W x y P x y

x x y y
 ∂ ∂ ∂

+ + + ω − = ∂ ∂ ∂ ∂ 
,  (2) 

gdje je w(x,y,t) = W(x,y)eiωt  i  pe(x,y,t) = P(x,y)eiωt. 
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Sl. 1. Koordinatni sustav ploče, točka uzbude i definicija vektora 

 
Primjenom principa virtualnog rada na izraz (2) dobiva se izraz 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

0 0

, , , d d 0
b a

D W x y m W x y P x y W x y ∇ ∇ − ω − × δ = ∫ ∫ ,  (3) 

gdje je W(x,y) amplituda moda ploče u (x,y) (dinamički odziv) definiran se izrazom 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

1 2 3 4 5 6 2 6

,
2

m n
m m

m n

PX Y
W x y X x Y y

D I I I I I I m I I

∞ ∞ ξ η
=

+ + − ω∑∑ .  (4) 

Veličina P  definira se sa izrazom 
( )

( ) ( )
P x, y

P
x yδ ξ δ η

=
− −

,      (5) 

gdje je δ(x) dirac delta funkcija. 
Funkcije oblika Xm, Yn za ukliještenu ploču se definiraju izrazima 

( ) ( )
( )

nn n
n

n

Jy yY y J H
b H b

λλ λ   = −   λ   
           i 

( ) ( )
( )

mm m
m

m

Jx xX x J H
a H a

λλ λ   = −   λ   
,     (6) 

gdje λm i λn zadovoljavaju uvjet ( ) ( )cosh cos 1m mλ λ =  a funkcije J(u) i H(u) imaju 
ove oblike 

( ) ( ) ( )cosh cosJ u u u= −         i 

( ) ( ) ( )sinh sinH u u u= − .     (7) 
Veličine I1-I6 definirane su izrazima  

( )4
1

0

d ,
a

m mI X X x= ∫  2
2

0

d ,
b

nI Y y= ∫  ''
3

0

d ,
a

m mI X X x= ∫  

''
4

0

d ,
b

n nI Y Y y= ∫   ( )4
5

0

d
b

n nI Y X y= ∫        i        2
6

0

d .
a

mI X x= ∫   (8) 
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Vlastite frekvencije gibanja ploče ωmn određuju se izjednačavajući nazivnik u (4) sa 
nulom iz čega slijedi izraz 

( )1 2 3 4 5 6

2 6

2
mn

D I I I I I I
mI I
+ +

ω = ,     (9) 

Akustički tlak ( )2P r   u točki  2r  određuje se pomoću Rayleigh-ovog integrala 

( ) ( )
1

2 1 1d
2

ikR
f

S

eP v S
R

−ωρ
=

π ∫r r ,     (10) 

gdje je ω kružna frekvencija gibanja ploče, k je valni broj, ρf  je gustoća zraka, ( )1v r   

je normalna brzina infinitezimalne površine ploče u točki 1r  ,  1 2R = −r r  i S1 je 
ukupna površina ploče (Sl. 1.). Slijedi opis odabranog eksperimentalnog modela čije su 
karakteristike uvrštene i u numerički model. 
 
3 OPIS EKSPERIMENTALNOG MODELA 
 
Odabrana je ukliještena pravokutna ploče sa dimenzijama 0.489x0.303x0.00125 m i 
karakteristikama materijala: Youngov modul elastičnosti E = 2.1x1011 N/m2, gustoća ρ 
= 7850 kg/m3 i Poisonov broj µ = 0.29.  

PLOCA

STRIJELA MIKROFONA

KRUTI
OKVIR

POBUÐUJUCA
ŠIPKA

BESKONTAKTNI
SENZOR

8

40,581,5

122,5122

81,5

10

489

KAMENA VUNA

x

z

 
Sl. 2. Eksperimentalni model 

 
Pobudna sila je paralelna z osi sa amplitudom od 1 N i djeluje 0.01 m od kraja duže 

simetrale ploče (Sl. 2.). Karakteristike zraka jesu gustoća ρf = 1,225 kg/m3, brzina 
zvuka u zraku c = 340 m/s i viskozitet η = 1,82x10-5 Pas. Zvukoizolirajući okvir 
napravljen je od kamene vune gustoće 100 kg/m2 te u debljini od 250 mm i više. 
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4 REZULTATI I ANALIZA 
 

Numerički izračun odziva ploče koji je izračunat bez prigušenja u ploči mora se 
poklapati sa eksperimentalnim rezultatima odziva ploče u amplitudi vibracija kako bi 
se mogla provjeriti točnost izračuna širenja zvuka oko ploče što je konačni cilj. 
Navedeno je postignuto odgovarajućim pomakom frekvencije pobude [4] koja nije 
uzrokovala promjenu oblika vibriranja i time oblike širenja zvuka kroz zrak [1, 2]. 
 

Impulsna 
pobuda

Mod f (Hz) f (Hz)
amplituda u 

položaju senzora 
(µm)

f (Hz)
amplituda moda 

(µm)
amplituda u položaju 

senzora (µm)

1-1 84.7 84.4 7.99 88.7 8.19 8.19
2-1 130.6 129.6 7.83 130.5 8.58 8.22
3-1 208.8 209.5 6.31 202.0 6.39 5.79

Eksperiment Numerika
Kontinuirana harmonijska 

pobuda
Fleksijske vibracije riješene pomoću principa 

virtualnog rada

 
Tab. 1. Vlastite frekvencije te prisilna frekvencija i amplituda vibriranja ploče 
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4 REZULTATI I ANALIZA 
 

Numerički izračun odziva ploče koji je izračunat bez prigušenja u ploči mora se 
poklapati sa eksperimentalnim rezultatima odziva ploče u amplitudi vibracija kako bi 
se mogla provjeriti točnost izračuna širenja zvuka oko ploče što je konačni cilj. 
Navedeno je postignuto odgovarajućim pomakom frekvencije pobude [4] koja nije 
uzrokovala promjenu oblika vibriranja i time oblike širenja zvuka kroz zrak [1, 2]. 
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5 ZAKLJUČAK 
   

Eksperimentalni rezultati vlastitih frekvencija i amplituda modova visoke su točnosti u 
odnosu na numeričke rezultate. Dobiveni rezultati pokazuju veliki utjecaj 
zvukoizolirajućeg oklopa i ukliještenog okvira na točnost eksperimetalnih rezultata. Da 
bi se u potpunosti poništio utjecaj valova sa jedne strane ploče na valove sa druge 
strane ploče potrebno je ploču ugraditi u zid gluhe komore. Mod 1-1 pokazuje prodor 
zvuka sa druge strane ploče koji je ovisno o fazi u trenutku superponiranja sa valom sa 
prve strane ploče poremetio amplitude tlakova. Val je prošao kroz zvukoizolirajući 
okvir jer se radi o frekvenciji 84.4 Hz na kojoj je apsorpcija kamene vune, bez obzira 
na njezinu debljinu, malenih vrijednosti. Mod 2-1 pokazuje veću točnost rezultata s 
time da su tlakovi u sredini nešto veći što se može povezati sa povećanim gibanjem 
sredine ploče. Mod 3-1 ima karakteristiku povećanog tlaka u sredini što slijedi iz 
oblika moda a u eksperimentu navedeni ekstrem nije vidljiv zbog povećanog gibanja 
sredine ploče. Vidljivo je da su opisanim eksperimentalnim modelom dobiveni 
akustički tlakovi veće točnosti ukoliko su rubni uvjeti bili bliži uvjetima u numeričkoj 
metodi s čime je potvrđena točnost numeričke metode. 
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ANALIZA PUKOTINA U METALNIM I POLIMERNIM 
MATERIJALIMA 

 
Skozrit, I., Tonković, Z. & Lovrenić-Jugović, M. 

 
Sažetak: Primjenom programskog paketa ABAQUS provedena je trodimenzijska linearna i 
nelinearna analiza debelih cijevi s različitim geometrijama vanjskih osnih polu-eliptičkih 
pukotina. Na osnovi numeričkih rezultata izveden je analitički aproksimacijski izraz za J-
integral u obliku GE/EPRI utjecajnih funkcija za širok raspon geometrija cijevi i pukotina kao i 
parametara očvršćenja materijala. Pri tome je istražen utjecaj parametara aproksimacije krivulje 
naprezanje-deformacija za slučaj Ramberg-Osgood-ovog materijalnog modela na rezultate 
GE/EPRI metode. Nedostaci GE/EPRI metode uklonjeni su primjenom modificiranog postupka 
referentnog naprezanja. Izvedeni postupci primijenit će se za analizu pukotina u polimerima. 
 
Ključne riječi: debele cijevi, J-integral, GE/EPRI metoda, metoda referentnog naprezanja. 

 
1 UVOD 

   
Za analizu pukotina u metalima razvijene su mnogobrojne procedure koje se temelje 
na mehanici loma, plastičnom kolapsu i zamoru materijala. U novijoj literaturi 
analogni postupci izvode se za analizu pukotina u polimernim materijalima [2] kod 
kojih je za razliku od metala, osim anizotropije, već pri sobnoj temperaturi prisutan 
efekt puzanja. U radu će se dati prikaz novih numeričkih postupaka koji su predloženi 
za analizu pukotina u metalima. Primjenom programskog paketa ABAQUS [1] 
provedene su opsežne linearne i nelinearne numeričke analize za određivanje 
parametara mehanike loma i graničnog tlaka za debele cijevi s vanjskom osnom 
pukotinom opterećenom unutarnjim tlakom. Izveden je analitički aproksimacijski izraz 
za J-integral u obliku dobro poznatih GE/EPRI utjecajnih funkcija za širok raspon 
geometrija cijevi i pukotina kao i parametara očvršćenja materijala. Predložen je 
modificirani postupak referentnog naprezanja za rješavanje problema koji se javljaju 
kod GE/EPRI metode [3, 4]. Namjera je izvedene postupke primijeniti na analizu 
pukotina u polimerima. 
 
2 ANALIZA METODOM KONAČNIH ELEMENATA 

   
Primjenom metode konačnih elemenata provedene su linearne i nelinearne analize za 
određivanje graničnog tlaka Lp  i J-integrala za debelu cijev s vanjskom osnom 
površinskom pukotinom opterećenu unutarnjim tlakom. Za inženjersku procjenu 
parametara mehanike loma primjenjuje se 2J  deformacijska teorija plastičnosti uz 
pretpostavku malih deformacija. Pri tome se krivulja u dijagramu naprezanje-
deformacija aproksimira dobro poznatim Ramberg-Osgood-ovim modelom: 
 ( )n

YY0 /// σσασσεε += , (1) 

161 

Prvi susret Hrvatskoga društva za mehaniku 
Rijeka, 29. lipanj 2007.  

 
 

ANALIZA PUKOTINA U METALNIM I POLIMERNIM 
MATERIJALIMA 

 
Skozrit, I., Tonković, Z. & Lovrenić-Jugović, M. 

 
Sažetak: Primjenom programskog paketa ABAQUS provedena je trodimenzijska linearna i 
nelinearna analiza debelih cijevi s različitim geometrijama vanjskih osnih polu-eliptičkih 
pukotina. Na osnovi numeričkih rezultata izveden je analitički aproksimacijski izraz za J-
integral u obliku GE/EPRI utjecajnih funkcija za širok raspon geometrija cijevi i pukotina kao i 
parametara očvršćenja materijala. Pri tome je istražen utjecaj parametara aproksimacije krivulje 
naprezanje-deformacija za slučaj Ramberg-Osgood-ovog materijalnog modela na rezultate 
GE/EPRI metode. Nedostaci GE/EPRI metode uklonjeni su primjenom modificiranog postupka 
referentnog naprezanja. Izvedeni postupci primijenit će se za analizu pukotina u polimerima. 
 
Ključne riječi: debele cijevi, J-integral, GE/EPRI metoda, metoda referentnog naprezanja. 

 
1 UVOD 

   
Za analizu pukotina u metalima razvijene su mnogobrojne procedure koje se temelje 
na mehanici loma, plastičnom kolapsu i zamoru materijala. U novijoj literaturi 
analogni postupci izvode se za analizu pukotina u polimernim materijalima [2] kod 
kojih je za razliku od metala, osim anizotropije, već pri sobnoj temperaturi prisutan 
efekt puzanja. U radu će se dati prikaz novih numeričkih postupaka koji su predloženi 
za analizu pukotina u metalima. Primjenom programskog paketa ABAQUS [1] 
provedene su opsežne linearne i nelinearne numeričke analize za određivanje 
parametara mehanike loma i graničnog tlaka za debele cijevi s vanjskom osnom 
pukotinom opterećenom unutarnjim tlakom. Izveden je analitički aproksimacijski izraz 
za J-integral u obliku dobro poznatih GE/EPRI utjecajnih funkcija za širok raspon 
geometrija cijevi i pukotina kao i parametara očvršćenja materijala. Predložen je 
modificirani postupak referentnog naprezanja za rješavanje problema koji se javljaju 
kod GE/EPRI metode [3, 4]. Namjera je izvedene postupke primijeniti na analizu 
pukotina u polimerima. 
 
2 ANALIZA METODOM KONAČNIH ELEMENATA 

   
Primjenom metode konačnih elemenata provedene su linearne i nelinearne analize za 
određivanje graničnog tlaka Lp  i J-integrala za debelu cijev s vanjskom osnom 
površinskom pukotinom opterećenu unutarnjim tlakom. Za inženjersku procjenu 
parametara mehanike loma primjenjuje se 2J  deformacijska teorija plastičnosti uz 
pretpostavku malih deformacija. Pri tome se krivulja u dijagramu naprezanje-
deformacija aproksimira dobro poznatim Ramberg-Osgood-ovim modelom: 
 ( )n

YY0 /// σσασσεε += , (1) 



162 

gdje su: Yσ  granica tečenja, E/Y0 σε =  referentna deformacija, E modul elastičnosti, 
a α  i n su parametri interpolacije eksperimentalno dobivene krivulje naprezanje-
deformacija. Geometrija cijevi i opterećenje prikazani su na slici 1. iR  i oR  su 
unutarnji i vanjski radijus cijevi, dok je t debljina stjenke cijevi. Analizirana je vanjska 
osna površinska polu-eliptička pukotina čija je geometrija opisana s duljinom 2c i 
dubinom a. Kao što je uobičajeno u literaturi, geometrija cijevi i pukotine definira se s 
bezdimenzijskim parametrima: tR /i , ac / , ta /  i tRc i/=ρ . Kao što je vidljivo sa 
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3 GRANIČNI TLAK 

   
Uz pretpostavku elastično-idealno plastičnog ponašanja materijala, granični tlak 
predstavlja ono opterećenje koje cijev još može izdržati, a da pri tome ne dođe do 
njenog kolapsa. Za određivanje graničnog tlaka primijenjena je RIKS-ova 
inkrementalno-iterativna metoda iz programskog paketa ABAQUS [1]. Na osnovu 
rezultata parametarskih analiza predložena je empirijska formula za određivanje 

Parametarske analize provedene su 
primjenom programskog paketa 
ABAQUS [1]. Pri tome je korišten 
izoparametrijski konačni element s 
dvadeset čvorova i reduciranom 
integracijom (C3D20R). Zbog simetrije 
analizirana je samo jedna četvrtina 
cijevi kao što je prikazano na slici 2. Za 
ispravno modeliranje singulariteta 
deformacija i naprezanja na vršku 
pukotine primijenjeni su singularni 
konačni elementi. 
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graničnog tlaka Lp  u ovisnosti o bezdimenzijskim parametrima ta /  i ρ  kao što 
slijedi: 
 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2

21ioYL //1/ln3/2 taAtaARRp ++= σ , (2) 
gdje su: 32

1 00415.006902.039607.014089.0 ρρρ −+−=A , 
 32

2 00094.000969.000347.010307.0 ρρρ +−+−=A . 
  

4 PROCJENA J-INTEGRALA PRIMJENOM GE/EPRI METODE 
   

Određivanje vrijednosti J-integrala provedeno je za prethodno definirana 32 slučaja 
dimenzija cijevi i pukotine dodatno varirajući parametre Ramberg-Osgood-ovog 
materijalnog modela. Pri tome je za α  uzeta vrijednost 1 dok je za parametar n uzeto 

,10i7,5,3,1=n  što ukupno čini 160 parametarskih analiza. 
Primjena deformacijske teorije plastičnosti omogućava rastavljanje ukupnog J-

integrala na njegov elastični i plastični dio kao što slijedi: 
 pe JJJ += . (3) 

Plastični dio J-integrala, pJ  prema [3] za polu-eliptičku površinsku osnu pukotinu 
u cijevi glasi: 
 ( ) ( )( ) 1

Li1
2
Yp /,,/,/)/( +−= npptatRhatEJ ϕρσα , (4) 

gdje su: 1h  je bezdimenzijska plastična utjecajna funkcija i ϕ  je kut pukotine. Da bi 
odredili bezdimenzijsku plastičnu utjecajnu funkciju 1h  metodom konačnih elemenata 
pomoću izraza (3) potrebno je prvo odrediti plastični dio J-integrala: 
 eFEp, JJJ −= . (5) 

U literaturi je poznato da bezdimenzijska plastična utjecajna funkcija 1h  ovisi o 
veličini opterećenja kao što je prikazano na slici 3.  
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Eksponencijalni dio jednadžbe (1) koja opisuje ponašanje materijala tijekom 

procesa opterećenja dominantan je za dovoljno velika opterećenja. U skladu s tim 
vrijednosti bezdimenzijske plastične utjecajne funkcije 1h  uzimaju se upravo za 
dovoljno velika opterećenja kada se vrijednosti ustale na približno konstantnoj 
vrijednosti kao što je vidljivo sa slike 3. Odabrane vrijednosti za bezdimenzijsku 
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plastičnu utjecajnu funkciju 1h  na najdubljoj točki pukotine )90( °=ϕ  prikazane su u 
tablici 1. Iz opisanog slijedi da točnost procjene J-integrala primjenom GE/EPRI 
metode uvelike ovisi o vrijednostima parametara interpolacije eksperimentalno 
dobivene krivulje naprezanje-deformacija α  i n u Ramberg-Osgood-ovom 
materijalnom modelu. 

 
Tab. 1. Vrijednosti bezdimenzijske plastične utjecajne funkcije 1h  

n Rm/t c/a a/t 3 5 7 10 
0.2 1.358 1.737 2.020 2.370 
0.4 5.563 7.228 8.357 9.482 
0.6 15.943 18.571 19.581 20.009 

5 

0.8 37.093 38.727 38.132 34.822 
0.2 1.570 2.075 2.449 2.868 
0.4 6.556 8.604 9.708 10.356 
0.6 16.592 17.815 17.681 17.112 

10 

0.8 29.855 27.973 25.438 21.583 
0.2 1.581 2.102 2.483 2.879 
0.4 6.312 8.256 9.146 9.504 
0.6 14.925 15.394 14.875 14.002 

15 

0.8 27.514 27.749 27.309 25.622 
0.2 1.536 2.033 2.392 2.743 
0.4 5.958 7.772 8.554 8.803 
0.6 14.133 14.476 14.087 13.490 

4 

20 

0.8 22.731 22.968 22.615 21.040 
 
5 RAČUNANJE J-INTEGRALA POMOĆU METODE REFERENTNOG 
NAPREZANJA 

   
Da bi se otklonila osjetljivost rezultata GE/EPRI metode na parametre α  i n uvedena 
je metoda referentnog naprezanja [3, 4]. Prema GE/EPRI metodi [3], elastični dio J-
integrala eJ  ( 1=n ) za polu-eliptičku površinsku pukotinu u cijevi ima oblik: 
 ( ) ( )( )2

Li1
2
Ye /1,,/,/,/)/( ppntaactRhatEJ =−= ϕσα . (6) 

Ako podijelimo plastični dio J-integrala, pJ  s elastičnim dijelom J-integrala, eJ  
dobijemo sijedeći izraz: 
 ( ) 1

L11ep /))1,(/),(()(/)( −== nppnhnhJJ ϕϕϕϕ . (7) 
Uvedemo li dodatni normalizirani (referentni) tlak refp  prethodni izraz sada glasi: 

 ( ) ( )[ ]( ){ }( ) 1
ref

1
Lref11ep //1,/,)(/)( −−== nn ppppnhnhJJ ϕϕϕϕ . (8) 

Nakon uvođenja nove bezdimenzijske funkcije 1H  dobivamo: 
 ( ) 1

ref1ep /)(/)( −= nppHJJ ϕϕ . (9) 
Osnovna ideja procjene J-integrala pomoću metode referentnog naprezanja je 

pravilan izbor normaliziranog odnosno referentnog tlaka refp  na način da se umanji 
ovisnost bezdimenzijske funkcije 1H  o parametrima tR /i , ta / , ρ  i n. Takav tlak 
odnosno opterećenje u literaturi se naziva optimizirano referentno opterećenje, oRp .  

164 

plastičnu utjecajnu funkciju 1h  na najdubljoj točki pukotine )90( °=ϕ  prikazane su u 
tablici 1. Iz opisanog slijedi da točnost procjene J-integrala primjenom GE/EPRI 
metode uvelike ovisi o vrijednostima parametara interpolacije eksperimentalno 
dobivene krivulje naprezanje-deformacija α  i n u Ramberg-Osgood-ovom 
materijalnom modelu. 

 
Tab. 1. Vrijednosti bezdimenzijske plastične utjecajne funkcije 1h  

n Rm/t c/a a/t 3 5 7 10 
0.2 1.358 1.737 2.020 2.370 
0.4 5.563 7.228 8.357 9.482 
0.6 15.943 18.571 19.581 20.009 

5 

0.8 37.093 38.727 38.132 34.822 
0.2 1.570 2.075 2.449 2.868 
0.4 6.556 8.604 9.708 10.356 
0.6 16.592 17.815 17.681 17.112 

10 

0.8 29.855 27.973 25.438 21.583 
0.2 1.581 2.102 2.483 2.879 
0.4 6.312 8.256 9.146 9.504 
0.6 14.925 15.394 14.875 14.002 

15 

0.8 27.514 27.749 27.309 25.622 
0.2 1.536 2.033 2.392 2.743 
0.4 5.958 7.772 8.554 8.803 
0.6 14.133 14.476 14.087 13.490 

4 

20 

0.8 22.731 22.968 22.615 21.040 
 
5 RAČUNANJE J-INTEGRALA POMOĆU METODE REFERENTNOG 
NAPREZANJA 

   
Da bi se otklonila osjetljivost rezultata GE/EPRI metode na parametre α  i n uvedena 
je metoda referentnog naprezanja [3, 4]. Prema GE/EPRI metodi [3], elastični dio J-
integrala eJ  ( 1=n ) za polu-eliptičku površinsku pukotinu u cijevi ima oblik: 
 ( ) ( )( )2

Li1
2
Ye /1,,/,/,/)/( ppntaactRhatEJ =−= ϕσα . (6) 

Ako podijelimo plastični dio J-integrala, pJ  s elastičnim dijelom J-integrala, eJ  
dobijemo sijedeći izraz: 
 ( ) 1

L11ep /))1,(/),(()(/)( −== nppnhnhJJ ϕϕϕϕ . (7) 
Uvedemo li dodatni normalizirani (referentni) tlak refp  prethodni izraz sada glasi: 

 ( ) ( )[ ]( ){ }( ) 1
ref

1
Lref11ep //1,/,)(/)( −−== nn ppppnhnhJJ ϕϕϕϕ . (8) 

Nakon uvođenja nove bezdimenzijske funkcije 1H  dobivamo: 
 ( ) 1

ref1ep /)(/)( −= nppHJJ ϕϕ . (9) 
Osnovna ideja procjene J-integrala pomoću metode referentnog naprezanja je 

pravilan izbor normaliziranog odnosno referentnog tlaka refp  na način da se umanji 
ovisnost bezdimenzijske funkcije 1H  o parametrima tR /i , ta / , ρ  i n. Takav tlak 
odnosno opterećenje u literaturi se naziva optimizirano referentno opterećenje, oRp .  



165 

Na osnovu rezultata numeričkih analiza predložena je empirijska formula za 
određivanje optimiziranog referentnog tlaka u ovisnosti o bezdimenzijskim 
parametrima ta /  i ρ  kao što slijedi: 
 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2

21ioYoR //1/ln3/2 taBtaBRRp ++= σ , (10) 
gdje su: 32

1 0.00539-0.0586770.18551-0.92351- ρρρ ⋅⋅+⋅=B , 
 32

2 0.0024790.00265-0.16797-1.066525 ρρρ ⋅+⋅⋅=B . 
Omjer plastičnog dijela J-integrala, pJ  i elastičnog dijela J-integrala, eJ  sada 

konačno glasi: 
 ( ) 1

oRep // −= nppJJ . (11) 
Izraz za procjenu J-integrala primjenom metode referentnog naprezanja sada glasi: 

 ( ) ( )refref
2

Yrefrefrefe //5.0// εσσσσε EEJJ += , (12) 
gdje su: refσ  referentno naprezanje, oRYref / pp⋅= σσ , dok je refε  referentna 
deformacija dobivena iz stvarne krivulje naprezanje-deformacija za određeno 
referentno naprezanje. Na slici 4 uspoređene su vrijednosti J-integrala dobivene 
primjenom GE/EPRI metode, metode referentnog naprezanja i inkrementalne teorije 
plastičnosti na primjeru cijevi generatora pare WWER 1000 koji se koristi u 
nuklearnim elektranama. Materijal cijevi je austenitni čelik 08X18H10T čije su 
mehaničke karakteristike prikazane u tablici 2 [5]. 

 
Tab. 2. Mehaničke karakteristike austenitnog čelika 08X18H10T [5] 

  Temperature (0C) E (GPa) σY (MPa) σu (MPa) α n 
20 209 250 560 1,920 4,59 

300 184 160 420 1,375 4,01 
 

Korištena je stvarna krivulja naprezanje-deformacija koja je dobivena iz inženjerske 
krivulje naprezanje-deformacija primjenom izraza ( )eet 1 εσσ +=  i ( )et 1ln εε += , 
gdje su tσ  i tε  stvarno naprezanje i deformacija, dok su eσ  i eε  inženjersko 
naprezanje i deformacija. Kao što je vidljivo sa slike 4 rezultati metode referentnog 
naprezanja i inkrementalne teorije plastičnosti se dobro poklapaju dok se rezultati 
GE/EPRI metode razlikuju zbog utjecaja parametara očvršćenja materijala. 
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6 ZAKLJUČAK 
   

Na osnovi trodimenzijskih linearnih i nelinearnih analiza debelih cijevi s vanjskim 
osnim polu-eliptičkim pukotinama izveden je analitički aproksimacijski izraz za J-
integral u obliku GE/EPRI utjecajnih funkcija za velik raspon geometrija cijevi i 
pukotina, te parametara očvršćenja materijala. Istražen je utjecaj parametara očvršćenja 
materijala na rezultate GE/EPRI metode te su nedostaci su uklonjeni primjenom 
metode referentnog naprezanja. Na primjeru cijevi generatora pare nuklearnih 
elektrana WWER 1000 koje su izrađene od austenitnog čelika 08X18H10T, 
uspoređene su vrijednosti J-integrala dobivene primjenom GE/EPRI metode, metode 
referentnog naprezanja i inkrementalne teorije plastičnosti. Rezultati metode 
referentnog naprezanja i inkrementalne teorije plastičnosti se dobro poklapaju dok se 
rezultati GE/EPRI metode razlikuju zbog utjecaja parametara očvršćenja materijala.  

 
7 SMJERNICE DALJNJEG ISTRAŽIVANJA 

   
U novijoj literaturi analogni postupci izvode se za analizu pukotina u polimernim 
materijalima [2] kod kojih je za razliku od metala, osim anizotropije, već pri sobnoj 
temperaturi prisutan efekt puzanja. Namjera je izvesti slične izraze za polimerne 
materijale primjenom prikazanih postupaka. Na temelju eksperimentalnih rezultata iz 
literature za polietilen srednje gustoće izvest će se konstitutivni model na razini 
materijalne točke konačnog elementa te će se  implementiran u korisničku rutinu UMAT 
[2]. Predložit će se aproksimacijski izraz za C*-integral te će se rezultati usporediti s 
dostupnim eksperimentalnim rješenjima. 
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MEZO-MODEL OŠTEĆENJA ZA ANALIZU ZAMORA 
KOMPOZITNIH ZRAKOPLOVNIH KONSTRUKCIJA 

 
Smojver, I., Schuecker, C. & Pettermann, H.E.  

 
Sažetak: U radu je prikazan model za analizu zamora kompozitnih konstrukcija temeljen na 
Puckovom kriteriju primijenjenom za statičku analizu popuštanja kompozita. Prikazana je 
ovisnost oblika krivulje popuštanja prvog sloja te krivulje pojave oštećenja u sloju o broju 
ciklusa opterećenja. Numerički je određena promjena pojedinih elastičnih materijalnih 
parametara o broju ciklusa. Razmatrano je samo stanje naprezanja koje odgovara Mode A, 
prema Puckovoj nomenklaturi. Analizirana su dva primjera, a u zaključku su navedeni 
nedostaci do sada razvijene metodologije, kao i smjernice za buduća istraživanja.  
 
Ključne riječi: Puckov kriterij, višeslojni kompoziti, zrakoplovne konstrukcije,  zamor 
 
1 UVOD 

   
Problem analize zamora kompozitnih konstrukcija je od posebnog interesa pri 
konstruiranju mlaznih zrakoplova. Zamor metalnih konstrukcija primijećen je prvi put 
kod uvođenja u upotrebu britanskog aviona Comet ranih 1950-tih. Loše oblikovani 
prozori, u kombinaciji s promjenama unutarnjeg tlaka u kabini, uzrokovali su zamorne 
pukotine koje su se pojavile u kutevima prozora, što je rezultiralo dvjema 
katastrofalnim nesrećama. Ovi su incidenti doveli do prizemljenja svih zrakoplova 
ovog tipa, istovremeno potaknuvši detaljnije istraživanje u ovom području. Trup 
modernih putničkih zrakoplova prolazi za vrijeme eksploatacije kroz mnogobrojne 
cikluse. Prva grupa opterećenja uzrokovana je promjenom kabinskog tlaka kako bi 
okruženje bilo prihvatljivo za putnike. Tlak u modernim putničkim zrakoplovima 
odgovara nadmorskoj visini od 2400 m, dok se u najnovijoj konstrukciji Boeinga, 787 
Dreamlineru, predviđa unutarnji tlak koji odgovara nadmorskoj visini od 1800 m. Ovaj 
trup, načinjen u potpunosti od kompozita, pokazuje zrelost kompozita kao 
konstruktivnih materijala kao i povjerenje Boeinga u vlastitu metodologiju analize 
kompozitnih konstrukcija. Opterećenja su pravilnog uzorka, predvidljiva i poznate 
amplitude i frekvencije. Ovakav je slučaj odabran za preliminarnu analizu ovdje 
prikazanim modelom. Drugi izvor zamornih opterećenja predstavljaju nagle promjene 
aerodinamičkih sila zbog zapuha, turbulencija, fluttera, itd. koji su vrlo izraženi kod 
kompozitne konstrukcije kako trupa tako i krila. Ova su opterećenja vrlo nepravilna po 
amplitudi i frekvenciji, te neće biti analizirana ovdje predstavljenim modelom.  

 
2 NUMERIČKI MODEL 

 
Temeljem modela koji je razvijen za analizu oštećenja u kompozitima pri statičkom 
opterećenju, [4-6], razvijen je novi model za analizu zamornog ponašanja. Budući da je 
u  navedenim  referencama  detaljno  objašnjena cijela teorija korištena  pri  formulaciji 
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osnovnog modela oštećenja, taj dio je u ovom radu izostavljen. Analiziran je samo 
Mode A slučaj stanja naprezanja. Pretpostavlja se da stanje naprezanja mijenja 
vrijednost između nule i maksimuma definiranog σ12 i σ22. Sljedeća je pretpostavka da 
je za primjenu u zrakoplovnim konstrukcijama, značajan broj ciklusa do 10000 [3,7,8]. 
Smanjenje materijalnih svojstava zbog pojave oštećenje pokazuje se kroz smanjenje 

parametara čvrstoće R12, R22t i R22c, pri čemu je R12 posmična čvrstoća, dok su R22t,c 
poprečna vlačna odnosno tlačna čvrstoća. Pretpostavljeno je da je degradacija 
mehaničkih svojstava do 10000 cilusa linearna te vrijedi: 

R12
n @ 10000 ciklusa  =  d12 R12@ statičkog opterećenja 

R22t,c
n @ 10000 ciklusa  = d22t,c R22t,c@ statičkog opterećenja. 

Faktori smanjenja d12 = 0.85, d22t = d22c = 0.98 su odabrani prema ref. [1,2]. Model 
je lako moguće primijeniti i na veći broj ciklusa, u kojem slučaju ovisnost Rij

n = Rij 
(Ncyc) nije linearna već prema specifičnim zakonitostima koje su temeljene na 
eksperimentima. Pri određenom broju ciklusa, primjena reduciranih vrijednosti Rij

n 

dovodi do promijenjenog oblika krivulja popuštanja prvog sloja (first ply failure, FPF). 
Definirani zakon mora fizikalno korektno prikazati smanjenje mehaničkih svojstava 
zbog pojave oštećenja. Krivulja pojave oštećenja (damage onset, DO) kako je 
definirana u statičkom slučaju, također je redefinirana, ovisno o broju ciklusa. Budući 
da parametre koji definiraju ovu krivulju nije moguće mjeriti, moraju biti napravljene 
određene aproksimacije.  Prva je da je za određeni slučaj naprezanja, koji određuju 
vrijednosti σ12 i  σ22, odnos između naprezanja na FPF krivulji i naprezanja na DO 
krivulji konstantan i ne ovisi o broju ciklusa. Ovaj je odnos izračunat za svaki slučaj 
opterećenja u prvom ciklusu (statički slučaj). Ova je pretpostavka nužna da bi se 
osiguralo da je model koji određuje pojavu oštećenja primjenjiv u analizi zamora pri 
proizvoljnom broju ciklusa.  

Sl. 1.  pokazuje oblik FPF  (vanjska ) i DO (unutarnja)  krivulja u statičkom slučaju 
te pri 10000 ciklusa za stvarno slučaj naprezanja σ12 = σ22 = 20 MPa (prikazano crnom 
točkom u dijagramu). Zbog jasnijeg prikaza samo su dvije ekstremne vrijednosti 
prikazane (inkrement ∆Ncyc = 10000), mada je u detaljnoj analizi vrijednost ∆Ncyc 
znatno manja. U numeričkim primjerima koji slijede, inkrement ∆Ncyc = 1250, što 
rezultira s 8 afinih FPF i DO krivulja.  
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Sl. 1. Primjer krivulje loma prvog sloja (FPF) i krivulje pojave oštećenja (DO) 
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3 PRIMJERI 

Analizirani materijal je jedan jednousmjereni sloj UD ugljik/epoksi kompozita 
AS4/3501-6. Vrijednosti čvrstoće pri statičkom opterećenju definirane su prema [5,6]: 

R11t = 1.95 GPa 
R11c = 1.48 GPa 
R22t = 48 MPa 
R22c = 200 MPa 
R12 = 79 MPa 

gdje su definirani i sve ostali parametri oštećenja za ovaj materijal. Sl. 2 pokazuje FPF 
i DO krivulje za σ12 = σ22 = 22 MPa. Ova je vrijednost odabrana tako da bi bila na 
vanjskom rubu DO krivulje za Ncyc = 1 (statički slučaj). Ovo indicira pojavu oštećenja 
od samog početka cikličkog opterećenja, odnosno i u statičkom slučaju. Stvarno stanje 
naprezanja odgovara Mode A oštećenju koje je karakterizirano smanjenjem E1, E2 te 
G12.  
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Sl. 2. FPF i DO krivulje za σ12 = σ22 = 22 MPa 
 
Sl. 3 pokazuje smanjenje modula elastičnosti E1 (najtanja linija u dijagramu), G12 te 

E2 (najdeblja linija u dijagramu) izraženo kroz njihov odnos prema odgovarajućim 
vrijednostima u statičkom slučaju (za Ncyc = 1). Jasno je vidljivo da je smanjenje E2 
najveće, pri čemu je vrijednost kod 10000 ciklusa 90% one u statičkom slučaju. 
Smanjenje E1 je gotovo zanemarivo. 

 Sl. 4. pokazuje povećanje parametra oštećenja ξn s povećanjem broja ciklusa Ncyc. 
Vrijednost ξn pri Ncyc= 1 nije jednaka nuli, što ukazuje da se određeni iznos inicijalnog 
oštećenja pokazuje u modelu. Ovo je i očekivano uzimajući u obzir da σ12 i σ22 određuju 
stanje naprezanja na vanjskom rubu DO krivulje u statičkom slučaju. Promjena 
granične vrijednosti fEn

thr s brojem ciklusa, kako je definirana u [5,6], je gotovo 
linearna (Sl. 5).  
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Sl. 3. Smanjenje normaliziranog E1 (najtanja linija), G12 i E2 (najdeblja linije ) za σ12 = σ22 = 

22 MPa 
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Sl. 4. Povećanje parametra oštećenja ξn s brojem ciklusa za σ12 = σ22 = 22 MPa 
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Sl. 5. Promjena granične vrijednosti fEn

thr s brojem ciklusa za σ12 = σ22 = 22 MPa 
 
Sljedeći slučaj definiran je stanjem naprezanja σ12 = σ22 = 20 MPa, odnosno stvarno 

naprezanje je manje od vrijednosti koja bi izazvala pojavu oštećenje u statičkom 
slučaju. Ipak, zbog sužavanja DO krivulje, ova točka pada izvan DO krivulje kod 
određenog broja ciklusa, kada se pojavljuju oštećenja. Ovo je vidljivo na Sl. 6 gdje je 
jasno vidljivo da do 4000 ciklusa nema oštećenja (naprezanje je unutar DO krivulje za 
određeni broj ciklusa), nakon čega postoji pojava oštećenja koja je primjetna kroz 
degradaciju materijalnih svojstava E1, E2 te G12. Ponovno, degradacija E2 (najdeblja 
linija) je najizraženija dok je degradacija E1 najmanje primjetna (najtanja linija). Sl. 7 
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pokazuje povećanje parametra oštećenja ξn kao funkcije Ncyc. Iako se stanje naprezanja 
neznatno razlikuje od onog u prethodnom slučaju, promjene u vrijednosti ξn su znatno 
manje nego u prethodnom slučaju. Usprkos ovim razlikama, Sl. 8 pokazuje da je 
promjena u graničnoj vrijednosti fEn

thr ista kao i u prijašnjem slučaju (usporediti Sl. 5). 
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Sl. 8. Promjena granične vrijednosti fEn

thr s brojem ciklusa za σ12 = σ22 = 20 MPa 
 
4 ZAKLJUČAK 
Ovaj rad prikazuje numerički model i rezultate dobivene analizom jednousmjerenog 
kompozitnog sloja pri zamornom opterećenju. Numerički model je pokazao mogućnost 
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simuliranja pojave i razvoja oštećenja pri cikličkom opterećenju. Nadalje, model 
opisuje degradaciju mehaničkih svojstava zbog pojave oštećenja. No, da bi numerički 
postupak bio pouzdan, nužno je numeričke rezultate usporediti s eksperimentalnim 
vrijednostima. Stoga bi sadašnji model trebao uključiti teoriju laminata, kako bi mogao 
biti primijenjen i na višeslojne materijale, što će biti učinjeno u sljedećim koracima 
istraživanja. Pretpostavka o linearnosti koja je osnovna u analizi smanjenja krutosti i 
čvrstoće mora biti verificirana eksperimentima, čime će se definirati potrebni 
korekcijski faktori. Da bi model bio primjenjiv na vrlo visoki broj ciklusa (nekoliko 
stotina tisuća), potrebno je razviti te eksperimentalno potvrditi složenije zakone 
promjene krutosti i čvrstoće. Kroz ugradnju razvijenog modela u UMAT korisnički 
potprogram u programu ABAQUS, bit će moguće primijeniti razvijeni model na 
zamorno opterećene kompleksne dijelove konstrukcije zrakoplova.  
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NUMERIČKA ANALIZA I OPTIMIZACIJA 
MEHANIČKIH OJAČANJA NA ODJEĆI  

 
Šomođi, Ž., Hursa, A., Rolich, T. & Rogale, D.  

 
Sažetak: U tekstilnim proizvodima, osobito odjeći, često se pojavljuju mehanička 
oslabljenja urezima, prorezima i slično – tipični primjer su otvori za gumbe na odjeći. 
Pri mehaničkom opterećenju takva su mjesta usljed koncentracije naprezanja podložna 
oštećenjima te se stoga ojačavaju. U ovom radu deformacijsko stanje u okolini proreza 
s ojačanjem u zoni koncentracije naprezanja analizira se numerički primjenom metode 
konačnih elemenata. Razmatra se karakteristični slučaj opterećenja koji odgovara 
rastezanju trake s prorezom. Primjenjuje se vlastiti program za ravninsko stanje 
naprezanja na bazi trokutnih (CST) elemenata, u kojem se nelinearnost tekstila u 
smislu smanjene tlačne nosivosti rješava iterativnim postupkom. Linearno stanje, tj. 
raspodjela u koraku predikcije, uspoređena je s rješenjem dobivenim uz pomoć 
softvera MATLAB. U svrhu optimizacije mehaničkog ojačanja predlaže se primjena 
iterativnog algoritma za minimizaciju funkcije dviju varijabli primjenom kvadratne 
aproksimacije. Algoritam je testiran na izboru standardnih test funkcija. Na primjerima 
karakterističnim za ojačanja rupica za gumbe, razmatra se mogućnost optimalnog 
ojačavanja u smislu minimizacije naprezanja, te u smislu minimizacije funkcije cilja 
složene od maksimalnog naprezanja i utroška materijala za ojačanje.  
 
Ključne riječi: Tekstil i odjeća, mehanička ojačanja, numerička analiza, optimizacija. 

 
1 UVOD 

   
Pri mehaničkom opterećivanju proizvoda od tekstila i sličnih materijala, često se 
pojavljuje problem koncentracije naprezanja na mjestima koja su oslabljena 
geometrijskim nepravilnostima, kao što su prorezi, usjeci, mjesta prilaganja 
koncentrirane sile i slično. Takva se mjesta u pravilu ojačavaju kako bi se ublažio 
nepovoljan utjecaj koncentracije naprezanja. Tipične izvedbe takvih mehaničkih 
ojačanja sastoje se od našivenog sloja dodatnog materijala, npr. kože ili tekstila veće 
čvrstoće, ili pak od tzv. zapora – ojačanja izvedenih šivanjem, gdje se dodatak konca 
može približno promatrati kao povećanje debljine osnovnog materijala u zoni ojačanja. 

Pri inženjerskom oblikovanju mehaničkih ojačanja može se postaviti pitanje kako i 
koliko ojačati osnovni materijal. To pitanje jasno otvara prostor za uvođenje postupaka 
optimizacije, u kojima se „optimalno“ rješenje može vezati za izbor veličine za koju 
želimo da bude najveća ili najmanja u odnosu na ostala moguća rješenja, za koju se tada 
koristi naziv funkcija cilja ili mjera učinka (objective function, performance measure). 
Naravno, tipični tehnički zahtjev na ojačanje mogao bi se formulirati tako da pri 
zadanom reprezentativnom slučaju opterećenja najveće naprezanje bude što je moguće 
manje. Funkcija cilja može sadržavati veći broj kriterija, tako da npr. optimalno rješenje 
može značiti balans između zahtjeva za  što manjim naprezanjem i nekog drugog 
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tehnološkog ili ekonomskog pokazatelja, kao što je npr. cijena ili utrošak materijala. 
Odabrani zajednički kriterij za „optimalno“ rješenje pri tome se numerički može povezati 
s težinskim faktorima koje u funkciji cilja pridružimo pojedinačnim kriterijima. 
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Sl. 1. Primjer optimalnog elastičnog 
oslanjanja grede 

Mogućnost optimalnog izbora elementa koji 
ojačava konstrukciju ilustrirajmo uvodno na 
jednostavnom primjeru grede, slika 1. Greda 
dvostruko simetričnog presjeka oslonjena je na 
krajevima i u upotrebi će biti opterećena jedno-
likim kontinuiranim opterećenjem. Ako je moguće 
dodati treći oslonac na sredini grede, pitanje je 
kako odabrati konstantu krutosti c elastičnog 
oslanjanja da bi maksimalno naprezanje  u gredi 
bilo što je moguće manje. 

Najmanjoj mogućoj vrijednosti maksimalnog 
naprezanja u gredi odgovara uvjet M1=M2, vidi 
dijagram   momenata  savijanja  na  slici  1.  Iz  tog  

uvjeta  dobiva  se  (detalje  prepuštamo  čitateljima) c=717EI/l3. Zanimljivo je da pri 
tako odabranom elastičnom oslanjanju maksimalni moment savijanja iznosi 
0.02145ql2, dok pri potpuno krutom oslanjanju imamo vrijednost 0.03125ql2, a bez 
dodatnog oslonca, tj. pri c=0, 0.125ql2. Dakle prikladnim izborom elastičnog umjesto 
potpuno krutog oslonca u ovom slučaju ostvaruje se smanjenje maksimalnog 
naprezanja u konstrukciji za oko 31.4%. 
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Sl. 2. Problematični pokušaj 
ojačavanja presjeka grede 

S druge strane, može se dogoditi i to da pokušaj 
ojačavanja konstrukcije izazove upravo suprotni 
učinak, što možemo ilustrirati primjerom na slici 2. 
Dodamo li šupljem kvadratnom presjeku stranice a i 
debljine stijenke t=a/6 dvije kvadratne površine 
stranice t kao što je prikazano na slici, moment 
otpora presjeka smanji se za 3.65%! Dakle ovakvim 
pokušajem ojačavanja presjeka, zapravo smo 
smanjili čvrstoću grede. 

 
2 DEFINICIJA PROBLEMA 

 
Imajući na umu napomene spomenute u uvodu, pokušajmo razviti numeričku metodu 
za teorijski optimalno oblikovanje mehaničkih ojačanja na kritičnim mjestima u 
tekstilnim proizvodima, posebno odjeći. Kao reprezen-tativni primjer odaberimo 
rastezanje trake s poprečnim prorezom, koji odgovara rupici za gumb na odjevnom 
predmetu. Pri rastezanju trake uz rubove proreza vlada izrazita koncentracija 
naprezanja i tu je zonu potrebno ojačati. Oblikujmo ojačanje u vidu površine unaprijed 
zadanog geometrijskog oblika, npr. pravokutnog, po kojoj je debljina povećana  u 
odnosu na osnovni materijal u skladu s faktorom podebljanja, vidi sliku 3. Numeričku 
analizu sa svrhom utvrđivanja naprezanja provest ćemo primjenom metode konačnih 
elemenata. Pri tome ćemo usvojiti pojednostavljeni model linearno elastičnog 
izotropnog materijala, s tim da smanjenu tlačnu nosivost tekstila kao membranski 
opteretivog materijala obuhvatimo iterativnom redukcijom naprezanja u tlačnoj zoni. 
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Sl. 3. Rastezanje trake s prorezom i ojačanjima 

Optimalno oblikovanje ojačanja tražit 
ćemo u dvije varijante. Prva od njih bit 
će zasnovana na uvjetu da maksimalno 
naprezanje u promatranom tijelu pri 
zadanom opterećenju bude što je 
moguće manje. U drugoj varijanti 
definirat ćemo funkciju cilja kao 
kombinaciju kriterija naprezanja i 
utroška materijala, te optimalno 
rješenje tražiti primjenom 
minimizacijskog algoritma u prostoru 
dvije optimizacijske varijable. 

 
3 NUMERIČKA ANALIZA 

  
Kako je spomenuto, numeričko modeliranje problema izvedeno je primjenom metode 
konačnih elemenata. Primijenjen je program koji je u razvojnom alatu Visual BASIC 
razvijen na Tekstilno-tehnološkom fakultetu u Zagrebu na bazi trokutnih konačnih 
elemenata s konstantnom raspodjelom naprezanja i deformacije (CST). U programu se 
za rješavanje algebarskog sustava jednadžbi koristi Gaussova metoda eliminacije. 
Modul za definiranje problema opremljen je grafičkom potporom u poluautomatskom 
generiranju mreže čvorova i konačnih elemenata te zadavanju rubnih uvjeta i 
opterećenja. Vizualni prikaz rezultata obuhvaća deformirani oblik, glavna naprezanja 
po konačnim elementima prikazana po pravcu , veličini i karakteru, te „izglađenu“ 
raspodjelu von Misesovog ekvivalentnog naprezanja. 

 
Sl. 4. Numerički model četvrtine trake 

Na slici 4 dan je primjer prikaza mreže 
čvorova i konačnih elemenata za četvrtinu 
trake s prorezom i ojačanjima, uključujući 
prikaz rubnih uvjeta i opterećenja. 

U želji da numerički rezultati koliko je 
moguće vjernije odražavaju stanje u tekstil-
nom, tj. membranski odnosno vlačno opte-
retivom uzorku, računata je raspodjela 
naprezanja za materijal koji je u vlačnom 
području linearno elastičan, dok u tlačnom 
području ima ograničenu nosivost. U tu 
svrhu provedena je redukcija tlačnih 
naprezanja primjenom itarativnog postupka 
slično kao u numeričkom modeliranju 
plastičnosti. U iteraciji je primijenjena 
metoda  početne  krutosti,  što  znači  da  se  

ne može govoriti o osobito efikasnoj konvergenciji, no matrica krutosti ne mora se 
nanovo određivati u svakom koraku iteracije tako da je postignut stanovit kompromis 
između programske jednostavnosti, brzine računanja i fizikalne prihvatljivosti rješenja. 

Druga osobitost numeričkog postupka odnosi se na njegovo uklapanje u algoritam 
optimizacije, o kojem će biti govora u idućoj točki. Naime, potreba da se u optimizaciji 
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varira veličina ojačane zone značila je da koordinate čvorova nisu mogle biti zadane 
fiksno, već ih je nužno izraziti u ovisnosti o varijabli koja se mijenja pri korištenju 
optimizacijskog algoritma. Taj zahtjev nametnuo je potrebu za izvjesnom doradom 
izvornog oblika programa, te u isto vrijeme ograničenje njegove primjene na odabrani 
primjer, čija je priprema za primjenu algoritma automatske optimizacije bila razmjerno 
zahtjevna. 

 
4 MINIMIZACIJSKI ALGORITAM 

  
Osnova minimizacijskog algoritma koji smo osmislili i primijenili u rješavanju 
opisanog problema optimizacije sastoji se u sljedećem: za funkciju dviju varijabli za 
koju tražimo minimum pretpostavimo da se može u okolini probne točke aproksimirati 
kvadratnim polinomom oblika 
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Na osnovi vrijednosti funkcije u probnoj točki (x1, x2) te prvih i drugih derivacija, koje 
odredimo primjenom poznatih formula konačnih diferencija 
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prvo približenje tražene točke minimuma funkcije odaberimo kao točku u kojoj 
polinom (1) ima minimum, tj. kao položaj tjemena pripadnog eliptičnog paraboloida, 
za koji iz uvjeta ekstrema slijedi 
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Za tako odabranu tičku ponovo računamo vrijednost funkcije i njenih derivacija te 
iterativni postupak nastavljamo do ispunjenja zadanog kriterija konvergencije. 

Opisana metoda može imati određenih problema ako u okolini probne točke 
funkcija nema pretpostavljeni konkavni karakter, veće je konveksnog ili sedlastog 
oblika. U tom slučaju umjesto opisanog koraka kvadratične potrage za minimumom 
privremeno pribjegavamo jednostavnijem gradijentnom koraku, koji provodimo u 
pravcu najstrmijeg spusta. 

Komentari nekih mogućih problema, koji se mogu pojaviti u slučaju kad je funkcija 
koju želimo minimizirati zapravo sastavljena od više različitih funkcija, s obzirom na 
prostorna ograničenja nadilaze okvire ovog prikaza.  
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Opisani postupak, za koji predlažemo naziv quadratic search – kvadratična potraga 
za ekstremom, testirali smo na primjeru klasične test funkcije za algoritmme ovog tipa 
poznatom iz literature. Radi se o Rosenbrockovoj funkciji, koja se u literaturi spominje 
i kao „Rosie“ ili „banana valey“. Funkcija ima oblik 
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Minimum f=0 je u točki (1,1). Tipični problem ze testiranje minimizacijskog algoritma 
je odrediti minimum s točnošću 10-3 i njegov položaj u što manje koraka, tj. uz što 
manji broj izračunavanja funkcije, krečući iz točke (-1.2,1). Funkcija ima oblik 
parabolički zakrivljene doline. Rezultati testa za predloženi postupak prikazani su na 
slici 5. Prikazani su rezultati dvije verzije algoritma: u verziji a ne dopušta se da 
vrijednost funkcije na kraju koraka bude veća nego na startu, u kom slučaju se korak 
prepolavlja do ispunjenja uvjeta fk+1<fk. U verziji b to je ograničenje ispušteno, tj 
dopušta se da funkcija privremeno poprimi veći iznos. 
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Sl. 5. Testiranje algoritma minimizacije na Rosenbrockovoj funkciji 
 
U literaturi se navodi kako je za postizanje minimizacije Powelovom metodom 
potrebno 125 izračunavanja vrijednosti funkcije, dok je za druge postupke raspoložive 
u to vrijeme trebalo od 150 do oko 500 izračunavanja. U predloženom algoritmu, broj 
izračunavanja prema varijanti a iznosio je 108, a prema varijanti b 67. Iz ovih podataka 
može se zaključiti da predloženi postupak ima potencijal za uspješnu primjenu u 
zadaćama optimizacije. Ipak, varijanti b valja pristupiti s oprezom, budući da ona može 
dovesti do povrata u startnu točku, dakle do izostanka konvergencije.  

 
4 REZULTATI 

  
Na slici 6 predstavljen je rezultat dobiven primjenom predloženog minimizacijskog 
algoritma. Postupak je provođen u dva koraka: prvo je načinjen grubi prikaz raspodjele 
funkcije cilja u području domene očekivanih vrijednosti optimizacijskih varijabli, a 
zatim je provođen numerički postupak određivanja minimuma. Za funkciju cilja 
odabran je balans između maksimalnog naprezanja i utroška materijala za ojačanje. 
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Slika 6. Grubi prikaz domene i rezultat optimizacije s dvije različite startne točke 
 

5 ZAKLJUČAK 
 

Predloženi minimizacijski algoritam pokazuje potencijal za kvalitetnu primjenu u 
problemima optimizacije. Na primjeru ojačanja rupica za gumbe pokazalo se kako se 
približno jednako “optimalna“ rješenja mogu dobiti za različite vrijednosti 
optimizacijskih varijabli. 
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