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(12pt) 

Utjecaj neujednačenosti svojstava gradiva na 

seizmički odziv armiranobetonskih okvira  

ispunjenih ziđem  
 

Anić, F.1, Penava, D.2, Legatiuk, D.3 i Sarhosis, V.4 
(12pt) 

(12pt) 
Sažetak 

Pri projektiranju armiranobetonskih okvirnih konstrukcija ispunjenih ziđem otpornih na potrese, 

u skladu s odredbama EN1998-1 konstrukcijskih normi, pouzdanost modela izravno ovisi o 

ujednačenosti svojstava upotrebljnih gradiva, osobito onih kod ispunskog ziđa. U ovom radu 

opisana je procjena pogreške mikromodela konstrukcijskog sustava armiranobetonskog okvira 

ispunjenog ziđem, s i bez otvora, pri seizmičkom djelovanju, obzirom na eksperimentalno 

određene rezultate. Kako stvarna svojstva gradiva u konstrukciji nisu sasvim poznata, u obzir su 

uzete nesigurnosti koje proizilaze iz eksperimenta poput varijabilnosti u svojstvima gradiva. 

Utjecaj neujednačenosti svojstava gradiva izražen je putem potresne otpornosti (nosivosti) 

sustava usvajanjem najmanjih, srednjih ili najvećih vrijednosti svojstava reški morta pri 

proračunu. Proračuni su pokazali kako je utjecaj neujednačenosti svojstava gradiva različlit 

ovisno o vrsti i smještaju otvora te da je osobito izražen u nelinearnom području odziva 

konstrukcije.  

(12pt) 

(12pt) 
Ključne riječi: neujednačenost svojstava, seizmički odziv, armiranobetonski okvir, ispunsko 

ziđe 
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1 Uvod  
(10pt) 

Pri projektiranju armiranobetonskih okvirnih konstrukcija ispunjenih ziđem otpornih na potrese, 

u skladu s odredbama EN1998-1 konstrukcijskih normi (1), pouzdanost modela (2,3) izravno 

ovisi o ujednačenosti svojstava upotrebljnih gradiva, osobito onih kod ispunskog ziđa (4–7).  

U ovom radu opisana je procjena pogreške mikromodela konstrukcijskog sustava 

armiranobetonskog okvira ispunjenog ziđem, s i bez otvora, pri seizmičkom djelovanju, s 

obzirom na eksperimentalno određene rezultate (8,9). Primijenjen je prostorni proračunski 

mikromodel provjerene ispravnosti, koji ima mogućnost obuhvatiti djelovanju u izvan svoje 

ravnine okvira ispunjenih ziđem. Kako stvarna svojstva gradiva u konstrukciji nisu sasvim 

poznata, u obzir su uzete nesigurnosti koje proizlaze iz eksperimenta poput varijabilnosti u 

svojstvima gradiva (6,10,11). Utjecaj neujednačenosti svojstava gradiva izražen je putem 

potresne otpornosti (nosivosti) sustava usvajanjem najmanjih, srednjih ili najvećih vrijednosti 

svojstava reški morta pri proračunu, utvrđenih eksperimentalno.  

Proračuni su pokazali kako je utjecaj neujednačenosti svojstava gradiva različit ovisno o 

vrsti i smještaju otvora i načinu sloma te da je osobito izražen u nelinearnom području odziva 

konstrukcije. 

 (10pt) 

(10pt) 

2 Primijenjena metodologija i opis konstrukcije 
(10pt) 

Proračun odziva konstrukcijskog sustava armiranobetonskog okvira ispunjenog ziđem putem 

mikromodela proveden je u razvijenom računalnom programu ATENA 3D (12,13), pri čemu su 

u obzir uzete nesigurnosti koje proizlaze iz eksperimentalnog određivanja svojstava reški morta 

u ziđu pri posmiku i savijanju. Najmanje, srednje i najveće vrijednosti svojstava reški morta 

određena su eksperimentalno u skladu s odredbama EN1052-3 i EN1052-2 normi (12–15) i 

prikazana su u Tablici 1.  

Modelska armiranobetonska okvirna konstrukcija u mjerilu 1:2,5 pripada  razredu srednje 

duktilnosti (DCM) u skladu s odredbama EN1998-1 (1) normi (vidjeti sliku 1.). U skladu s 

odredbama EN1996-1-1 normi (16,17) upotrebljeni zidni elementi pripadaju grupi 2 (vidjeti sliku 

2.), a mort razredu čvrstoće M5. Detaljni opis modelske konstrukcije može se pronaći u (11,18). 

Od modelskih konstrukcija prikazanih u (11,18) u ovome radu, razmatrani su slučajevi bez 

omeđenih otvora (vidjeti sliku 4.).   

 

Tablica 1. Osnovna svojstva reški morta 

 

Opis 
Najmanja 

vrijednost 

Srednja 

vrijednost 

Najveća 

vrijednost 

Koeficijent 

varijacije 
Jedinice 

Normalna krutost 5,65·105 (ležajnice) i 8,50·104 (sudarnice) - N/mm2 

Tangencijalna 

krutost 
2,57·105 (ležajnice) i 3,86·104 (sudarnice) - N/mm2 

Vlačna čvrstoća 0,14 0,20 0,26 30 % N/mm2 

Početna posmična 

čvrstoća 
0,25 0,35 0,46 30 % N/mm2 

Kut unutarnjeg trenja 0,17 0,24 0,31 30 % - 
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Osim svojstava reški morta danih u Tablici 1., u proračunskom mikromodelu za ležajnice 

je primijenjena  funkcija uklinjavanja (vidjeti sliku 3.) opisana  u (19). Druga svojstva 

proračunskog mikromodela dana su u (20).  

 

 
(10pt) 

Slika 1. Modelska armiranobetonska okvirna konstrukcija u mjerilu 1:2,5 ispunjena ziđem 

 

 
(10pt) 

Slika 2. Zidni elementi ispunskog ziđa grupe 2 u skladu  odredbama EN1996-1 norme 
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Slika 3. Funkcija uklinjavanja kojem je opisano povezivanje ležajnice i zidnog elementa 

 

 

3 Provedba proračuna i rezultati 
(10pt) 

Pri proračunu je primijenjen nelinearni statički postupak, pri čemu je obostrano opterećivanje 

zadavanjem pomaka (δd =1·10-3 mm) primijenjeno u slučaju nesimetričnog smještaja otvora. 

Rezultati proračuna (vidjeti sliku 4.) izraženi su putem krivulje odnosa pomaka  d u mm (i katnog 

pomaka dr u %) i otpornosti na poprečnu (posmičnu) silu VR u kN (i omjera promatrane  i najveće 

otpornosti VR/VR,max).  

U Tablici 2. prikazane su vršne vrijednosti otpornosti na poprečnu silu i pripadni pomaci 

za najmanje, srednje i najveće vrijednosti svojstava reški morta.   

 

Tablica 2. Vršne vrijednosti otpornosti na poprečnu silu pri različitim svojstvima reški morta 

 

Slučaj Vrijednost VR,max ΔVR,max (%) dmax (mm) Δdmax (%) 

III/2 

najmanja 446,87 8,95 17,15 3,26 

srednja 490,78 0,00 16,61 0,00 

najveća 608,96 24,08 14,92 10,16 

I/1 

najmanja 401,55 11,29 24,00 45,79 

srednja 452,65 0,00 16,46 0,00 

najveća 525,67 16,13 19,78 20,15 

I/2 

najmanja 417,51 12,91 23,18 8,05 

srednja 479,40 0,00 21,45 0,00 

najveća 529,25 10,40 20,04 6,59 
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Tablica 2. Nastavak... 

 

I/3a 

najmanja 404,48 14,27 24,56 17,11 

srednja 471,82 0,00 20,98 0,00 

najveća 519,40 10,08 20,36 2,95 

I/3b 

najmanja 400,38 7,85 24,64 0,98 

srednja 434,50 0,00 24,88 0,00 

najveća 479,62 10,39 22,42 9,89 

I/4a 

najmanja 417,18 13,75 25,46 15,08 

srednja 483,69 0,00 22,12 0,00 

najveća 519,40 7,38 21,10 4,61 

I/4b 

najmanja 455,30 2,22 22,41 1,07 

srednja 465,62 0,00 22,65 0,00 

najveća 507,98 9,10 21,80 3,75 

Prosjek 

najmanja  10,18  13,05 

srednja  0,00  0,00 

najveća  12,51  8,30 

 

  

  
 

Slika 4. Odnos otpornosti na poprečnu silu i pripadnih pomaka  
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(10pt) 

Slika 4. Nastavak...  

4 Objašnjenje rezultata proračuna 
 

Proračunom putem mikromodela konstrukcijskog sustava armiranobetonskog okvira ispunjenog 

ziđem, sa i bez otvora, obzirom na vršne vrijednosti otpornosti na poprečnu (posmičnu) silu i 

pripadne, a u skladu sa slikom 4. i tablicom 2., utvrđeno je kako: 

a) utjecaj neujednačenosti svojstava reški morta ne utječe na početnu krutost sustava za sve 

slučajeve; 

b) se pri vrijednosti katnog pomaka od približno 1,50 % javljaju vršne vrijednosti otpornosti na 

poprečnu silu za sve slučajeve s otvorima; 

c) utjecaj neujednačenosti svojstava reški morta kod slučajeva s ekscentrično smještenim 

otvorima ovisi o smjeru opterećivanja; 

d) je kod slučaja bez otvora utjecaj neujednačenosti svojstava reški morta najveći (odstupanje 

od srednje vrijednosti s najmanjim vrijednostima 9% i najvećim 24%); 

e) odstupanje u vršnoj vrijednosti otpornosti na poprečnu silu u prosjeku pri najmanjim 

vrijednosti iznosi 10 % (odstupanje pripadnog pomaka 13 %) , dok pri najvećim 12 % 

(odstupanje pripadnog pomaka 8,30 %); 

f) utjecaj neujednačenosti vrijednosti svojstava reški morta ovisi o načinu sloma ispunskog ziđa 

(8,9). 

Pri proračunu nije opažen utjecaj neujednačenosti svojstava gradiva na eksperimentalno utvrđen 

način sloma.  
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5 Zaključak 
 

Pri projektiranju armiranobetonskih okvirnih konstrukcija ispunjenih ziđem otpornih na potrese, 

u skladu s odredbama EN1998-1 konstrukcijskih normi, u obzir je potrebno uzeti neujednačenost 

svojstava gradiva, osobito onih kod ispunskog ziđa. To je iz razloga kako bi se utvrdila mogućnost 

pogreške proračuna, jer stvarna svojstva gradiva u konstrukciji nisu sasvim poznata. S ciljem 

razvoja pouzdanog proračunskog modela u obzir je potrebno uzeti nesigurnosti u ključnim 

svojstvima gradiva konstrukcije poput varijabilnosti svojstava pri povezivanju u spoju mortom. 

Ovim pristupom moguće je izraziti nesigurnosti pri procjeni odziva konstrukcijskih sustava 

armiranobetonskih okvira ispunjenih ziđem (nenamjernim nosivim konstrukcijskim elementima), 

sa i bez otvora, u nelinearnom području pri potresnom djelovanju, a time procijeniti 

najnepovoljniji slučaj za konstrukciju. 

 

 

Zahvale  

 

Prikazani istraživački rad proveden je u okviru istraživačkog projekta Hrvatske zaklade za 

znanost "Uokvireno ziđe - kompozitni nosivi sustav kod armirano-betonskih zgrada" te im ovim 

putem izražavamo zahvalnost na potpori. 
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Određivanje modula elastičnosti CFRP cross-ply 

kompozita 
 

Bagavac, P.1, Krstulović-Opara, L2. 
 

 
Sažetak 

U ovom radu uspoređena je eksperimentalno i analitički dobivena vrijednost Youngova modula 

savijanja. Eksperimentalne vrijednosti modula elastičnosti izmjerene su ispitivanjem epruveta na 

kidalici savijanjem u tri točke. Epruvete su izrađene od karbonskih vlakana i poliesterske smole 

postupkom ručne laminacije te orijentacije slojeva u obliku cross-ply laminata [0 / 90̅̅̅̅ ]s . 

Analitičke vrijednosti modula elastičnosti su izračunate prema literaturi korištenjem 

programskog paketa MATLAB R2010b. Izračunato je odstupanje eksperimentalno izmjerenog i 

analitičkog rješenja za Youngov modul savijanja. U zaključku su dani mogući razlozi odstupanja 

vrijednosti i mogućnost primjene analitičkog modela u svrhu daljnje analize složenih konstrukcija 

napravljenih od kompozita. 

 

 
Ključne riječi: Analitički modul elastičnosti, Eksperimentalni modul elastičnosti, Savijanje u tri 

točke. 
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i brodogradnje, Zavod za strojarstvo i brodogradnju R. Boškovića 32, 21000 Split, tel. 

021/305981, e-mail: Lovre.Krstulovic-Opara@fesb.hr  
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1 Uvod  
 

Testovi savijanja se često koriste jer ne zahtijevaju posebnu opremu i na relativno lagan i brz 

način se dolazi do usporedivih rezultata koji se mogu koristiti u kontroli kvalitete ili pri odabiru 

materijala. U radu (1) je provedeno istraživanje s ciljem boljeg razumijevanja mehaničkih 

svojstava polimernih kompozita ojačanih karbonskim vlaknima. U radu je promatran utjecaj 

orijentacije vlakana, broja slojeva laminata i vrste korištene smole na mehanička svojstva kao što 

su vlačna čvrstoća, savojna čvrstoća i žilavost. Autori su zaključili da najveći utjecaj na 

mehanička svojstva ima orijentacija vlakana, a zatim broj slojeva laminata, dok vrsta smole nema 

veliki utjecaj na mehanička svojstva. U radu (2) su ispitane epruvete polimernih kompozita 

ojačanih jednodirekcijonalnim karbonskim vlaknima testom savijanja u tri točke. Korišteni su 

različiti rasponi oslonaca pri savijanju kako bi se dobila točnija procjena Youngovog modula 

savijanja. Pokus je izveden prema ASTM standardu na kidalici INSTRON 3367, pri čemu je 

razmatran  utjecaj raspodjele i udjela pojedinih slojeva na odziv laminatne ljuskaste konstrukcije 

(3). Korištena je kombinacija staklenih i ugljičnih vlakana u matrici od poliesterske smole. 

Provedena je parametarska analiza ploče opterećene na savijanje u programskom paketu 

ABAQUS. Autori su zaključili da kut orijentacije ima veliki utjecaj na čvrstoću laminatne ploče. 

Taj utjecaj postaje blaži ako se slojevi laminata orijentiraju pod međusobno zakrenutim kutovima. 

Odziv konstrukcije se značajno mijenja i s promjenom rasporeda slojeva vlakana, dok je kod 

numeričkog modela velik  utjecaj odabranog kriterija popuštanja konstrukcije. 

 

 

2 Analitička vrijednost modula elastičnosti 
 

Analitička vrijednost modula elastičnosti je izračunata prema (4, 5, 6) uz sljedeće pretpostavke:  

• zanemaren je utjecaj vlažnosti vlakana i razlike među koeficijentima toplinskog širenja 

matrice i vlakana, 

• veza između matrice i vlakana je savršena, 

• ujednačen je modul elastičnosti, promjer vlakana i razmak među vlaknima, 

• vlakna su neprekinuta i međusobno paralelna, 

• i vlakna i matrica su linearno elastični materijali, 

• kompozit ne sadržava praznine, 

• slojevi laminata su homogeni i ortotropni, 

• ravna linija ostaje ravna i okomita na neutralnu liniju tokom deformiranja, 

• nema klizanja među slojevima laminata. 

Korišteni laminat je ortotropni materijal s tri međusobno okomite ravnine simetrije. Matrica 

krutosti ortotropnog materijala sadrži 9 nezavisnih elastičnih konstanti i simetrična je. Uz 

uvedene pretpostavke da je sloj dovoljno tanak i da nema opterećenja u smjeru okomitom na 

ravninu sloja laminata, ovakav slučaj se može promatrati kao ravninsko stanje naprezanja. 

Jednadžba ovisnosti deformacije o nanesenom opterećenju dana je u izrazu (2) (5): 

 

[
𝜀0
𝜅
] = [

𝐴∗ | 𝐵∗

𝐶∗ | 𝐷∗
] [
𝑁

𝑀
],                                                                     (1) 
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gdje su 𝜀0 - naprezanje u središnjoj ravnini, 𝜅 - zakrivljenost u središnjoj ravnini, a 𝑁 i 𝑀 

primijenjeno opterećenje. [𝐴∗], [𝐵∗], [𝐶∗] i [𝐷∗] su submatrice podatnosti dobivene inverzijom 

jednadžbe zavisnosti opterećenja o deformaciji za središnju ravninu laminata: 

 

[
𝑁

𝑀
] = [

𝐴 | 𝐵

𝐵 | 𝐷
] [
𝜀0
𝜅
].                                                                (2) 

 

gdje je: 

 

𝐴𝑖𝑗 =∑[(𝑄̅𝑖𝑗)]𝑘
(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1),     𝑖 = 1,2,6;   𝑗 = 1,2,6.

𝑛

𝑘=1

                             (3) 

 

𝐵𝑖𝑗 =
1

2
∑[(𝑄̅𝑖𝑗)]𝑘

(ℎ𝑘
2 − ℎ𝑘−1

2 ),     𝑖 = 1,2,6;   𝑗 = 1,2,6.                            (4)

𝑛

𝑘=1

 

 

𝐷𝑖𝑗 =
1

3
∑[(𝑄̅𝑖𝑗)]𝑘

(ℎ𝑘
3 − ℎ𝑘−1

3 ),     𝑖 = 1,2,6;   𝑗 = 1,2,6.

𝑛

𝑘=1

                           (5) 

 

pri čemu je 𝑄̅𝑖𝑗  reducirana transformirana matrica krutosti za sloj 𝑘, a ℎ je gornja, odnosno donja 

površina svakog sloja poznata iz debljine svakog sloja unutar laminata, kao što je prikazano na 

slici 1. 

 
 

Slika 1. Položaj slojeva unutar laminata 

 

Iz ovih izraza prema (5) lako je izvesti izraz za uzdužni Youngov modul savijanja: 

 

𝐸1
𝑎𝑛 ≡

12

ℎ3𝐷11
∗ ,                                                                      (6) 

 

pri čemu je ℎ – visina epruvete, a 𝐷11
∗ – element submatrice podatnosti D*. 

 

Izračunata vrijednost Youngevog modula savijanja je Ex
f = 130.63GPa. 

 



12 8. susreti Hrvatskog društva za mehaniku 

Osijek, 7. i 8. srpnja 2017. godine 

 

3 Izrada uzoraka i provođenje mjerenja 
 

U cilju eksperimentalne provjere prethodnih izraza epruvete su izrađene postupkom ručne 

laminacije, u obliku cross-ply laminata [0 / 90̅̅̅̅ ]s . Materijal matrice je poliesterska smola, a 

ojačanja su od tkanine u obliku jednodirekcijonalnih karbonskih vlakana, specifične mase 300 

𝑔𝑟/𝑚2. Svojstva sastavnica i jednog sloja kompozita su navedena u literaturi (7).  

Savojna čvrstoća grede se može dobiti iz ovisnosti nanesenog opterećenja i progiba na 

sredini raspona savijanja. Savojna čvrstoća je naprezanje na površini uzorka u trenutku loma koje 

bi trebalo biti popraćeno lomom vlakana, radije nego delaminacijom. Pri računanju savojne 

čvrstoće u obzir se uzima maksimalni moment savijanja, izmjeren u trenutku loma pri čemu je u 

modelu pretpostavljena linearna ovisnost naprezanja i deformacije sve do trenutka loma. 

Preporučuje se koristiti što veći razmak između oslonaca kako bi se ostvario što veći udio čistog 

momenta savijanja prema poprečnoj sili koja je neizbježna kod savijanja u tri točke. Na ovaj se 

način osigurava da do loma dođe u uzdužnom smjeru, pri čemu razmak između oslonaca nema 

utjecaja na smično naprezanje u međuslojevima. U testu savijanja u tri točke, moguće je da lom 

nastane na više načina. Vrsta loma uglavnom ovisi o rasponu savijanja, materijalu ojačanja i 

matrice te o položaju vlakana unutar matrice. 

Epruvete ispitane testom savijanja u tri točke su označene brojevima 1, 2 i 3, kao na slici 

2.a. Prema standard ASTM D 790M-93, dimenzije epruvete se mogu slobodno odabrati. Standard 

uvjetuje samo pravokutni poprečni presjek epruvete 𝑏𝑥ℎ i omjer raspona savijanja i debljine 

epruvete 𝑆/ℎ. Izabrane dimenzije epruvete su 500𝑥50𝑥1.5 (𝑚𝑚) (4).  Raspon oslonaca prilikom 

testa savijanja je 𝐿 =  250 𝑚𝑚, a omjer raspona savijanja i debljine epruvete je 160: 1, slika 2.b 

i 2.c. Ispitivanje je provedeno na servo – hidrauličkoj dinamičkoj kidalici INSTRON 8801, pri 

čemu je brzina pomaka čeljusti iznosila 0.01 𝑚𝑚/𝑠. 

 

 
 

Slika 2. a) Izrađene epruvete, b) kidalica INSTRON 8801, c) savijanje u 3 točke. 

 

a) c) 

b) 
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Mjerni rezultati su obrađeni u programskom paketu 𝐸𝑥𝑐𝑒𝑙 2013. Iz mjernih rezultata su 

uklonjene sve mjerne točke koje odstupaju za ±3𝜎 od srednje vrijednosti. Preostale mjerne točke 

su aproksimirane pravcima. Izračunat je nagib svakog od tri pravca. Nagib svakog pravca 

predstavlja tangentu na krivulju Hookeovog dijagrama. Iz tangensa kuta kojeg zatvara tangenta i 

pozitivan smjer 𝑥 osi moguće je odrediti Yungov modul elastičnosti materijala za kojeg je 

dobiven Hookeov dijagram. Srednja vrijednost Yungovog modula elastičnosti je dobivena kao 

aritmetička sredina tri eksperimentalno izmjerene vrijednosti Yungovog modula elastičnosti. 

Obrađeni mjerni rezultati su prikazani slikom 3. 

 

 
 

Slika 3. Obrađeni rezultati pokusa; linearna aproksimacija točaka pravcima; nagib pravaca. 

 

Modul savijanja je procijenjen iz nagiba pravca u dijagramu sila-progib prema izrazima 

(3): 

 

𝐸1
𝑒𝑥𝑝

= (
𝐹

∆
)
𝐿3

48 𝐼
                                                                   (7) 

 

𝐹

∆
=
∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖

𝑛
=
6.12 + 6.04 + 3.32

3
= 5.28                                    (8) 

 

𝐼 =
𝑏ℎ3

12
=
50 ∗ 1.53

12
= 14.06 𝑚𝑚4                                               (9) 

 

gdje je 
𝐹

∆
  – nagib tangente na pravac u dijagramu sila-progib, L – raspon oslonaca, a I – moment 

inercije. 
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Vrijednost eksperimentalno određenog savojnog modula elastičnosti je 𝐸𝑥
𝑓
=

122 𝐺𝑃𝑎.Ex
f = 122GPa. 

Odstupanje numerički izračunatog i eksperimentalno izmjerenog modula savijanja: 

 

Δ =
𝐸1
𝑎𝑛 − 𝐸1

𝑒𝑥𝑝

𝐸1
𝑎𝑛 =

130 − 122

130
≈ 6%                                         (10) 

 

 

 

4 Zaključak 
 

Eksperimentalno dobiveni modul savijanja (122 𝐺𝑃𝑎) je nešto manji od onog dobivenog 

analitički (130 𝐺𝑃𝑎). Međutim to nije iznenađujuće budući da je velik broj uvedenih 

pretpostavki. Broj utjecajnih parametara na vrijednost analitički dobivenih svojstava materijala 

toliko velik da je praktično nemoguće izvesti analitičke izraze koji bi točno opisali mehanička 

svojstva i predvidjeli ponašanje kompozita. Nadalje, teorija za izračun čvrstoće, naprezanja i 

krutosti kompozitnih materijala koristi zakone mehanike materijala pri čemu ta teorija ne uzima 

u obzir međusobno djelovanje ojačanja na matricu i obrnuto. Ipak, analitičkim proračunom 

možemo dobiti poprilično dobre rezultate za preliminarne proračune konstrukcija kao što je i 

potvrđeno ovim radom. Dobivene rezultate je potrebno potvrditi eksperimentalno te je upravo 

zato bitno standardizirati načine što bržeg i preciznijeg eksperimentalnog utvrđivanja svojstava. 
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Numerička simulacija optjecanja aeroprofila s 

upravljanom cirkulacijom 
 

Batistić, I.1, Cukrov, A.2 i Tuković, Ž.3 

 

 
Sažetak 

Cilj ovog rada je pokazati mogućnosti primjene OpenFOAM C++ biblioteke za numeričku 

mehaniku kontinuuma kod proračuna optjecanja aeroprofila s upravljanom cirkulacijom. 

Upravljanje cirkulacijom podrazumijeva povećanje sile uzgona pomicanjem točke odvajanja 

strujanja prema području krajnje točke aeroprofila. Ovo povećanje uzgonske sile se ostvaruje 

tangencijalnim upuhivanjem zraka u granični sloj na gornjoj površini profila. Metodom 

kontrolnih volumena su numerički riješene jednadžbe očuvanja mase i količine gibanja za 

turbulentno nestlačivo strujanje. Skup jednadžbi je zatvoren k-ω SST modelom turbulencije. 

Izvršeni su proračuni s tri numeričke mreže različitih rezolucija. Dobiveni rezultati se dobro slažu 

s rezultatima eksperimentalnih ispitivanja, te rezultatima proračuna kod kojih je primijenjena  

metoda simulacije velikih vrtloga. 

 

 
Ključne riječi: turbulentno optjecanje aeroprofila, metoda kontrolnih volumena, OpenFOAM, 

sila uzgona, točka odvajanja 
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1 Uvod 

 

Postizanje što većih vrijednosti sile uzgona prilikom optjecanja aeroprofila ima izrazit značaj  u 

zrakoplovstvu. Kod polijetanja i slijetanja je potrebno postići što veću silu uzgona uz što manju 

brzinu zrakoplova. Jedan od načina na koji se može povećati silu uzgona jest upuhivanjem mlaza 

zraka na području stražnjeg brida aeroprofila kao što je prikazano na Slici 1. Takvim 

tangencijalnim upuhivanjem struje zraka, uz površinu profila se formira priljubljeni mlaz 

(Coanda efekt), te se točka odvajanja strujanja pomiče prema području krajnje točke aeroprofila. 

Pomicanje točke odvajanja rezultira većim iznosom sile uzgona. 

 

 
Slika 1. Grafički prikaz strujanja priljubljenog mlaza uz površinu aeroprofila 

 

 Standardni inženjerski pristup numeričkog modeliranja turbulentnog nestlačivog strujanja 

rješavanjem vremenski osrednjenih Navier-Stokesovih jednadžbi (engl. Reynolds Averaged 

Navier-Stokes, RANS), nailazi na poteškoće kod predviđanja mjesta na kojem dolazi do 

odvajanja mlaza pri višim brzinama strujanja mlaza.  

 Cilj ovog rada je pokazati mogućnosti OpenFOAM C++ biblioteke kod proračuna 

optjecanja aeroprofila uz prisutno upuhivanje mlaza zraka u granični sloj na stražnjem bridu.  

 Rad je podijeljen na četiri poglavlja. Nakon Uvoda, u drugom poglavlju izneseni su detalji 

vezani uz izrađeni numerički model kojim je riješen opisani problem. Dobiveni rezultati dani su 

u trećem poglavlju. Na kraju rada je dan zaključak zajedno s preporukama za daljnji rad. 

 

2 Numerički model 
 

2.1 Matematički model i model turbulencije 

 

Analizirano izotermno turbulentno nestlačivo strujanje opisano je vremenski osrednjenim Navier-

Stokesovim jednadžbama (tzv. Reynoldsovim jednadžbama), koje predstavljaju dva zakona 

klasične fizike: 

 

- zakon očuvanja mase 

  (1) 

 

- zakon očuvanja količine gibanja 
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(2) 

gdje v označava vremenski osrednjeno polje brzine, p polje tlaka, a zbroj (ν+νt) efektivnu 

viskoznost, sastavljenu od molekularne viskoznosti ν i turbulentne viskoznosti νt. S obzirom da u 

skupu jednadžbi (1)-(2) broj jednadžbi nadmašuje broj nepoznatih polja, sustav se zatvara 

uvođenjem k-ω SST modela turbulencije sa standardnim koeficijentima, čijim rješavanjem se 

dobiva turbulentna viskoznost νt. 

 

2.3 Diskretizacija sustava jednadžbi 

 

Sustav parcijalnih diferencijalnih jednadžbi kojima je opisan analizirani problem, diskretiziran je 

metodom kontrolnih volumena (MKV). Za rješavanje jednadžbe očuvanja mase i jednadžbi 

količine gibanja primijenjena je linearno uzvodna shema (engl. second order upwind), dok je za 

transportne jednadžbe turbulentnih veličina korištena uzvodna shema diferencije (engl. first order 

upwind).  Polje tlaka, čije poznavanje je nužno za rješavanje jednadžbi količine gibanja, a nije 

opisano vlastitom transportnom jednadžbom, povezano je s poljem brzine koristeći algoritam 

SIMPLE (engl. Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations).   

 

2.4 Diskretizacija prostora proračuna i rubni uvjeti  

 

Proračunska domena izvedena je kao dvodimenzionalna. Geometrija analiziranog aeroprofila 

prikazana je na Slici 2. Konstrukciju i ispitivanja predmetnog aeroprofila je provela istraživačka 

grupa na Georgia Tech Research Institute (GTRI) (2). Također, u (3) autori su proveli mjerenja 

na zadanom profilu. Aeroprofil karakterizira prednji brid eliptičnog oblika, te cilindrična izvedba 

stražnjeg brida. Upuhivanje zraka u svrhu povećanja sile uzgona, odvija se jedino na gornjoj 

strani profila. Duljina tetive c iznosi 218,3 mm, a polumjer stražnjeg brida je 20,66 mm 

(0,09463c). Istrujni otvor ima visinu h u iznosu 0,503 mm (0,02433r), te se nalazi na dubini b 

ispod gornje površine profila koja iznosi 0,254 mm (0,01229r). Geometrija aeroprofila je preuzeta 

sa stranice američke svemirske agencije NASA (4). 

 

 
Slika 2. Geometrija analiziranog aeroprofila s upravljanom cirkulacijom 

 

Na Slici 3 prikazana je proračunska domena. Na površini aeroprofila, jednako kao i na 

stjenkama plenuma i mlaznice, komponente brzine strujanja postavljene su na nulu (engl. no-slip 

condition). S druge strane, na gornjem i donjem zidu domene je pretpostavljeno nepostojanje 

trenja (engl. slip condition). Na ulazu u domenu zadan je uniforman profil brzine U∞ = 34 m/s. 

Napadni kut u analiziranom slučaju je jednak nuli, jer vektor brzine leži na pravcu koji je 

paralelan osi simetrije profila. Nadalje, na ulaznoj granici komore koja prethodi plenumu, zadana 

je uniformna brzina U = 4,203 m/s. Time je postignut maseni protok zraka koji je korišten u 

eksperimentu, mf = 0,0636 kg/(m s). Koeficijent količine gibanja mlaza glasi: 
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(3) 

gdje je mf maseni protok mlaza, a Uj,sr je srednja istrujna brzina mlaza. Koeficijent količine 

gibanja mlaza u ovoj studiji iznosi približno 0,044 dok Machov broj na izlazu iz mlaznice ima 

vrijednost 0,39. Iako nestlačivo strujanje podrazumijeva Machov broj niži od 0,3, može se 

primijeniti numerički rješavač za nestlačivo strujanje jer je područje višeg Machovog broja malo, 

te ne utječe značajno na dobivena rješenja (1). Na izlazu iz domene je zadan tlak u obliku p/pref = 

1. Uvažavajući brzinu na ulazu u domenu U∞ i duljinu tetive c, dobiva se Reynoldsov broj u 

iznosu 488.992. Reynoldsov broj za strujanje mlaza je definiran kao Uj,maxh/ν, te iznosi 4500.  

 U eksperimentu (3) i proračunu (5), u kojem je primijenjena metoda simulacije velikih 

vrtloga (engl. Large Eddy Simulation, LES), je dodana valovita traka u blizini prednjeg brida. Ta 

traka je u dvodimenzionalnom prikazu predstavljena kao pravokutno ispupčenje. Proračuni 

metodom simulacije velikih vrtloga (5) pokazuju kako granični sloj s donje strane profila ne 

postaje potpuno turbulentan do duljine x/c = 0,4 (valovita traka se nalazi na x/c = 0,021). Time je 

ustanovljeno kako dodavanje trake ne ostvaruje željeni učin, te je stoga izuzeta iz ove studije. 

Rezultati dobiveni rješavanjem Reynoldsovih jednadžbi (1), pokazali su pojavu prijelaznog 

područja na duljini x/c = 0,1. Također, u (1) istraživači su ustvrdili kako postizanje prijelaznog 

područja na istom mjestu na kojem se ono dobiva metodom simulacije velikih vrtloga, nema 

značajnog utjecaja na dobivena rješenja. 

 
Slika 3. Proračunska domena 

 

Slika 4 prikazuje generiranu numeričku mrežu u blizini aeroprofila. Mreža je izrađena koristeći 

računalni program Pointwise (7), te se sastoji od heksaedarskih kontrolnih volumena (ćelija). 

Izrađene su tri mreže različitih gustoća raspodjele kontrolnih volumena: gruba (73.190 ćelija), 

srednja (156.699 ćelija), te fina (276.490 ćelija). Mreža u blizini zidova ima raspodjelu ćelija 

potrebnu za proračun viskoznog podsloja na finoj mreži. Kod srednje i grube mreže je zabilježeno 

kako neka područja imaju vrijednosti y+ veće od preporučenih.  

 

3 Rezultati 
Numerički dobivene vrijednosti koeficijenata uzgona se dobro slažu s rezultatima istraživača koji 

su primijenili metodu simulacije velikih vrtloga (Tablica 1). Također, prijavljeno je   prihvatljivo 

predviđanje vrijednosti kuta odvajanja strujanja (kut Θ na Slici 1).     
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Slika 4. Mreže kontrolnih volumena koje su korištene za proračun: (a) gruba, (b) srednja i (c) 

fina mreža. Detaljniji prikaz diskretizacije prostora u blizini stražnjeg brida na finoj mreži (d). 

 

Vrijednosti koeficijenta tlaka pokazuju dobro slaganje s eksperimentalnim rezultatima po 

cijeloj dužini aeroprofila (Slika 5a). Na području priljubljenog mlaza, najbolja slaganja s 

eksperimentalnim rezultatima i rezultatima dobivenim metodom simulacije velikih vrtloga su 

ostvarena sa srednjom i finom mrežom (Slika 5b). 

 

Tablica 1. Usporedba dobivenih karakteristika priljubljenog mlaza s rezultatima dobivenim 

pomoću metode simulacije velikih vrtloga 

 

 Uj,max 
Θsep 

[o] 
xrec/c xstag/c 

CL 

Gruba mreža Srednja mreža Fina mreža 

OpenFOAM 131,47 62,0 1,089 0,0075 1,347 1,453 1,446 

LES (5),(6) 134,5 67 1,060 0,0055 1,36 

Uj,max – maksimalna brzina mlaza na izlazu iz mlaznice;  xrec/c – udaljenost na kojoj završava 

recirkulacijska zona; xstag/c – položaj prednje zaustavne točke; CL – koeficijent uzgona 

 

  

4 Zaključak 

 
Provedena numerička studija pokazuje učinkovitost primjene C++ biblioteke OpenFOAM za 

proračune optjecanja aeroprofila s kontroliranom cirkulacijom. Metodom kontrolnih volumena 

su numerički riješene Reynoldsove jednadžbe, te su dobivene vrijednosti kuta odvajanja mlaza 

od stjenke profila, kao i koeficijenata tlaka i uzgona. Prijavljeno je dobro slaganje s 



20 8. susreti Hrvatskog društva za mehaniku 

Osijek, 7. i 8. srpnja 2017. godine 

 

eksperimentalnim rezultatima i rezultatima drugih istraživača koji su primijenili metodu 

simulacije velikih vrtloga. 

 
Slika 5. Koeficijent tlaka po dužini aeroprofila (a), te u zoni priljubljenog mlaza (b) 

 

Analizirani fenomen ima velik potencijal za primjenu u turbostrojevima. Ubrizgavanjem 

fluida na izlaznom bridu statorskih lopatica moguće je upravljati kutem apsolutnog toka na ulazu 

u rotorsku rešetku i na taj način povećati iskoristivost turbostroja u vanprojektnim režimima rada. 

Ovaj rad čini temelj za razvoj numeričke metode prikladne za takve proračune. 
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Projektiranje eksperimenta na modelu 

armiranobetonske okvirne konstrukcije ispunjene 

ziđem pri potresnom djelovanju 
  

Burilo, D.1, Penava, D.2, Lahmer, T.3 i Kožar, I.4 
 

 
Sažetak 

Utvrđivanje stanja modelske konstrukcije tijekom i nakon eksperimenata podrazumijeva 

prikupljanje i  obradu značajne količine podataka. Međutim, postavlja se pitanje je li količina 

podataka dovoljna te je li bi se drukčijim razmještajem mjernih uređaja dobili drukčije 

informacije o stanju konstrukcije. U ovome radu prikazan je postupak optimiranja eksperimenta 

3-etažne armiranobetonske okvirne konstrukcije ispunjene ziđem (FRAMA) putem dinamičkih 

nelinearnih proračuna u računalnom programu SeismoStruct. Konstrukcija je predstavljena 

putem modela koji ima mogućnost s dovoljnom točnošću opisati ponašanje konstrukcije.  Nakon 

odabira seizmičkog djelovanja i svojstava odziva konstrukcije koje je cilj utvrditi eksperimentom, 

proveden je postupak optimiranja eksperimenta primjenom Fisherove informacijske matrice 

(FIM). Matrica je dobivena određivanjem parcijalnih derivacija  odziva modela u odnosu na 

promjene u opažanim svojstvima. Inverznom FIM procijenjena je varijabilnost opažanih 

svojstava.  

 

 
Ključne riječi: projektiranje eksperimenta, armirano betonska okvirna konstrukcija, ispunsko 

ziđe, Fisherova informacijska matrica 
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1 Uvod  
 

Utvrđivanje stanja modelske konstrukcije tijekom i nakon eksperimenata podrazumijeva 

prikupljanje i  obradu značajne količine podataka (1). Međutim, postavlja se pitanje je li količina 

podataka dovoljna te je li bi se drukčijim razmještajem mjernih uređaja dobili drukčije 

informacije o stanju konstrukcije.  

U ovome radu prikazan je uvod u postupak optimiranja eksperimenta 3-etažne 

armiranobetonske okvirne konstrukcije ispunjene ziđem (2–4) putem dinamičkih nelinearnih 

proračuna u računalnom programu SeismoStruct (5). Konstrukcija je predstavljena putem modela 

koji ima mogućnost s dovoljnom točnošću opisati ponašanje konstrukcije.  Nakon odabira 

seizmičkog djelovanja i svojstava odziva konstrukcije koje je cilj utvrditi eksperimentom, 

proveden je postupak optimiranja eksperimenta primjenom Fisherove informacijske matrice 

(FIM). Matrica nastaje određivanjem parcijalnih derivacija  odziva modela u odnosu na promjene 

u opažanim svojstvima.  

Inverznom FIM procjenjuje se varijabilnost opažanih svojstava.  

  

 

2 Opis modelske konstrukcije 
 

Modelska 3-etažna armiranobetonska okvirna konstrukcija izvedena je u mjerilu 1:2,5 s 

osnovnim mjerama i poprečnim presjecima prikazanim na slici 1.  

Konstrukcija je projektirana u skladu s odredbama (6–8) kao na savijanje potresno otporni 

armiranobetonski okvirni sustav s izvedbom siezmičkih detalja prema razredu srednje duktilnosti 

(DCM). Sastoji se od dva okvira u uzdužnom smjeru (smjeru potresnog djelovanja) i tri poprečna 

okvira (okomita na smjer potresnog djelovanja). Uzdužni okviri i srednji poprečni okvir su 

ispunjeni ziđem sa i bez otvora čitavom visinom konstrukcije. Ziđe je izvedeno od opečnih 

blokova i morta opće namjene (c:v:p=1:1:6) koji udovoljavaju uvjetima potresne otpornosti 

nearmiranog konstrukcijskog ziđa.  

U tablici 1. dana su osnovna svojstva upotrebljenih gradiva. 

   

Tablica 1. Osnovna svojstva upotrebljenih gradiva 

 

Opis Vrijednost Jedinice 

Srednja tlačna čvrstoća betonskog valjka 36.6 N/mm2 

Granica tečenja / vlačna čvrstoća armature 

Ø 4 mm 753 / 780 N/mm2 

Ø 6 mm 564 / 589 N/mm2 

Ø 8 mm 591 / 621 N/mm2 

Srednja tlačna čvrstoća ziđa 1.53 - 

Vlačna čvrstoća ziđa 0.08  

Početna posmična čvrstoća ziđa 0.05  

Modul elastičnosti ziđa 1800  
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Slika 1. Modelska armiranobetonska okvirna konstrukcija ispunjena ziđem (2–4) 
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 Odabrana je metoda umanjivanja pri kojoj konstrukcija u stvarnoj veličini i modelska 

konstrukcija imaju jednake materijale, a geometrijske veličine su uamnjene sukladno mjerilu. 

Zbog ispravne simulacije inercijskih sila koje nastaju u konstrukciji pri djelovanju potresa, 

sukladno pravilima sličnosti modelske i stvarne konstrukcije SM = Sl
2 = 1/2.52 = 1/6.25, dodana 

je masa od ukupno 4,8 t na svaku etažu puetm čeličnih ingota.  

Na ovaj način ispravno je predstavljena vlastita težina konstrukcija. Međutim, zbog 

ograničenja nosivosti vibroplatforme, nije bilo moguće dodati još mase kako bi se predstavilo 

promjenjivo opterećenje. 

 

 

3 Opis ispitivanja konstrukcije 
 

Uslijed geoloških uvjeta koji prevladavaju u Republici Hrvatskoj i bliže, kao potresno djelovanje 

odabran je zapis potresa postaje Herceg Novi tijekom potresa u Crnoj Gori 1979. godine (vidjeti 

sliku 2.). U skladu s odabranin mjerilom i načinom umanjivanja konstrukcije vrijeme zapisa 

potresa podijeljeno je s √2.5. Konstrukcija je opterećivana nizom od deset zapisa potresnog 

djelovanja različitih vršnih vrijednosti ubrzanja (ag/g), odnosno 0,.05, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,6, 0,7, 

0,8, 1,0 i 1,2. 

 Tijekom ispitivanja, između ostaloga, opažani su pomaci i ubrzanja katova konstrukcije u 

smjeru potresnog djelovanja te ubrzanja konstrukcije okomito na smjer djelovanja kako bi se 

mogla zamijetiti pojava torzije (vidjeti sliku 3.). Dodatno, nakon svakog opterećivanja modela, 

bilježena su oštećenja na konstrukciji. Pri vršnom ubrzanju ag/g = 0,8,  slomom ispunskog ziđa u 

prizemlju na lijevoj strani lijevog uzdužnog okvira konstrukcije nastalo je torzijski odziv 

konstrukcije.  

  

 
 

Slika 2. Zapisa potresnog djelovanja Herceg Novi 1979 s ubrzanjem ag / g = 1.0 
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Slika 3. Rapodjela uređaja za mjerenje ubrzanja (temelj) 

 

 

4 Objašnjenje i zaključak 
 

U ovome radu prikazan je uvod u postupak optimiranja eksperimenta 3-etažne modelske 

armiranobetonske okvirne konstrukcije ispunjene ziđem putem dinamičkih nelinearnih proračuna 

u računalnom programu SeismoStruct. Odabrani računalni program omogućava simulaciju 

nelinearnog odziva konstrukcijskog sustava okvir-ziđe pri čemu je ziđe predstavljeno 

zamjenskim tlačnim dijagonalama. Utjecaj otvora u obzir uzeti će se dodatnim faktorima kojima 

se umanjuje ploština zamjenjujuće dijagonale obzirom na odnos ploštine otvora i ispunskog ziđa.  

Nakon odabira potresnog djelovanja i svojstava odziva konstrukcije koje je cilj utvrditi 

eksperimentom, provodi se postupak optimiranja eksperimenta primjenom Fisherove 

informacijske matrice (FIM). Matrica nastaje određivanjem parcijalnih derivacija  odziva modela 

u odnosu na promjene u opažanim svojstvima. Inverznom FIM procjenjuje se varijabilnost 

opažanih svojstava.  

Cilj je provjeriti je li drukčijom raspodjelom mjernih uređaja moguće utvrditi ključna 

svojstava konstrukcije (pomaci i ubrzanja etaža) drukčije te je li razmještaj i broj uređaja 

optimalan. 

 

Zahvale  

 

Prikazani istraživački rad proveden je u okviru istraživačkog projekta Hrvatske zaklade za 

znanost "Uokvireno ziđe - kompozitni nosivi sustav kod armirano-betonskih zgrada" te im ovim 

putem izražavamo zahvalnost na potpori. 
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Utjecaj efekta malih veličina na mehaničko 

ponašanje ugljičnih nanocijevi 
 

Čanađija, M.1 i Brčić, M.2 
 

 
Sažetak 

Rad razmatra mehaničko ponašanje ugljičnih nanocijevi kao nanogrednih struktura. Sa razvojem 

nanotehnologije pojavljuje se učestala potreba za mehaničkim opisivanjem ugljičnih nanocijevi. 

Primjerice, ugljične se nanocijevi mogu koristiti kao nanosenzori pri statičkim i dinamičkim 

mjerenjima. Ovdje se razmatraju statička mjerenja gdje se mjere progibi temeljem poznatog 

opterećenja ili obratno. 

Primjera radi, neka se razmotri senzor koji radi na principu konzolnog nosača, a izrađen 

je od ugljične nanocijevi. Pokuša li se pritom povezati progibe i opterećenje putem klasičnih 

grednih jednadžbi koje se koriste na makro-razini, vrlo će se brzo uočiti odstupanja od takve 

teorije. Uzrok ovome su nelokalni efekti, tj. utjecaj naprezanja u okolici promatrane točke na 

stanje naprezanje u istoj točki. Do nelokalnih efekata dolazi uslijed malih veličina nanostruktura.  

Diskretna – atomska – struktura uvjetuje ovakvo ponašanje. Nadalje, sile koje su zanemarive na 

makro razini dobivaju na važnosti kako se veličina razmatrane strukture smanjuje. Tipično se 

ovaj problem rješava uvođenjem gradijenata naprezanja koji bi trebali opisati spomenuto 

ponašanje. Konstitutivno ponašanje definira se uvođenjem nelokalnog parametra, koji se pak 

često tretira kao konstanta. 

Ovim se radom predstavlja serija računalnih simulacija metodom molekularne strukturne 

mehanike s ciljem određivanja nelokalnog parametra za ugljičnu nanocijev. Rezultati ukazuju na 

više nedostataka gradijente teorije te se predlaže alternativni pristup. 

 

 
Ključne riječi: efekti malih veličina, ugljične nanocijevi, nanomehanika, nanogrede, nelokalno 

konstitutivno ponašanje 
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1 Uvod  
 

Zadnje desetljeće obilježeno je naglim razvojem nanotehnologije. Ovakav razvoj povlači sa 

sobom i potrebu modeliranja grednih nosača na nanorazini. No, na nanorazini pojavljuju se 

međuatomske i međumolekularne sile koje na makrorazini nemaju uglavnom nikakav značaj. 

Osim ovoga, struktura poprima diskretni karakter. Posljedica ovakvog ponašanja jest da veličina 

nanogrede postaje vrlo važna. Na stanje naprezanja ne utječe samo stanje deformacije u 

promatranoj točki već i u susjednim točkama. Sa aspekta mehanike, ovo narušava osnovne 

postavke klasičnih grednih formulacija i otvara potrebu za uvođenje novih - nelokalnih modela.  

 Imajući u vidu gore navedeno, u zadnje vrijeme pojavilo se dosta publikacija koje 

predstavljaju nelokalne formulacije ciljajući upravo na opis ovakvih struktura. Formulacije se 

uglavnom temelje na uvođenju nelokalnog parametra koji treba odražavati nelokalno 

konstitutivno ponašanje. Ovo bi trebala biti konstanta ovisna o materijalu. No, pretraga literature 

rezultirala je vrlo malim brojem konkretnih podataka o ovom parametru, nerijetko međusobno 

neusuglašenih. Stoga je namjera ovog rada pokušati odrediti nelokalni parametar pomoću 

molekularne strukturne mehanike na primjeru ugljičnih nanocijevi.  

 

 

2 Molekularna strukturna mehanika i nanocijevi 
 

Za ugljičnu nanocijev sa jednom stijenkom tipa naslonjač napravljene su simulacije za više 

različitih promjera i duljina. Promjeri su redom iznosili 0.4071,0.6785, 0.9499, 1.2213, 1.4927 

nm, dok su duljine bile odabrane na način da omjeri promjera i duljine iznose 10, 15, 25, 40, 80. 

Greda je slobodno oslonjena na dva kraja te je opterećena jednolikim kontinuiranim opterećenjem 

čija rezultanta iznosi 1 nN. Primijenjena je geometrijski linearna teorija te harmonijski potencijal. 

Temeljem dobivenih progiba na sredini raspona, izračunat je modul elastičnosti prema klasičnim 

Bernoulli-Euler i Timoshenkovoj formulaciji. Dobivene raspodjele prikazane su na Sl. 1 i 2. 

Može se uočiti promjenjivost modula elastičnosti, nešto veća kod Bernoulli-Eulerove formulacije 

te nešto manja u slučaju Timoshenkove formulacije. Vidljivo je da u oba pristupa dolazi do 

promjene modula elastičnosti i za najveće omjere promjera i duljine. 

  

  
Slika 1. Modul elastičnosti za nanogredu na dva oslonca, Bernoulli-Eulerova formulacija 
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Slika 2. Modul elastičnosti za nanogredu na dva oslonca, Timoshenkova formulacija 

  

 

3 Nelokalni model nanogrede 
   

Rezultati prikazani na Sl. 1 i 2 ukazuju na efekte malih veličina. Za veće promjere i duljine efekt 

se vidno smanjuje i asimptotski se približava vrijednosti koja se može usvojiti kao makroskopski 

modul elastičnosti. Da bi se opisale ovakve pojave razvijeni su nelokalni gredni modeli koji se u 

većini slučajeva temelje na gradijentima naprezanja. Za jednostavnu gredu duljine L oslonjenu 

na dva oslonca i opterećenu konstantnim kontiuiranim opterećenjem q progib se definira kao (1-

3): 

 

 𝑣(𝑥) = −
𝑐3𝐿𝑞𝑒−

𝑥
𝑐 (𝑒

𝑥
𝑐 − 1) (𝑒

𝑥
𝑐 − 𝑒

𝐿
𝑐)

2𝐸𝐼 (𝑒
𝐿
𝑐 − 1)

+
𝑐2𝑞(𝑥2 − 𝐿𝑥)

2𝐸𝐼
+
𝑞(𝐿3𝑥 − 2𝐿𝑥3 + 𝑥4)

24𝐸𝐼
, (1) 

 

za Bernoulli-Eulerovu formulaciju, dok je kut rotacije za Timoshenkovu formulaciju: 

 

 𝑣(𝑥) = −
𝑐3𝐿𝑞𝑒−

𝑥
𝑐(𝑒𝑥/𝑐 − 1)(𝑒𝑥/𝑐 − 𝑒𝐿/𝑐)

2𝐸𝐼(𝑒𝐿/𝑐 − 1)
+
𝑐2𝑞(𝑥2 − 𝐿𝑥)

2𝐸𝐼
+
𝑞(𝐿3𝑥 − 2𝐿𝑥3 + 𝑥4)

24𝐸𝐼
. (2) 

 

U obje jednadžbe oznakom c označen je nelokalni parametar. Uvrsti li se u jednadžbu (1) progib 

na sredini grede, a u jednadžbu (2) rotacija na četvrtini raspona grede dobivene simulacijama 

molekularnom strukturnom mehanikom, moguće je odrediti nelokalni parametar.  

Ukoliko se kao modul elastičnosti koristi vrijednost E=1040.7 GPa koja je određena kako 

je to opisano u poglavlju 2, a dopunjeno sa drugim rezultatima iz (4), pristup vodi situaciji u kojoj 

se kao rješenja nelinearnih jednadžbi (1) i (2) za pojedine nanocijevi pojavljuju kompleksni 

brojevi. Dodatni je problem u tome što većina literature podrazumijeva da je nelokalni parametar 

c konstantna, što se ovdje pokazuje da nije slučaj. Da bi se zaobišao problem sa kompleksnim 

brojevima, odabrana je ekstremna vrijednost modula elastičnosti koja još uvijek daje realna 



30 8. susreti Hrvatskog društva za mehaniku 

Osijek, 7. i 8. srpnja 2017. godine 

 

rješenja za sve nanocijevi, E=980 GPa. Nelokalni parametar c i dalje nije konstanta, već ima 

linearnu karakteristiku u ovisnosti o normaliziranoj duljini grede, Sl. 3. 

 

 
 

Slika 3. Ovisnost nelokalnog parametra o normaliziranoj duljini grede 

 

 

4 Zaključak 
Dobiveni rezultati ukazuju na teškoće koje nelokalni gredni modeli imaju pri opisu deformacija 

ugljičnih nanocijevi. Moguće je istaći dvije osnovne poteškoće: 

 odabir asimptotske vrijednosti za modul elastičnosti vodi rješenjima koja su imaginarni 

brojevi za dio nanocijevi, 

 nelokalni parametar nije konstanta, već linearna funkcija normalizirane koordinate. 

Osnovni uzrok ovakvog ponašanja jest diskretna priroda nanogrede. Predloženo rješenje 

kompromis je koji ipak omogućava primjenu razvijenih analitičkim nelokalnih grednih modela. 

 

 

Zahvale 
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Prevrtanje stupca od dva bloka uslijed 

konstantnog i impulsnog ubrzanja podloge  
  

Čeh, N.1, Theophile, L.2, Jelenić, G.3 i Bićanić, N.4  
  

  
Sažetak 

Kruti blok ili stupac krutih blokova koji se ljulja uslijed pomicanja baze na kojoj se nalazi (bez 

proklizavanja i odskakivanja) je opisan skupom od osam jednadžbi kretanja za osam različitih 

konfiguracija u kojima se može naći. Prelazak iz jedne konfiguracije u drugu se može dogoditi 

zbog zadovoljavanja uvjeta odnosa opterećenja baze i dinamičkih veličina koje opisuju kretanje 

blokova ili zbog sudara među blokovima. Kod numeričkog rješavanja jednadžbi kretanja je 

potrebno detektirati točan trenutak sudara, prilikom čega početne vrijednosti dinamičkih veličina 

u novoj konfiguraciji, u idealnom slučaju, moraju zadovoljavati jednadžbe balansa energije i 

balansa momenta količine kretanja.  

Za analizu ovoga problema napisan je numerički algoritam u programskom jeziku Matlab. 

S ciljem validacije algoritma, osmišljen je niz kontroliranih laboratorijskih eksperimenata 

ljuljanja jednog bloka i stupca od dva bloka uslijed konstantnog ubrzanja podloge određenog 

trajanja. Opisan je mehanizam kojim su kontrolirani stupnjevi slobode blokova i postupak 

nanošenja konstantnog ubrzanja podloge. Osim usporedbe eksperimentalno i numerički 

dobivenih rezultata, analizirana je ovisnost oblika prevrtanja (djelomično ili globalno prevrtanje) 

o parametrima ubrzanja baze kod dva bloka.  

   

  
Ključne riječi: ljuljanje blokova, prevrtanje blokova, konstantno ubrzanje, impulsno opterećenje   
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1 Uvod  
  

Ljuljanje jednog krutog pravokutnog bloka na krutoj podlozi, bez proklizavanja ili odskakivanja 

bloka, je često analitički opisivano u literaturi već više od 60 godina (1), no i dalje je aktualna 

tema interesa mnogih znanstvenika (2).  

Takav analitički opis je generaliziran na dva bloka (odnosno, dva stupnja slobode) tako da 

su izvedene linearizirane jednadžbe kretanja (3) ili jednadžbe kretanja u pseudo-vremenu (4), na 

temelju kojih su dana analitička rješenja za kutove zaokreta blokova u prvih nekoliko intervala 

ljuljanja (5).  

U nastavku rada su izvedene jednadžbe kretanja za ljuljanje stupca od dva bloka u 

općenitom slučaju, za proizvoljni oblik funkcije pobude. Jednadžbe su numerički riješene, čime 

je dobivena platforma za analizu dinamičkog odziva stupca od dva bloka na različite vrste 

pobude.   

Da bi se provela validacija bilo kakvog analitičkog ili numeričkog pristupa takvoj 

dinamičkoj analizi, do sada je provedeno tek nekoliko izoliranih laboratorijskih eksperimenata 

ljuljanja jednog bloka ili stupca od više blokova (6). Zbog nedostatka provedenih eksperimenata 

koji bi predstavljali benchmark probleme, osmišljeno je nekoliko setova eksperimentalnih 

ispitivanja, od kojih je jedan od jednostavnijih – eksperimentalno ispitivanje odziva stupca od 

dva bloka na konstantno ubrzanje podloge određenog trajanja – opisan u nastavku. 

  

2 Dinamika stupca od dva bloka 
  

Stupac od dva bloka je promatran u ravnini uz pretpostavke da između donjeg bloka i podloge te 

gornjeg i donjeg bloka nema proklizavanja i odskakivanja, i da su širine oba bloka jednake, 

odnosno 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏. Takav stupac predstavlja problem s dva stupnja slobode – zaokret donjeg 

bloka, 𝜃1, i zaokret gornjeg bloka, 𝜃2 – i opisan je pomoću osam setova jednadžbi kretanja za 

osam različitih konfiguracija u kojima se može naći (3-5): 

 

 

𝐼01
′ 𝜃̈1 +𝑚2ℎ1𝑅2𝜃̈2 cos(∓𝜃1 + 𝛼2 ± 𝜃2) ∓ 𝑚2ℎ1𝑅2𝜃̇2

2 sin(∓𝜃1 + 𝛼2 ± 𝜃2) +

𝑔[±𝑚2ℎ1 sin(∓𝜃1) ∓ 𝑚1𝑅1 sin(𝛼1 ± 𝜃1)] + 𝑢̈[𝑚1𝑅1 cos(𝛼1 ± 𝜃1) +

𝑚2ℎ1 cos(∓𝜃1)] = 0  

𝑚2ℎ1𝑅2𝜃̈1 cos(∓𝜃1 + 𝛼2 ± 𝜃2) + 𝐼02𝜃̈2 ±𝑚2ℎ1𝑅2𝜃̇1
2 sin(∓𝜃1 + 𝛼2 ± 𝜃2) ∓

𝑚2𝑔𝑅2 sin(𝛼2 ± 𝜃2) + 𝑢̈𝑚2𝑅2 cos(𝛼2 ± 𝜃2) = 0, 

(1) 

 

za konfiguracije 1a i 1b, gdje su znakovi ± i ∓ korišteni za 𝜃2 < 𝜃1 < 0 i 𝜃2 > 𝜃1 > 0, 

respektivno, 

 

 

𝐼01
′ 𝜃̈1 + 2𝑚2𝑅1𝑅2𝜃̈2 cos(𝛼1 ± 𝜃1 + 𝛼2 ∓ 𝜃2)

+ 𝑔[∓𝑚1𝑅1 sin(𝛼1 ± 𝜃1) ∓ 2𝑚2𝑅1 sin(𝛼1 ± 𝜃1)]

+ 𝑢̈(𝑚1 + 2𝑚2)𝑅1 cos(𝛼1 ± 𝜃1) = 0 

2𝑚2𝑅1𝑅2𝜃̈1 cos(𝛼1 ± 𝜃1 + 𝛼2 ∓ 𝜃2) + 𝐼02𝜃̈2 ±𝑚2𝑔𝑅2 sin(𝛼2 ∓ 𝜃2)

+ 𝑢̈𝑚2𝑅2 cos(𝛼2 ∓ 𝜃2) = 0 

(2) 

 

za konfiguracije 2a i 2b, gdje su znakovi ± i ∓ korišteni za 𝜃2 > 𝜃1 < 0 i 𝜃2 < 𝜃1 > 0, 
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[𝐼0
′ + 2ℎ1𝑚2𝑅2 cos(𝛼2)]𝜃̈1 + 𝑔[±𝑚2ℎ1 sin(∓𝜃1) ∓ 𝑚1𝑅1 sin(𝛼1 ± 𝜃1) ∓

𝑚2𝑅2 sin(𝛼2 ± 𝜃1)] + 𝑢̈[𝑚1𝑅1 cos(𝛼1 ± 𝜃1) + 𝑚2ℎ1 cos(∓𝜃1) + 𝑚2𝑅2 cos(𝛼2 ±

𝜃1)] = 0, 

(3) 

 

za konfiguracije 3a i 3b, gdje su znakovi ± i ∓ korišteni za 𝜃2 = 𝜃1 < 0 i 𝜃2 = 𝜃1 > 0, 

 

 𝐼02𝜃̈2 ∓𝑚2𝑔𝑅2 sin(𝛼2 ± 𝜃2) + 𝑢̈𝑚2𝑅2 cos(𝛼2 ± 𝜃2) = 0, (4) 

 

za konfiguracije 4a i 4b, gdje je 𝜃1 = 0 i znakovi ± i ∓ su korišteni za 𝜃2 < 0 i 𝜃2 > 0. U gornjim 

jednadžbama indeksi 1 i 2 predstavljaju veličine za donji i gornji blok, respektivno, 𝑚, 𝑏, ℎ, 𝛼 i 𝑅 

su masa, širina, visina, kut vitkosti (kut između dijagonale i vertikalne stranice bloka) i duljina 

polovice dijagonale, respektivno, 𝐼02 je moment inercije gornjeg bloka oko jednog od njegovih 

donjih uglova, 𝐼0
′  je moment inercije stupca od dva bloka oko jednog od donjih uglova, a 𝐼01

′ =
4

3
𝑚1𝑅1

2 +𝑚1ℎ1
2. Svih osam mogućih konfiguracija je prikazano na Slici 1. 

 

 
Slika 1. Osam mogućih konfiguracija tijekom ljuljanja stupca od dva bloka 

 

Na temelju jednadžbi (1) – (4) je napisana numerička procedura za dobivanje kuta zaokreta 

oba bloka u vremenu u programskom jeziku Matlab. Jednadžbe su u vremenskoj domeni 

diskretizirane pomoću Newmarkove metode integracije, a u svakom vremenskom koraku riješene 

iterativnim Newton-Raphsonovim postupkom. Prilikom kretanja stupac blokova prelazi iz 

konfiguracije u konfiguraciju te je razvijen postupak za detekciju točnog vremena sudara među 

tijelima prilikom takvog prelaska. Neposredno nakon svakog sudara, kada stupac prelazi u novu 

konfiguraciju kretanja, izvedeni su izrazi za izračun novih početnih kutnih ubrzanja i kutnih 

brzina iz izraza za balans momenta količine kretanja neposredno prije i neposredno nakon sudara 

oko točaka koje predstavljaju centre rotacije donjeg i gornjeg bloka u novoj konfiguraciji. 

Uvjet za početak ljuljanja oba bloka zajedno je 

 

 𝑢̈ ≥ 𝑔 tan(𝛼𝑢𝑘), (5) 

 

gdje je 𝛼𝑢𝑘 = tan
−1 (

𝑏

ℎ1+ℎ2
), dok je uvjet za početak ljuljanja samo gornjeg bloka 

 

 𝑢̈ ≥ 𝑔 tan(𝛼2). (6) 

 

Uvijek vrijedi da je 𝛼2 > 𝛼𝑢𝑘, odnosno da je tan(𝛼2) > tan(𝛼𝑢𝑘), dakle prije će biti zadovoljen 

uvjet za pokretanje oba bloka zajedno u rotaciju. 
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3 Eksperimentalni model 
  

Za validaciju opisanog numeričkog modela osmišljen je eksperimentalni postav za ispitivanje 

odziva stupca od dva bloka na pobudu u obliku konstantne akceleracije podloge određenog 

vremena trajanja (Slike 2 i 3).  

 

 
 

Slika 2. Prikaz funkcije ubrzanja podloge 

 

Kako bi se eliminiralo proklizavanje i odskakivanje blokova, osmišljen je i izveden sustav 

povezivanja blokova međusobno i donjeg bloka s podlogom pomoću sustava vrlo tankih traka 

(Slika 3, desno). Trake su pričvršćene za bočne stranice blokova i za podlogu na dijelovima koji 

izlaze iz tlocrtnih gabarita blokova. 

Konstantno ubrzanje podloge je dobiveno pomoću sustava koji se sastoji od klizača i mase 

povezane nerastezivim užetom prebačenim preko koloturnika zanemarive mase (Slika 3, lijevo). 

Klizač se nalazi na zračnoj traci (engl. airtrack) iz koje se ispuhuje zrak pod pritiskom, što 

eliminira trenje između klizača i podloge. Na drugoj strani užeta se nalazi masa (𝑚𝑎 na Slici 3) 

koju je moguće varirati (dodavanjem i micanjem utega) na visini (h na Slici 3) koju je moguće 

varirati.  

 

 
  

Slika 3. Skica eksperimentalnog postava (lijevo) i skica mehanizma za eliminiranje 

proklizavanja i odskakivanja (desno) 

 

Na taj način je proveden nize eksperimenata s različitim veličinama ℎ i 𝑚𝑎, čime su 

dobivene pobude s različitim amplitudama, 𝑎0, i trajanjem, 𝑡𝑎. Rezultati provedenih 
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eksperimenata su prikazani na Slici 4 pomoću tri različita simbola, ovisno o tome što se dogodilo 

sa stupcem blokova na kraju svakog eksperimenta. 

  

    

 
  

Slika 4. Rezultati prevrtanja stupca od dva bloka  

 

Na Slici 4 pune linije predstavljaju numerički dobivene rezultate za početak ljuljanja 

jednog bloka kojem su dimenzije jednake ukupnim dimenzijama stupca od dva bloka (vertikalna 

puna linija prikazuje granicu iz jednadžbe (5)), tanka isprekidana linija predstavlja granicu za 

početak ljuljanja samo gornjeg bloka (granicu iz jednadžbe (6)). Eksperimenti su potvrdili da 

puna vertikalna linija dobro opisuje kriterij za početak ljuljanja oba bloka, s obzirom da se granica 

dobivena iz eksperimenata (granica između crnih kružića i sivih kvadrata ili trokuta) nalazi vrlo 

blizu analitičke granice. Granica koja označava prevrtanje stupca od dva bloka (odnosno, 

prevrtanje oba bloka dok rotiraju zajedno) precjenjuje stabilnost blokova – eksperimenti su 

pokazali da će se stupac od dva bloka prevrnuti pri manjim amplitudama ubrzanja podloge (za 

manji 
𝑎0

𝛼𝑔
) istog trajanja. 

Važno je primijetiti da jako male varijacije u početnim uvjetima koji su kontrolirani 

uzrokuju primjetne promjene u amplitudi i trajanju funkcije ubrzanja podloge. Zbog toga je 

potrebno provesti dodatnu seriju eksperimenata s uzorcima na većoj skali, na kojoj će takve 

varijacije imati manji utjecaj. 

 

4 Zaključak 
 

Dinamičko ponašanje stupca od dva kruta pravokutna bloka koji mogu rotirati je opisan analitički 

pomoću osam setova jednadžbi kretanja za osam različitih konfiguracija te riješen numeričkom 

integracijom u vremenu i iterativnim postupkom u svakom vremenskom koraku. Prelazak iz jedne 

konfiguracije u drugu uzrokuje međusobno sudaranje tijela te je u numeričkoj proceduri proveden 
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postupak detekcije točnog trenutka sudara, nakon čega su izvedeni novi početni uvjeti za kutne 

brzine i ubrzanja u novoj konfiguraciji.  

 Radi validacije opisanog numeričkog postupka, osmišljen je set kontroliranih 

laboratorijskih eksperimenata s ciljem opisivanja dinamičkog odziva stupca od dva bloka na 

pobudu podloge u obliku konstantne funkcije ubrzanja određenog trajanja. Prilikom 

eksperimenata su kontrolirani stupnjevi slobode blokova, tako da je eliminirano proklizavanje i 

odskakivanje blokova. Preliminarni eksperimenti su pokazali da analitička granica za početak 

ljuljanja stupca od dva bloka dobro opisuje stvarno ponašanje, dok granica za prevrtanje stupca 

od dva bloka (prilikom ljuljanja oba bloka zajedno) precjenjuje stabilnost stupca.  

 Eksperimentalne rezultate je potrebno proširiti rezultatima dinamičkog ponašanja stupca 

od dva bloka na većoj skali, na kojoj će manji utjecaj imati perturbacije kontroliranih početnih 

uvjeta. Nakon toga, potrebno je usporediti zaokrete, kutne brzine i kutna ubrzanja tijekom cijelog 

kretanja stupca dobivena iz eksperimenata s onima koja su dobivena iz opisanog numeričkog 

koda.  

 

  

Zahvale  

  

Rad je izrađen u sklopu projekta HRZZ-1631 Configuration dependant approximation in non 

linear finite-element analysis of structures Hrvatske zaklade za znanost i istraživačke potpore 

Sveučilišta u Rijeci za projekt Procjena oštećenja i ojačanja građevinskih konstrukcija. Korištena 

laboratorijska oprema je nabavljena u sklopu projekta Razvoj istraživačke infrastrukture za 

laboratorije na Kampusu Sveučilišta u Rijeci br. RC.2.2.06-0001. 
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1 Uvod  
(10pt) 

Kod dugačkih mostova kod kojih je udaljenost između oslonaca velika, prostorna promjenjivost 

potresnog djelovanja može imati nepovoljan učinak na seizmički odziv mosta. Potresna pobuda 

kod takvih mostova ne mora nužno na isti način pobuditi sve oslonce mosta, a posljedica takve 

pobude može biti otkazivanje rasponskoga sklopa uslijed relativnih pomaka oslonaca (1). Ostale 

konstrukcije kod kojih ovaj fenomen može značajno utjecati na sigurnost i trajnost su također i 

dugačke vodovodne mreže, tuneli i brane (2).  

U ovome radu predstavit će se uvodni dio istraživanja nejednolike potresne pobude 

oslonaca provedenih u sklopu izrade diplomskih radova studenata sveučilišnoga diplomskog 

studija na Građevinskome fakultetu Sveučilišta u Rijeci (3), (4). Prikazat će se rezultati 

eksperimentalnih ispitivanja vitkih grednih konstrukcija na pobudu oslonaca kao podloga za 

validaciju analitičkih i numeričkih modela. 

0pt) 

(10pt) 

2 Metode analize 
(10pt) 

Pobude oslonaca se mogu podijeliti u sljedeće dvije grupe (3): 

Jednolika pobuda oslonaca – svi oslonci doživljavaju identično gibanje. Slika 1 (lijevo) prikazuje 

ovakvu situaciju, koja predstavlja prihvatljiv model za opis ponašanja visokih zgrada, tornjeva, 

dimnjaka i sličnih objekata kod kojih udaljenost između oslonaca nije jako velika.  

 

         

Slika 1. Sustav izložen jednolikoj (lijevo) i nejednolikoj (desno) pobudi oslonaca (2) 

Nejednolika pobuda oslonaca – oslonci se različito gibaju u vremenu. Slika 1 (desno) prikazuje 

ovakvu situaciju, koja se javlja, na primjer, kada uslijed potresnog vala vremenski zapisi gibanja 

podloge postaju različiti u slučaju da su oslonci značajno udaljeni.  

 

Odgovor konstrukcije na pobudu oslonaca dobiva se rješavanjem sljedeće matrične 

jednadžbe gibanja: 

𝑴 𝒙̈(𝑡) + 𝑪 𝒙̇(𝑡) + 𝑲𝒙(𝑡) = −𝑴𝚪𝒙̈𝒈(𝑡) (1) 
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gdje su 𝑴,  𝑲 i 𝑪 matrice masa, krutosti i prigušenja dimenzija 𝑛 𝑥 𝑛, 𝑛 je broj stupnjeva slobode, 

𝒙 i 𝒙̇ su vektori relativnih pomaka i brzina dimenzija n, 𝒙̈ je vektor apsolutnih ubrzanja dimenzije 

𝑛, 𝒙̈𝒈 je vektor ubrzanja podloge dimenzije r, r je broj komponenti vektora ubrzanja podloge i 𝚪 

je matrica utjecajnih koeficijenata dimenzija 𝑛 𝑥 𝑟. Iako prigušenje postoji, njegov utjecaj je 

uglavnom vrlo malen u odnosu na inercijalne utjecaje pa će se za potrebe ovoga rada izostaviti. 

Dinamička analiza može se provesti modalnom analizom ili direktnom integracijom. 

 

2.1 Modalna analiza i račun vlastitih vrijednosti 

(10pt) 

U modalnoj analizi, prostor stupnjeva slobode potrebno je preslikati u prostor vlastitih vektora za 

što je najprije potrebno provesti račun vlastitih vrijednosti. Stoga analiziramo homogeni 

neprigušeni dio problema (1):  

𝑴 𝒙̈(𝑡) + 𝑲𝒙(𝑡) = 0 (2) 
 

Pritom, dvostrukim deriviranjem homogenog rješenja jednadžbe kretanja dobiva se odnos 

𝒙̈ = −𝜔2𝒙 pa je izraz (2) moguće zapisati u obliku problema vlastitih vrijednosti: 

 

(−𝜔𝟐𝑴+𝑲)𝒙 = 0 (3) 
 

Množenjem jednadžbe (3) inverzom matrice krutosti (tj. matricom fleksibilnosti) s lijeve 

strane možemo po potrebi izbjeći računanje matrice krutosti i zamijeniti ga računanjem matrice 

fleksibilnosti, koju je ponekad jednostavnije izvesti. Također, za potrebe ove analize, pretpostavit 

ćemo da je masa grede koncentrirana u n diskretnih točaka – stupnjeva slobode kretanja 

konstrukcije. Koristi se metoda statičke kondenzacije kojom se iz dinamičke analize uklanjaju 

stupnjevi slobode kojima nije pridružena masa, a budući da mase osciliraju translacijski mogu se 

ukloniti i stupnjevi slobode koji se odnose na rotaciju. Koristeći metodu statičke kondenzacije, 

jednadžbu (2) moguće je zapisati u obliku: 

 

[
𝑴𝒑𝒑 𝟎

𝟎 𝟎
] {
𝒙𝒑̈
𝒙𝒓̈
} + [

𝑲𝒑𝒑 𝑲𝒑𝒓

𝑲𝒓𝒑 𝑲𝒓𝒓
] {
𝒙𝒑
𝒙𝒓
} = {

𝟎
𝟎
} (4) 

 

gdje se indeksi p i r odnose na translacijski, odnosno rotacijski pomak. Iz dobivenog sustava 

jednadžbi moguće je rotacijski pomak izraziti preko translacijskog, čime se dolazi do izraza: 

 

(𝑲𝒑𝒑 −𝑲𝒑𝒓𝑲𝒓𝒓
−𝟏𝑲𝒓𝒑 − 𝜔

2𝑴𝒑𝒑)𝒙𝒑 = 𝟎 (5) 

 

Kako bi postojalo netrivijalno rješenje determinanta dijela u zagradi mora biti jednaka nuli (5,6). 

 

Cilj modalne analize je izvršiti transformaciju generaliziranih koordinata tako da 

dobijemo sustav od n linearno nezavisnih diferencijalnih jednadžbi od kojih svaka sadrži samo 

jednu nepoznanicu. Transformacija generaliziranih koordinata u modalne, odnosno 

dijagonalizacija matrice krutosti, postiže se uvođenjem matrice transformacije Φ, takve da njeni 

stupci budu proporcionalni vektorima vlastitih oblika osciliranja neprigušenog sustava s n 

stupnjeva slobode 𝒙 = 𝜱 𝒀, gdje je 𝒙 vektor prvobitnih generaliziranih (nepoznatih) koordinata, 

𝜱 matrica transformacije i 𝒀 vektor modalnih koordinata. Matrica transformacije Φ dobiva se 
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izračunavanjem vlastitih frekvencija 𝜔𝑛 i vlastitih oblika slobodnih neprigušenih oscilacija, 

odnosno pronalaženjem vektora 𝜱𝒏 rješavanjem jednadžbe: 

 

𝑲𝜱 = 𝜔2𝑴𝜱 (6) 
 

Nakon toga slijedi izračun generaliziranih vrijednosti masa i krutosti te formiranje 

modalnih jednadžbi, u koje se jednostavno može dodati i utjecaj vanjske pobude. Superpozicijom 

modalnih efekata (dobivenih modalnim rastavljanjem na n nezavisnih sustava s jednim stupnjem 

slobode) dobivaju se vrijednosti stvarnih pomaka (7). 

 

2.2 Direktna integracija metodom centralnih razlika 

 

Postupak direktne integracije metodom centralnih razlika teče tako da se najprije formiraju 

matrice krutosti, masa i prigušenja te postavljaju početni uvjeti:  
0
𝑼,  

0
𝑼̇,  

0
𝑼̈ i odabire vremenski 

korak Δ𝑡 ≤ Δ𝑡𝑐𝑟 . Zatim se izračunavaju integracijske konstante (𝛼0 =
1

Δt2
;    𝛼1 =

1

2Δ𝑡
;    𝛼2 =

2𝛼0;    α3 =
1

𝛼2
) te se kompletiraju početni uvjeti putem izraza  

−Δ𝑡
𝑼 =  

0
𝑼 − Δ𝑡 

0
𝑼̇ + 𝛼3 

0
𝑼̈ i 

formira se efektivna matrica masa 𝑴 = 𝛼0𝑴+ 𝛼1𝑪. Nakon toga, za svaki vremenski korak 

računa se efektivno opterećenje u vremenu t: 

 

 
𝑡
𝑹𝒆𝒇𝒇 =  

𝑡
𝑹 − (𝑲 − 𝛼2𝑴) 

𝑡
𝑼 − (𝛼0𝑴− 𝛼1𝑪) 

𝑡−Δ𝑡
𝑼 (7) 

 

 te traži pomak u vremenu 𝑡 + Δ𝑡: 

 
𝑡+Δ𝑡

𝑼𝒊 =  
𝑡
𝑹𝒆𝒇𝒇 (

Δ𝑡2

𝑚𝑖𝑖

) (8) 

 

Detalji postupka opisani su u (3), (8). 

 

3 Eksperimentalni dio 
(10pt) 

Za provedbu ispitivanja korišten je sustav dviju potresnih platformi Quanser STI-III pokretanih 

elektromagnetskim motorom, tlocrtnih dimenzija 625 x 625 mm2. Platforme se mogu koristiti 

neovisno jedna o drugoj za potrebe simultanog provođenja različitih ispitivanja ili pak zajednički 

tako da se model oslanja na oba stola (Slika 2). Pritom pobuda može biti jednaka (sinkroni rad) 

ili različita (asinkroni rad).  

 

Slika 2. Postava eksperimenta (4) 
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Koristi se sustav za 3D beskontaktno optičko mjerenje pomaka i deformacija GOM mbH 

PONTOS 3D 4M koji se sastoji od dviju kamera i programa Aramis i Pontos za upravljanje i 

obradu podataka. Kamere omogućuju snimanje do 168 fps rezolucijom 2400x1728 piksela te do 

1300 fps rezolucijom 2400x168 piksela (9). 

 

4 Primjer: prirodne frekvencije i oblici osciliranja za sustav s tri stupnja 

slobode kretanja 
(10pt) 

Za model konstrukcije korištena je letvica od smreke modula elastičnosti E = 12,5 GPa, duljine 

2,00 m, visine 40 mm i širine 13 mm, slobodno oslonjena i postavljena tako da pobuda u bočnom 

smjeru aktivira slabiju krutost poprečnog presjeka (Slika 3). Masa letvice iznosi 650 g, a dodatne 

mase u čvorovima koji se nalaze na jednakim razmacima iznose 204 g.   

 
Slika 3. Sustav s tri stupnja slobode kretanja (4) 

 

Ranije opisanim postupkom dobivene su sljedeće vrijednosti vlastitih frekvencija: 𝜔1 =

25,719; 𝜔2 = 102,162; 𝜔3 = 216,912, dok su vlastiti oblici osciliranja prikazani na Slici 4. 

 

 

 
 

Slika 4. Vlastiti oblici osciliranja (4) 

 

Iz eksperimentalnih mjerenja pomaka uslijed slobodnih oscilacija grede proizlazi prva 

vlastita frekvencija iznosa 𝜔1 = 27,9 𝑟𝑎𝑑/𝑠, koja odstupa od one dobivene proračunom za 7,8% 

(4). 

 

Slika 5. Rezultati usporedbe nefiltriranih eksperimentalnih i numeričkih rješenja za pomake na 

sredini grede (3) 

m m m

4/l 4/l 4/l 4/l

00,1 41,1 00,1 00,1 00,1 00,1

41,100,1
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Direktnom integracijom metodom centralnih razlika proveden je i postupak proračuna za 

nanesenu pobudu jednog oslonca unosom vremenske funkcije pomaka potresa Northridge. U 

eksperimentu, ta funkcija nanesena je pomicanjem potresnoga stola, a na Slici 5 prikazani su 

izračunati i izmjereni pomaci u sredini raspona grede.  

Mogući uzrok odstupanja računskih rezultata od eksperimentalnih jest u izostavljanju 

utjecaja prigušenja u postupku direktne integracije (3).  

4 Zaključak 
(10pt) 

U okviru ovoga rada, zbog tehničkih poteškoća nije bilo moguće eksperimentalno mjeriti pomake 

uslijed pomicanja obaju oslonaca. To se planira ispitati prilikom provedbe daljnjih istraživanja. 

Ispitivanja ovakvog tipa veoma su značajna za planiranje budućih građevinskih poduhvata 

u seizmičkim područjima te za predviđanje ponašanja izgrađenih objekata, što se posebno odnosi 

na građevine velikih dimenzija. Prostorna promjenjivost potresne pobude danas je još uvijek 

relativno neistraženo područje, stoga je svako novo saznanje korak bliže k stvaranju trajnih, 

potresno otpornih građevina (4). 

 

Zahvale 

(10pt) 

Ovdje prikazano istraživanje provedeno je u sklopu projekta HRZZ-IP-11-2013-1631 

Configuration-dependent interpolation in non-linear finite-element analysis of structures te uz 

potpore Sveučilišta u Rijeci Ispitivanje vitkih grednih prostornih konstrukcija s naglaskom na 

validaciju modela i Procjena oštećenja i ojačanje građevinskih konstrukcija. 

(10pt) 

(10pt) 
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Analiza naprezanja na aneurizmi abdominalne 

aorte 
 

Čorić, A.1, Virag, L.2 i Karšaj, I.3  
 

 
Sažetak 

Aneurizma abdominalne aorte lokalizirano je proširenje abdominalne aorte i bolest je koja se 

razvija tijekom razdoblja od nekoliko desetaka godina, a česta komplikacija je ruptura. Liječenje 

aneurizme svodi se na operativni zahvat, koji se preporuča ukoliko je maksimalni promjer 

aneurizme veći od 5-5,5 cm ili ako aneurizma raste brže od 1 cm/god. Ukoliko ti kriteriji nisu 

zadovoljeni, tijek bolesti se prati CT uređajem ili ultrazvukom. Biomehanički gledano, dva su 

glavna čimbenika koja utječu na rupturu AAA – naprezanje u stijenci i čvrstoća stijenke. U sklopu 

ovog rada nastoji se iz CT snimaka geometrija aneurizmi dobivenih uzastopnim praćenjem 

jednog pacijenta kroz nekoliko godina korištenjem metode konačnih elemenata analizirati 

raspodjela naprezanja na stijenci aneurizme. Analiza se provodi koristeći dva različita materijalna 

modela – izotropni Neo-Hooke model i anizotropni Holzapfel-Gasser-Ogdenov model. Za 

anizotropan Holzapfel-Gasser-Ogdenov model definiraju se orijentacije kolagenih vlakana za 

pojedini segment geometrije. Tijekom vremena povećava se volumen aneurizme te je u radu 

analizirana promjena naprezanja s povećanjem volumena kao mjere rasta aneurizme. Za oba 

materijalna modela pokazano je da s povećanjem volumena raste i naprezanje na stijenci 

aneurizme. Ispitivan je i utjecaj povećanja krvnog tlaka na povećanje maksimalnog naprezanja u 

stijenci. Također su, unutar ograničenja modela, identificirane lokacije moguće rupture. 

 

 
Ključne riječi: aneurizma abdominalne aorte, metoda konačnih elemenata, CT snimke  
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1 Uvod 
 

Anuerizma abdominalne aorte (AAA) lokalizirano je proširenje abdominalne aorte. AAA se 

uobičajeno definira kao proširenje aorte promjera većeg od 3 cm ili proširenje od 50% s obzirom 

na promjer zdravog dijela aorte. 

 Liječenje AAA svodi se na operativni zahvat, a trenutno su jedini kriteriji, na temelju kojih 

se odlučuje o provođenju zahvata, maksimalni promjer veći od 5-5,5 cm ili brzina rasta veća od 

1 cm godišnje. Taj je podatak poznat jedino ako postoji više uzastopnih mjerenja pomoću kojih 

bi se utvrdila brzina rasta. Iako je rizik od rupture zasigurno povezan s veličinom aneurizme, 

korištenje samo tog pokazatelja može dovesti do nepotrebnih operativnih zahvata u slučaju 

velikih i stabilnih aneurizmi, ali isto tako može i isključiti neke potrebne (aneurizme promjera 

manjeg od 5 cm kod kojih je došlo do rupture). Kako se aneurizme obično javljaju kod osoba 

starije životne dobi, rizik od operacije često je veći od rizika rupture same aneurizme pa je u 

svakom slučaju poželjno izbjeći nepotrebne operativne zahvate. 

 Do rupture AAA dolazi u trenutku naprezanje u stijenci aorte nadvisi njezinu čvrstoću. 

Dakle, biomehanički gledano, dva su glavna čimbenika koji utječu na rupturu aneurizme – 

naprezanje u stijenci i čvrstoća stijenke. Stoga ne čudi da je izračun naprezanja u stijenci detaljno 

razmatran u literaturi, a za tu svrhu učestala je primjena metode konačnih elemenata.  

 

 

2 Metodologija 
 

Upotrebom programskog paketa Abaqus 6.14 analizirano je naprezanje na stijenci aneurizme 

abdominalne aorte. Korištena su dva različita materijalna modela koji u obzir uzimaju velike 

deformacije te su primijenjena na geometrijama aorti dobivenima korištenjem CT snimki za 

pojedinog pacijenta tijekom rasta aneurizme. Prvo se primjenjuje jednostavniji izotropni Neo-

Hooke model, a zatim kompleksniji anizotropni Holzapfel-Gasser-Ogdenov model. 

 

2.1 Geometrija 

 

Analiza se provodi na temelju dostupnih CT snimaka pacijenta ustupljenih od istraživača sa 

University of Michigan, SAD. Analizira se 5 CT snimaka koje su dobivene uzastopnim praćenjem 

jednog pacijenta kroz nekoliko godina. Radi izbjegavanja utjecaja nametnutih rubnih uvjeta na 

rezultate analize geometrijski model aneurizme zahvaća dio ilijačnih arterija te se dio zdrave 

abdominalne aorte. 

 Kao jedan od mogućih utjecajnih parametara tijekom određivanja rizika od rupture AAA 

je i obujam aneurizme. Kako bi se odredio obujam AAA, postavila se ravnina okomito na 

središnju liniju na mjestu grananja aorte na renalne arterije što predstavlja gornju granicu. Na isti 

način je postavljena i donja granica, tako što su se postavile dvije okomite ravnine na središnju 

liniju na mjestu grananja na ilijačne arterije. Porast obujma tijekom vremena prikazan je slikom 

1. 
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Slika 1: Rast volumena AAA tijekom vremena 

 

2.2 Rubni uvjeti 

 

Na krajevima su spriječeni pomaci u aksijalnom smjeru s obzirom na lokalne koordinatne sustave 

(tj. okomito na površinu). Za potrebe analize konačnim elementima, sistolički tlak trebao bi se 

primijeniti na neopterećenu aortu, s prisutnom uzdužnom silom koja uzrokuje predistezanje (1). 

Nažalost, potpuno neopterećena geometrija AAA za pojedinog pacijenta nije poznata, što uvodi 

grešku u rezultate analize. Međutim, u radu se naglasak stavlja na promjenu naprezanja tijekom 

vremena te promjenu uslijed povišenja krvnog tlaka. Pretpostavlja se da je analizirana geometrija 

već opterećena srednjim krvnim tlakom te se kao opterećenje nameće samo povećanje krvnog 

tlaka za 9-72 mmHg. 

 

2.3 Svojstva materijala 

 

Kao što je već prije navedeno, za potrebe analize koriste se hiperelastični izotropni Neo-Hooke 

model i anizotropni Holzapfel-Gasser-Ogden (HGO). Za definiranje HGO modela potrebno je 6 

parametara, od kojih se 5 unosi izravno u grafičkom sučelju programa Abaqus dok se orijentacija 

kolagenih vlakana (odnosno kut γ kojim je određena) unosi unutar input filea. Parametri modela 

korišteni u analizi vidljivi su u tablici 1. Parametar C10 određuje krutost i volumeni udio elastina 

unutar stijenke arterije, dok parametri k1 i k2 opisuju kolagena vlakna. Parametar D osigurava 

nestlačivost, dok κ definira disperziju kolagenih vlakana, pri čemu κ = 0 označava idealno 

poravnata vlakna koja ne dispergiraju oko glavnog smjera određenog parametrom γ.  

 

Tablica 1:Svojstva materijala za Neo-Hooke i Holzapfel-Gasser-Ogden model 

 
Parametar C10[MPa] D[MPa-1] k1[MPa] k2[-] κ [-] γ [◦] 

Neo-Hooke 0,0434 0 - - - - 

HGO 0,0434 0 0,1681 22 0 ±45° 

 

 U literaturi postoji nekoliko predloženih načina definiranja orijentacije kolagenih vlakana 

za anizotropni materijalni model, a u ovom radu se koristi modificirani postupak predložen u (1). 

Prema spomenutoj literaturi, 3D putanja središnje linije stijenke AAA općenito je dobar indikator 

lokalne aksijalne osi stijenke. Orijentacija se određuje na način da se složena geometrija podijeli 

na manje (2 mm dugačke) segmente, pri čemu su granice segmenata određene karakterističnim 

točkama središnje linije prema slici 2. Za potrebe ovog rada podjela modela na karakteristične 

segmente automatizirana je Python skriptom koja se pokreće iz programskog paketa Abaqus. 
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Nakon podjele modela na segmente svakom segmentu se dodjeljuje orijentacija kolagenih 

vlakana unutar input filea. 

 

 
 

Slika 2: Karakteristične točke središnje linije 

 

 

3 Rezultati 
 

3.1 Promjena naprezanja i pomaka uslijed hipertenzije 

 

Poznato je da je povećanje krvnog tlaka jedan od čimbenika koji mogu uzrokovati rupturu (1), 

što je u ovom radu i potvrđeno rezultatima prikazanim na slici 3 (lijevo). 

 

 
 

Slika 3: Dijagram promjene maksimalnog ekvivalentnog naprezanja (lijevo) i pomaka (desno) s 

povećanjem unutarnjeg tlaka 

 

Uspoređujući navedene rezultate, vidljivo je da su naprezanja za pojedini tlak uvijek veća 

za HGO, odnosno anizotropni materijalni model, što se slaže s rezultatima usporedbe izotropnog 

i anizotropnog modela u literaturi (1, 2). Razlika između maksimalnih naprezanja izotropnog i 

anizotropnog modela manja je nego u literaturi (1), što se može povezati s činjenicom daje u 

ovom radu korištena stvarna geometrija aneurizme dobivena iz CT snimki ograničene rezolucije 

i višestruko je obrađivana različitim softwareima pri čemu se svaki put unosi dodatna pogreška. 

Prilikom interpretacije navedenih rezultata potrebno je uzeti u obzir da se prema dosadašnjim 

analizama (3) procjenjuje da do rupture stijenke dolazi pri naprezanju od otprilike 450 kPa. 

Nadalje, u analizu je dodatno uvedena pogreška uzimanjem in vivo geometrije,već opterećene 

krvnim tlakom, pri čemu se analiza provodi samo s povećanjem tlaka Δp koje je definirano kao 

razlika između pretpostavljenog krvnog tlaka i nekog uprosječenog krvnog tlaka kojim je 

opterećena arterija u trenutku snimanja. Također je zanemareno postojanje zaostalih naprezanja 

u tkivu i uzdužne sile predistezanja što sve može imati značajan utjecaj na rezultat analize. S 
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povećanjem unutarnjeg tlaka rastu i naprezanja, a samim time i pomaci za pojedini materijalni 

model, što je vidljivo na slici 3 (desno). Unatoč većem naprezanju na aneurizmi kod HGO 

materijalnog modela, pomaci aneurizme su manji, što je i očekivano. Neo-Hooke materijalni 

model, hiperelastičan je model koji opisuje samo ponašanje elastina u stijenci aorte, dok je HGO 

anizotropan model koji podrazumijeva da je elastinska stijenka ojačana kolagenim vlaknima i 

samim time je zbog mehaničkih svojstava kolagena kruća od stijenke koja ne sadrži vlakna. 

 

3.2 Promjena naprezanja uslijed povećanja volumena 

 

U okviru ovog rada analizirana je promjena maksimalnog naprezanja s povećanjem volumena 

aneurizme. Uz određena odstupanja u trećem vremenskom trenutku, uzrokovana najvjerojatnije 

nepravilnom geometrijom dobivenom pomoću CT snimaka, potvrđeno je da se maksimalno 

naprezanje povećava s povećanjem volumena te se može razmatrati kao dodatni operativni 

kriterij. Dobivene rezultate trebalo bi usporediti s rezultatima koji analiziraju ostale operativne 

kriterije, radi boljeg shvaćanja utjecaja volumena na rizik od rupture. 

 

3.3 Određivanje kritičnih mjesta 

 

Koristeći navedene materijalne modele ustanovljeno je da su mjesta s najvećim iznosima 

naprezanja uvijek na mjestima izrazitih geometrijskih diskontinuiteta, ponajprije je riječ o mjestu 

račvanja abdominalne aorte na ilijačne arterije, kao što je vidljivo na slici 4. Tako određene 

lokacije potencijalne rupture ne slažu se s kliničkim podacima o najčešćem mjestu rupture 

aneurizme. Jedan od razloga zašto se mjesta maksimalnih naprezanja ne poklapaju sa 

očekivanjima je zanemarivanje zaostalih naprezanja. 

 

 
 

Slika 4. Prikaz kritičnih mjesta na vanjskoj (lijevo) i unutarnjoj (desno) strani stijenke 

abdominalne aorte za prvi vremenski trenutak (crno) 

 

 

4 Zaključak 
 

Analiziran je utjecaj povišenog krvnog tlaka, kao poznatog čimbenika koji može uzrokovati 

rupturu AAA. Ispitivanje je provedeno za 5 različitih iznosa povećanja tlaka, pri čemu je 

potvrđeno da povećanje krvnog tlaka ima značajan utjecaj na povećanje maksimalnog naprezanja 

u stijenci. Također, iz rezultata navedene analize vidljivo je da se primjenom anizotropnog 

modela dobivaju veći iznosi naprezanja u stijenci te manji pomaci stijenke aneurizme, što je 

posljedica implementacije kolagenih vlakana. Izotropni model stijenku modelira kao isključivo 

elastinsku, dok anizotropni model sadrži i kolagena vlakna koja su mnogo kruća od elastina.  
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Tijekom vremena povećava se volumen aneurizme te je u radu analizirana promjena 

naprezanja s povećanjem volumena kao mjere rasta aneurizme. Za oba materijalna modela 

pokazano je da s povećanjem volumena raste i naprezanje na stijenci aneurizme, pri čemu su 

naprezanja za pojedini volumen uvijek veća za Holzapfel-Gasser-Ogdenov nego za Neo-

Hookeov model.  

Koristeći navedene materijalne modele kao lokacije potencijalne rupture identificirana su 

mjesta geometrijskih diskontinuiteta. Prvenstveno je riječ o mjestu račvanja abdominalne aorte 

na ilijačne arterije, što se ne slaže u potpunosti s dostupnim podacima o stvarnim najčešćim 

mjestima rupture aneurizme. Jedan od razloga zašto se mjesta maksimalnih naprezanja ne 

poklapaju s kliničkim opažanjima mjesta na kojima najčešće dolazi do rupture je zanemarivanje 

zaostalih naprezanja. Također geometrija aneurizme dobivena je iz CT snimaka, pri čemu je 

uvedena pogreška uzrokovana ograničenom rezolucijom CT uređaja te pretpostavkom da je tako 

dobivena geometrija opterećena nekom uprosječenom vrijednosti krvnog tlaka tijekom vremena. 

S obzirom da navedeni materijalni modeli nisu linearni, neispravno je na tako opterećenu 

geometriju nadodati samo razliku tlaka prilikom analize naprezanja. Također, tako dobivena 

geometrija sadrži velik broj izrazitih geometrijskih diskontinuteta koji uzrokuju mnoge nerealne 

koncentracije naprezanja što uvodi dodatnu grešku u analizu. Primijenjena orijentacija kolagenih 

vlakana, na modelu je određena pomoću lokalnih koordinatnih sustava za pojedine segmente te 

je zanemarena disperzija vlakana što ne odgovara stvarnoj orijentaciji vlakana. 
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Model strujanja vode kroz djelomično zapunjeni 

tunel sa ugrađenom cijevi 
  

Družeta, S.1, Škifić, J.2 i Grbčić, L.3 
 

 
Sažetak 

Jedno od inženjerskih rješenja za polaganje cjevovoda kroz tlo je ugradnja cijevi u prethodno 

probijeni tunel. U radu se razmatra slučaj mikrotunela sa ugrađenom cijevi, kroz koji se crpi voda 

iz mora za potrebe ispiranja cijevi. 

S obzirom da je analizirani mikrotunel položen sa kopna prema moru pod kutom, samo 

dijelom svoje dužine je potpuno zapunjen vodom, što znači da se strujanje odvija kao prijelaz iz 

strujanja pod tlakom u strujanje sa slobodnom površinom. Dodatni izazov predstavlja geometrija 

kanala u kojem se odvija strujanje, koja je definirana kao „cijev u cijevi“. 

Strujanje je modelirano upotrebom 1D modela strujanja u otvorenim kanalima, gdje je 

strujanje pod tlakom omogućeno upotrebom uskog proreza u vrhu kanala (tzv. Priessmanov 

prorez). Dobiveni numerički model iskorišten je za određivanje maksimalnog mogućeg protoka 

kroz tunel s obzirom na nemogućnost crpki da povećaju protok nakon što se jednom uspostavi 

nadkritični slap na ulazu tunela u crpnu stanicu. 

Postavljeni računalni model uspješno je iskorišten za analizu kapaciteta crpljenja morske 

vode kroz mikrotunel, gdje su rezultati simulacija dali maksimalni mogući protok za minimalnu 

očekivanu razinu mora, kao i najnižu razinu mora za koju je moguće ostvariti željeni protok 

crpljenja. 

 

 
Ključne riječi: tunel, strujanje plitkih voda, transkritično strujanje, Priessmanov prorez, 

kapacitet crpljenja 
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1 Uvod  
 

Polaganje cjevovoda kroz tlo može se izvesti na način da se cjevovod položi u prethodno izvedeni 

mikrotunel. U ovom radu razmatramo jedan takav slučaj, gdje u mikrotunelu, koji povezuje 

podmorje sa crpnom stanicom smještenom na obali, leži cijev koja se dalje nadovezuje na 

podmorski cjevovod. Crpna stanica je izvedena kao jednostavno okno odnosno bazen sa 

djelomično uronjenim vertikalnim pumpama, dok je mikrotunel izveden sa padom prema moru. 

Promjer tunela je 2,4 m, na dnu kojeg je položena cijev vanjskog promjera 0,963 m. Cijev 

u tunelu leži na osloncima visokima 0,06 m, širokima 0,3 m, koji su međusobno razmaknuti 6 m. 

Dno tunela na spoju sa crpnom stanicom leži na koti -1 m n. m., odakle tunel ukupne duljine 

1485 m pada prema moru sa nagibom 0,067 rad. Okno crpne stanice je široko 11 m, duboko 10 m, 

kota dna mu je -1,7 m n. m., dok je os tunela zamaknuta 1,97 m bočno od osi okna. 

 Procijenjena prosječna visina neravnina tunela iznosi 1,3 mm, što također odgovara i 

procijenjenoj prosječnoj visini neravnina na vanjskoj strani ugrađene cijevi (tj. na njenoj oblozi). 

 Ciljani protok crpljenja zadan je kao 𝑄𝑝 = 1100 m³/h, što bi trebalo postići za najmanju 

očekivanu razinu mora 𝑌𝑚,𝑚𝑖𝑛 = −0,6 m n. m. 

Crpna stanica služi za crpljenje morske vode kroz mikrotunel, da bi se onda njome u 

suprotnom smjeru punio ugrađeni cjevovod, za potrebe testiranja i ispiranja. U tom smislu 

potrebno je odrediti kapacitet crpljenja, odnosno najveći mogući protok crpljenja za najnižu 

očekivanu razinu mora.  

 

 

2 Numerički model  
 

Za nestacionarno strujanje kroz djelomično zapunjeni tunel s ugrađenom cijevi koristi se 

nestacionarni 1D model strujanja u otvorenim vodotocima s Roeovom numeričkom shemom 

(upwind prvoga reda). Numerički model je implementiran u softveru Stripp12, koji je razvijen na 

Tehničkom Fakultetu u Rijeci i široko korišten u raznim znanstvenim i industrijskim projektima 

vezanim uz strujanje plitkih voda (kao na primjer (3)). 

Strujanje kroz mikrotunel i okno modelirano je 1D St. Venantovim jednadžbama: 

 

 
𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ 
𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 𝑞 (1) 

   

 

 

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+ 

𝜕

𝜕𝑥
(
𝑄2

𝐴
+ 𝑔𝐼1) = 𝑔𝐼2 + 𝑔𝐴(𝑆0 − 𝑆𝑓) 

 

(2) 

 

gdje  

 

 𝐼1 = ∫ (ℎ − 𝜍)𝐵(𝑥, 𝜍)𝑑𝜍
ℎ

0

 (3) 

 

modelira silu hidrostatskog tlaka, 
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 𝐼2 = ∫ (ℎ − 𝜍)
𝜕𝐵

𝜕𝑥
(𝑥, 𝜍)𝑑𝜍

ℎ

0

 
(4) 

 

 

predstavlja silu vezane uz promjenu širine kanala, 

 

 𝑆0 = 
𝑑𝑧

𝑑𝑥
  

(5) 

 

 

 je nagib dna kanala te  

 

 𝑆𝑓 = 
𝑛2𝑄|𝑄|

𝐴2𝑅4/3
  

(6) 

 

  

modelira sile trenja fluida na stjenke kanala. 

U navedenim jednadžbama 𝑥 je definiran kao uzdužna prostorna koordinata, 𝑡 je vrijeme, 

𝐴 = 𝐴(𝑥, 𝑡) je površina omočenog poprečnog presjeka, a 𝑄 = 𝑄(𝑥, 𝑡) je protok. Nadalje, ℎ =

ℎ(𝑥, 𝑡) predstavlja dubinu vode, 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑡) je razina dna, 𝐵 = 𝐵(𝑥, 𝜍) se definira kao širina dna, 

𝑞 je bočni dotok, 𝑛 je Manningov koeficijent trenja, 𝑅 = 𝑅(𝑥, 𝐴) predstavlja hidraulički radijus, 

a 𝑔 je gravitacijska konstanta. 

Kao početni uvjeti uzimaju se početna razina vode i početni protok u kanalu, tj. 𝑌(𝑥, 0) =

 𝑌0(𝑥) i 𝑄(𝑥, 0) =  𝑄0(𝑥). Razina vode 𝑌(𝑥, 𝑡) definira se kao 𝑌 = ℎ + 𝑧. Stacionarni režimi 

strujanja izračunati su korištenjem opisanog nestacionarnog numeričkog modela. 

Prijašnja istraživanja i praktični projekti su pokazali da je Roeova numerička shema 

stabilna i pouzdana, pogotovo za kompleksne geometrije kanala te je stoga ona korištena i u ovom 

radu. Roeova numerička shema uključuje numeričku aproksimaciju prostorno zavisne funkcije 

fluksa i geometrijskog izvornog člana korištenjem upwind tehnike. Diskretizacija oba člana 

izvedena je tako da se postigne balansiranje između gradijenta fluksa i izvornog člana. 

Tunel je modeliran kao otvoreni vodotok, gdje je strujanje pod tlakom omogućeno 

korištenjem fiktivnog uskog uzdužnog proreza (eng. slot) na stropu tunela. Ugradnja ovakvog 

proreza u model strujanja u otvorenim vodotocima predstavlja standardnu tehniku za 

kombiniranje strujanja pod tlakom sa strujanjem sa slobodnom površinom jer dopušta porast tlaka 

bez značajnog porasta brzine. Preciznije, kada strujanje uđe u režim strujanja pod tlakom, 

varijabla 𝑌(𝑥, 𝑡) efektivno predstavlja piezometarsku visinu, tj. razina vode se treba interpretirati 

kao piezometrijska linija. Takva tehnika se naziva Priessmanov prorez i njezino korištenje u 

kombinaciji s 1D St. Venantovim jednadžbama je temeljito istraženo i potvrđeno 

eksperimentalnim podacima (1). 

Preliminarna istraživanja pokazala su da je, s obzirom na zanemarivi pad piezometrijske 

visine u nižem dijelu tunela, dovoljno uzeti segment od 50 metara tunela od okna prema moru 

(𝑥 = −50…0 m). Poprečni presjek kanala u ovom dijelu definiran je geometrijom tunela te 

uključuje cijev promjera 0,963 m, koja je podignuta od dna tunela za visinu oslonca cijevi 

(0,06 m). Pošto su oslonci relativno mali i međusobno široko razmaknuti, oni nisu geometrijski 

reprezentirani u modelu, osim pomoću „nožice“ širine 0,02 m koja povezuje cijev i tunel. 

Profil modelskog kanala na spoju tunela sa oknom (𝑥 = 0 m) prikazan je na slici 1. Iako 

prorez na vrhu tunela u prikazu ima visinu od samo 0,1 m, njegova se visina tijekom simulacije 

strujanja u numeričkom modelu automatski po potrebi povećava. Širina proreza na vrhu tunela je 
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0,02 m. Teoretski bi bilo povoljnije da je prorez što uži, no značajno manje širine proreza 

uzrokuju numeričke probleme u rješavanju jednadžbi. 

 

    
 

Slika 1. Poprečni presjek kanala na spoju tunela sa oknom 

 

Poprečni presjek kanala u području okna (𝑥 = 0,1…10 m) je pravokutnog oblika te 

uključuje poprečni presjek cijevi koja prodire iz mikrotunela dalje u okno. Cijev je zadržana u 

presjeku okna radi djelomičnog kontakta cijevi s vodom u oknu. Slično kao u tunelskom dijelu 

domene gdje postoji „nožica“ koja spaja cijev sa dnom tunela (slika 1.) i ovdje je prisutna 

„nožica“ širine 0,02 koja spaja dno okna i dno cijevi, koja s obzirom na svoju širinu ne narušava 

značajno točnost modela, tim više ako uzmemo u obzir nisku brzinu strujanja vode u oknu. (Ove 

„nožice“ prisutne su u geometriji kanala isključivo zbog načelnog uvjeta da se poprečni presjeci 

kanala definiraju poligonalnim linijama.) 

Poprečni presjek kanala na mjestu spoja tunela sa oknom, na strani okna (𝑥 = 0,1 m), kao 

i poprečni presjek na nizvodnom rubu domene (𝑥 = 10 m) prikazani su na slici 2. 

 

    
𝑥 = 0,1 m       𝑥 = 10 m 

 

Slika 2. Poprečni presjek kanala na uzvodnoj (lijevo) i nizvodnoj (desno) strani okna 
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U skladu sa zadanim ulaznim podacima, hrapavost tunela odnosno zidova okna, kao i 

hrapavost vanjske površine cijevi smatraju se jednakom i uniformnom s odgovarajućim 

Manningovim koeficijentom koji je procijenjen kao 𝑛 = 0,01…0,02, što je u skladu sa 

standardnom literaturom (2). U svrhu ovih analiza, Manningov koeficijent je u konačnici usvojen 

kao 𝑛 = 0,02, što odgovara površini vrlo hrapavog betona. Takva pretpostavka osigurava da sile 

trenja ne budu podcijenjene. 

Što se rubnih uvjeta tiče, na ulaznoj granici domene (𝑥 = −50 m) nametnut je rubni uvjet 

poznatog protoka 𝑄𝑝, dok je na izlaznoj granici domene (𝑥 = 10 m) zadana razina vode i to 

upravo ona vrijednost 𝑌 koja osigurava da piezometrijska visina na ulaznom rubu domene u 

stacionarnom stanju postigne traženu razinu mora, tj. 𝑌(−50,∞) = 𝑌𝑚. Pumpe nisu uključene u 

model i voda slobodno istječe iz okna, ali uz unaprijed definiranu konstantnu razinu vode na 

izlaznoj (nizvodnoj) granici 𝑌(10, 𝑡) = 𝑌𝑖𝑧. 

 

 

3 Rezultati simulacija 

 
Na opisanom numeričkom modelu i proračunskoj domeni provedene su simulacije strujanja za 

određivanje stacionarnih režima strujanja u sustavu tunel-okno. U svim provedenim simulacijama 

korišten je prostorni korak ∆𝑥 = 0,1 m, dok se vremenski korak ∆𝑡 određuje dinamički, na 

temelju zadanog CFL koeficijenta 𝑐𝐶𝐹𝐿 = 0,7. 

Prvo je provedena simulacija strujanja za zadanu razinu mora 𝑌𝑚,𝑚𝑖𝑛 = −0,6 m n. m., i 

protok 𝑄𝑝 = 1100 m³/h, gdje se pokazalo da za ove parametre nije moguće postići stacionarno 

strujanje. Naime, u ovim uvjetima na mjestu gdje voda iz tunela utječe u okno (𝑥 ≈ 0 m) 

uspostavlja se prijelaz iz potkritičnog u natkritično strujanje, čime se prekida „komunikacija“ 

donje vode (u bazenu okna) i gornje vode (u tunelu) odnosno formira se „slap“ koji ima svoj 

maksimalni protok (za zadanu razinu mora) i to manji od 𝑄𝑝 (problem također razmatran u (3)). 

Drugim riječima, nakon uspostave natkritičnog strujanja, pumpe ne mogu održavati protok 𝑄𝑝 

nego počinju iscrpljivati vodu akumuliranu u bazenu, što znači da u stvarnom radu ne bi bio 

moguć kontinuirani rad sustava s protokom 𝑄𝑝. 

Stoga je u nastavku istraživanja numerički model iskorišten za određivanje najvećeg 

ostvarivog protoka za minimalnu razinu mora 𝑌𝑚,𝑚𝑖𝑛 te za određivanje najniže razine mora za 

koju je još uvijek ostvariv ciljani protok 𝑄𝑝 = 1100 m³/h. Pri tome se protok uvijek smatrao 

ostvarivim samo dok vrijedi da Froudeov broj Fr nigdje u domeni ne prelazi granicu 

Fr𝑚𝑎𝑥  =  0,9. Takav uvjet prevenira stvaranje hidrauličkog pada, tj. prijelaza iz potkritičnog u 

natkritično strujanje na ulazu vode iz tunela u okno. 

Slika 3. prikazuje rezultate ovih simulacija u obliku uzdužnog profila sa ucrtanom razinom 

vode (vodnim licem) duž cijele proračunske domene. Provedene simulacije su pokazale da 

najniža razina mora pri kojoj je još uvijek ostvariv ciljani protok 𝑄𝑝 iznosi 𝑌𝑚 = −0,53 m n.m., 

dok najveći ostvarivi protok pri predviđenoj najnižoj razini mora 𝑌𝑚,𝑚𝑖𝑛 iznosi 𝑄 = 828 m³/h. 
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Slika 3. Rezultati simulacija ostvarivog stacionarnog strujanja u sustavu mikrotunel-okno 

 

 

4 Zaključak  
 

Na temelju 1D St. Venantovih jednadžbi strujanja u otvorenim vodotocima postavljen je 

numerički model strujanja u sustavu mikrotunel-okno. Numerički model je za tu potrebu proširen 

primjenom tehnike Priessmanovog proreza na vrhu kanala, čime je omogućeno modeliranje i 

strujanja pod tlakom i strujanja sa slobodnom površinom. 

 Prisutnost ugrađene cijevi u mikrotunelu uvjetuje složenu geometriju poprečnog profila 

strujnog kanala, što se nije pokazalo kao poseban problem za korišteni numerički model odnosno 

softver Stripp12. 

 Model se pokazao uspješnim za provedbu simulacija strujanja sa prijelazom iz strujanja 

pod tlakom u nižem dijelu tunela u strujanje sa slobodnom površinom pri vrhu tunela, uz 

transkritično tečenje na ulazu u crpno okno. Dobiveni rezultati su pokazali da ciljani protok 

crpljenja nije moguće postići pri očekivanoj najnižoj razini mora, zbog uspostavljanja 

natkritičnog strujanja na ulazu vode iz tunela u okno. Stoga je potrebno crpiti vodu sa manjim 

protokom ili revidirati procjenu najniže razine mora. 
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Formulacija trodimenzijskog C1 konačnog 

elementa 
   
Frančeski, J.1, Skozrit, I.2, Lesičar T. 3 
 

 
Sažetak 

Heterogeni materijali sastoje se od dva ili više konstituenata, pri čemu je za modeliranje njihova 

deformiranja potrebno uključiti utjecaj mikrostrukture. Kako bi se opisalo deformiranje 

materijala pomoću matematičkog modela, koristi se mehanika kontinuuma. Parcijalne 

diferencijalne jednadžbe dobivene primjenom mehanike kontinuuma rješavaju se približnim 

numeričkim metodama, od kojih je najpoznatija metoda konačnih elemenata. 

Klasična mehanika kontinuuma zasniva se na lokalnom pristupu u materijalnoj točki i 

nema mogućnost opisivanja utjecaja lokalne točke na okolinu, i time utjecaja mikrostrukture i 

utjecaja veličine mikrostrukture. Kako bi se stvorio matematički model koji obuhvaća relevantne 

mikrostrukturne mehanizme, u prošlom stoljeću je izvedena teorija kontinuuma višeg reda, tzv. 

gradijentna teorija, koja u sebi sadrži mikrostrukturne materijalne parametre, koji razmatraju 

utjecaj mikrostrukture na mehaničko ponašanje materijala. 

 U radu provedeno je istraživanje literature te su detaljno proučeni i uspoređeni 

trodimenzijski konačni elementi izvedeni pomoću metode pomaka i konačni elementi temeljeni 

na mješovitoj formulaciji kojima se rješavaju problemi gradijentne teorije. Korištenje metode 

pomaka u izvodu konačnog elementa zahtjeva zadovoljavanje kontinuiteta pomaka i deformacija, 

što znači da pomaci i njihove derivacije moraju biti kontinuirane funkcije. S druge strane, 

mješovita formulacija koristi iste interpolacijske polinome za opisivanje pomaka i gradijenata 

pomaka, te time pridonosi smanjenju numeričke kompleksnosti konačnog elementa. U radu je 

dan pregled izvoda heksaedarskog konačnog elementa koji zadovoljava C1 kontinuitet temeljen 

na metodi pomaka. Prikazani su i komentirani rezultati ispitivanja konačnog elementa. Također 

je opisan izvod heksaedarskog konačnog elementa temeljenog na mješovitoj formulaciji koji 

približno zadovoljava C1 kontinuitet. Prikazani su i komentirani rezultati ispitivanja konačnog 

elementa.  

  

 
Ključne riječi: gradijentna teorija, metoda konačnih elemenata, C1 kontinuitet 

  

                                                           
1 Joško Frančeski, mag. ing. stroj., Sveučilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, 

Zavod  za  tehničku  mehaniku, Ivana Lučića 5, 10000 Zagreb,  e-mail: josko.franceski@fsb.hr 
2 Doc. dr. sc. Ivica Skozrit, Sveučilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, Zavod  za  

tehničku  mehaniku, Ivana Lučića 5, 10000 Zagreb, e-mail: ivica.skozrit@fsb.hr 
3 Dr. sc. Tomislav Lesičar, Sveučilište u Zagrebu, Fakultet strojarstva i brodogradnje, Zavod  za  

tehničku  mehaniku, Ivana Lučića 5, 10000 Zagreb, e-mail: tomislav.lesicar@fsb.hr 
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1 Uvod  
 

Materijali čija se mikrostruktura sastoji od dva ili više konstituenata nazivaju se heterogenim 

materijalima.  Heterogeni materijali su od posebnog interesa u inženjerskoj praksi jer pružaju 

mogućnost iskorištavanja prednosti svih konstituenata u svrhu izrade materijala željenih 

mehaničkih svojstava. Kako bi se izveo matematički model ponašanja materijala, koriste se 

konstitutivne jednadžbe izvedene u mehanici kontinuuma. Takav matematički model pruža 

parcijalne diferencijalne jednadžbe koje je na jednostavan način moguće riješiti primjenom 

numeričkih metoda, poput metode konačnih elemenata.   

 Teorija klasične mehanike kontinuuma koristi lokalni pristup u materijalnoj točki koji ne 

razmatra utjecaj veličine mikrostrukture materijala. Kako bi proširio klasičnu mehaniku na 

nelokalni pristup koji razmatra utjecaj veličine mikrostrukture, Mindlin (1) je razvio teoriju 

kontinuuma višeg reda, gdje u jednadžbi gustoće potencijalne energije uz Lameove konstante 

vezane za deformacije uvodi i dodatne konstante vezane uz gradijente deformacija. Mindlinova 

teorija kontinuuma višeg reda, odnosno gradijentna teorija, omogućuje modeliranje utjecaja 

veličine mikrostrukture i mehaničkog ponašanja mikrostrukture na ponašanje cjelovite 

konstrukcije. Osim gradijentne teorije, kako bi se opisalo ponašanje konstrukcije kao cjeline, 

proteklih godina su razvijene metode višerazinskog modeliranja kojima se proširuje metoda 

konačnih elemenata, gdje se rezultati problema rubnih vrijednosti na razini mikrostrukture, putem 

određenih postupaka kao što je računalna homogenizacija, prenose na razinu konstrukcije – 

makrorazinu. Jedna od najučinkovitijih metoda računalne homogenizacije u višerazinskom 

modeliranju je homogenizacija drugog reda (2) koja zahtjeva korištenje konačnih elemenata koji 

zadovoljavaju C1 kontinuitet.  

 Kod C1 konačnih elemenata, uz pomake se kao stupnjevi slobode javljaju i prve i druge 

derivacije pomaka, kako bi se zadovoljio kontinuitet deformacija. Povećanje broja stupnjeva 

slobode konačnih elemenata, kao i potreba za zadovoljavanjem kontinuiteta deformacija, dovodi 

do proširenja interpolacijskog polinoma i povećanja kompleksnosti izvoda konačnog elementa. 

U ovom radu će biti prikazani trodimenzijski konačni elementi koji zadovoljavaju C1 kontinuitet, 

temeljeni na metodi pomaka, te konačni elementi temeljeni na mješovitoj formulaciji.  

 

2 Pregled literature 
 

Gradijentna teorija, razvijena u (1), pretpostavlja da je gustoća energije deformiranja funkcija 

prve derivacije polja pomaka, deformacija i gradijenta deformacija. U formulaciji principa 

virtualnog rada pojavljuju se tenzor gradijenta deformacija i tenzor sekundarnih naprezanja. 

Primjena konačnih elemenata temeljenih na metodi pomaka, pri čemu se rješavaju parcijalne 

diferencijalne jednadžbe četvrtog reda. Parcijalne diferencijalne jednadžbe višeg reda uvjetuju 

korištenje sheme interpolacije koja jamči zadovoljavanje kontinuiteta polja pomaka i derivacija 

polja pomaka. 

 Konačni elementi temeljeni na metodi pomaka su dosad bili rijetko korišteni u literaturi 

za rješavanje gradijentnih problema. U literaturi je moguće naći malo konačnih elemenata koji 

zadovoljavaju C1 kontinuitet temeljenih na metodi pomaka zbog komplicirane matematičke 

formulacije i zahtjevnih računalnih algoritama koji proizlaze iz matematičke formulacije. 

U literaturi su stoga brojnija istraživanja u kojima se koriste konačni elementi temeljeni 

na mješovitoj formulaciji za rješavanje gradijentnih problema. U radu (3) funkcije polja pomaka 

i derivacija polja pomaka se koriste kao nezavisne nepoznanice čija se kinematička veza 
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zadovoljava u prosječnom smislu. Drugim riječima, kako bi se dobili točni kinematički odnosi 

između polja pomaka i derivacije polja pomaka koriste se dodatni parametri u obliku 

Lagrangeovih multiplikatora. Formulacija dvodimenzijskog konačnog elemenata prema (4) 

uvodi deformacije kao dodatne stupnjeve slobode. Osnovne jednadžbe u formulaciji konačnog 

elementa izvode se primjenom Lagrangeovih multiplikatora. U radu (5), uz pomake su dodani 

stupnjevi slobode u obliku rotacija u čvorovima konačnog elementa. Kako bi se smanjila razlika 

između rotacijskih gradijenata izračunatih preko rotacija u čvorovima i pomaka u čvorovima 

koriste se kaznene funkcije. 

 Unatoč postojećim alternativama i zahtjevnom izvodu, u literaturi postoje konačni 

elementi temeljeni na metodi pomaka koji zadovoljavaju C1 kontinuitet i koriste se za rješavanje 

gradijentnih problema. Najjednostavniji C1 konačni element je jednodimenzijski kubični 

Hermiteov element (6) koji se često koristi za rješavanje problema savijanja greda. U literaturi 

postoji više dvodimenzijskih konačnih elemenata za rješavanje problema savijanja ploča. U radu 

(7) predstavljen je trokutni konačni element s 21 stupnjem slobode. Drugi trokutni element, s 18 

stupnjeva slobode je razvijen u radu (8). Funkcija polja pomaka konačnog elementa je dana u 

trokutnim (površinskim) koordinatama. Trokutni element s 36 stupnjeva slobode razvijen u radu 

(2) je temeljen na konačnom elementu razvijenom u (8). Zbog problema koji se javljaju kod 

korištenja konačnog elementa iz rada (8), u radu (2) je izvršena transformacija stupnjeva slobode 

i funkcija oblika u Kartezijev koordinatni sustav. U radu (9) je predstavljen četverokutni konačni 

element sa 16 stupnjeva slobode temeljen na Bogner – Fox – Schmidt četverokutu. 

 Trodimenzijski C1 konačni element je predstavljen u (10) u obliku izoparametarskog 

heksaedra temeljenog na metodi pomaka. Konačni element ima ukupno 192 stupnja slobode i 

njegova formulacija temelji se na postupku opisanom u radu (9). U literaturi postoji formulacija 

trodimenzijskog konačnog elementa mješovite formulacije (11) koji se temelji na radu (3).   

 

3 Trodimenzijski C1 konačni elementi 
 

U ovom poglavlju bit će opisana formulacija trodimenzijskih konačnih elemenata temeljenih na 

metodi pomaka i mješovitoj formulaciji, prema radovima (10) i (11). 

 

3.1 Trodimenzijski konačni element temeljen na metodi pomaka 

 

Izoparametarski heksaedarski konačni element predstavljen u radu (10) temelji se na postupku 

izvoda dvodimenzijskog izoparametarskog četverokutnog konačnog elementa predstavljenog u 

radu Petera i Pittmana (9). Element je oblika kocke u referentnom parametarskom koordinatnom 

sustavu ξ1-ξ2-ξ3,  koji odgovara globalnom Kartezijevom koordinatnom sustavu. Polje pomaka 

opisano je funkcijom f pomoću trikubičnog polinoma koji sadrži 64 nepoznata koeficijenata 

 𝑓(𝜉) = ∑ 𝑎(𝑖𝑗𝑘)𝜉1
𝑖𝜉2
𝑗
𝜉3
𝑘3

𝑖,𝑗,𝑘=0 .  (1) 

 Kako bi se pronašle vrijednosti nepoznatih koeficijenata, potrebno je definirati 64 

jednadžbe. Za položaje čvorova je odabrano osam vrhova heksaedra te za stupnjeve slobode 

čvorna vrijednost funkcije f, njene prve derivacije, mješovite druge derivacije i potpuno mješovita 

treća derivacija. Tako definirani, stupnjevi slobode se mogu zapisati 

 𝑓𝑁 = {𝑓1 𝑓;1
1 𝑓;2

1 𝑓;3
1 𝑓;12

1  𝑓;23
1 𝑓;13

1  𝑓;123
1  𝑓2𝑓;1

2…𝑓;123
8  }  . (2) 

Funkcije oblika ovog konačnog elementa izračunavaju se rješavanjem sustava kubičnih 

Hermiteovih polinoma na rubovima heksaedra između čvorova prema postupku koji je opisan u 
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(5) i (9). Nakon izračuna funkcija oblika, potrebno je provesti transformaciju iz lokalnog, 

parametarskog koordinatnog sustava u globalni, Kartezijev. Stupnjevi slobode koji sadržavaju 

derivacije se transformiraju primjenom lančanog pravila diferenciranja 

 𝑓;𝑖 = 𝑓,𝑝𝑥𝑝;𝑖 , (3) 

 𝑓;𝑖𝑗 = 𝑓,𝑝𝑞𝑥𝑝;𝑖𝑥𝑞;𝑗 + 𝑓,𝑝𝑥𝑝;𝑖𝑗 ,  (4) 

 𝑓;𝑖𝑗𝑘 = 𝑓,𝑝𝑞𝑠𝑥𝑝;𝑖𝑥𝑞;𝑗𝑥𝑠;𝑘 + 𝑓,𝑝𝑞(𝑥𝑝;𝑖𝑗𝑥𝑞;𝑘 + 𝑥𝑝;𝑗𝑘𝑥𝑞;𝑖 + 𝑥𝑝;𝑘𝑖𝑥𝑞;𝑗) + 𝑓,𝑝𝑥𝑝;𝑖𝑗𝑘   .  (5) 

 Iz izraza (3)-(5) vidljivo je da svaka parametarska derivacija u sebi sadrži sve Kartezijeve 

derivacije istog ili nižeg reda, dakle, transformacija svih parametarskih derivacija po čvoru 

zahtjeva korištenje 19 Kartezijevih derivacija. U cilju pojednostavljenja izvoda jednadžbe 

konačnog elementa u Kartezijevim koordinatama, u radu je odabrano transformiranje samo 

stupnjeva slobode koji se sastoje od prvih derivacija, dok se stupnjevi slobode derivacija višeg 

reda ne transformiraju. Selektivna transformacija stupnjeva slobode unosi dodatno ograničenje 

da svi konačni elementi moraju dijeliti iste parametarske smjerove, dakle, elementi moraju biti 

dio strukturirane mreže konačnih elemenata. 

 Ponašanje konačnog elementa je testirano na „patch“ testu, kao i na primjerima smicanja 

unutrašnje stijenke debelostjenog šupljeg cilindra i torziji debelostjenog šupljeg cilindra. Na slici 

1 predstavljeni su rubni uvjeti i mreže konačnih elemenata korištene u testiranju konačnog 

elementa. Ispitano je ponašanje konačnog elementa i mreže konačnih elemenata opterećenih na 

tlak, uz ograničavanje 6 stupnjeva slobode prema slici 1 a), kako bi se spriječilo gibanje krutog 

tijela.  

 
 

Slika  1. a) rubni uvjeti, b) jedan element, c) nedistordirana mreža d) distordirana mreža (10) 

 

 Rezultati maksimalne relativne greške pomaka uz, deformacija εzz i naprezanja σzz  dani su 

u tablici 1 za više redova Gaussove sheme integracije. Pri tome, relativna greška je definirana kao 

razlika između numeričkih i analitičkih rezultata.  

 

Tablica 1. Rezultati „patch“ ispitivanja (10) 
Gaussova shema Mreža Greška uz Greška εzz Greška σzz 

4x4x4 m1 0,17x10-15 0,69 x10-15 0,88 x10-15 

m8r 0,35 x10-15 0,10 x10-14 0,18 x10-14 

m8d 0,70 x10-05 0,14 x10-04 0,18 x10-04 

5x5x5 m1 0,52 x10-15 0,12 x10-14 0,18 x10-14 

m8r 0,87 x10-15 0,16 x10-14 0,21 x10-14 

m8d 0,70 x10-05 0,15 x10-04 0,17 x10-04 

 

Pregledom rezultata vidljivo je da za regularnu, nedistordiranu mrežu konačnih elemenata 

test daje točne rezultate unutar greške zaokruživanja, dok se za distordiranu mrežu konačnih 

elemenata pojavljuje prihvatljiva relativna greška.  

 

a) b) c) d) 
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3.2 Trodimenzijski konačni element temeljen na mješovitoj formulaciji 

 

Formulacija konačnog elementa predstavljenog u radu (11) temelji se na postupku izvoda 

konačnog elementa koji je predstavljen u radu (3). Konačni element se temelji na formulaciji 

gradijentne elastičnosti koja je detaljno opisana u radu (1). U cilju izbjegavanja zahtjeva za 

zadovoljavanjem C1 kontinuiteta, u formulaciju virtualnog rada uvedeni su dodatni stupnjevi 

slobode ψij, koje autori nazivaju oslabljenim deformacijama. Oslabljene deformacije definirane 

su jednadžbom (6), te u konstitutivnim relacijama zamjenjuju deformacije, dok jednadžba (7) 

definira gradijente oslabljenih deformacija. Koristeći gradijente oslabljenih deformacija, definira 

se aproksimacija naprezanja višeg reda pomoću jednadžbe (8)  

 𝜓𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑗 ≈ 0𝑖𝑗  , (6) 

 𝜂𝑖𝑗𝑘 =
1

2
(𝜓𝑗𝑘,𝑖 − 𝜓𝑖𝑘,𝑗) . (7) 

 𝜏𝑖𝑗𝑘,𝑗 = 𝜇𝑙
2(𝜂𝑖𝑗𝑘 − 𝜂𝑘𝑗𝑖) . (8) 

 Pomoću jednadžbi (6)-(8) moguće je promijeniti osnovne jednadžbe definirane u radu (1) 

tako da se sekundarna naprezanja zamijene sa oslabljenim naprezanjima. Uvođenje dodatnih 

veličina u osnovnim jednadžbama formulacije konačnog elementa zahtjeva uvođenje 

Lagrangeovih multiplikatora 𝜌 (9) 

 𝜌𝑖𝑘 = −𝜇̃𝑗𝑖𝑘,𝑗 . (9) 

 Pomoću promjena uvedenih u jednadžbama (6)-(9) izvode se konačne jednadžbe 

virtualnog rada u mješovitoj formulaciji 

 ∫ (𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 − 𝜌𝑗𝑘𝛿𝑢𝑘,𝑗)𝑑𝑉 = ∫ 𝑏𝑘𝛿𝑢𝑘𝑑𝑉 + ∫ 𝑡𝑘𝛿𝑢𝑘𝑑𝐴𝜕𝛽{𝑡}𝛽𝛽
 , (10) 

 ∫ (𝜏𝑖𝑗𝑘𝛿𝜂𝑖𝑗𝑘 − 𝜌𝑗𝑘𝛿𝜓𝑗𝑘)𝑑𝑉 = ∫ 𝑠𝑗𝑘𝛿𝜓𝑗𝑘𝑑𝐴𝜕𝛽{𝑠}𝛽
 , (11) 

 ∫ (−𝜇𝑘,𝑗 + 𝜓𝑗𝑘)𝛿𝜌𝑗𝑘𝑑𝑉 = 0, (nema sumiranja po j  i k )
𝛽

 . (12) 

 Trodimenzijski heksaedarski konačni element izveden na temelju mješovite formulacije 

sastoji se od 27 čvorova i ukupno 162 stupnja slobode. U svim čvorovima su definirani stupnjevi 

slobode kao pomaci u smjerovima osi koordinatnog sustava. U čvorovima koji se poklapaju s 

vrhovima uz pomake, definirano je  9 stupnjeva slobode oslabljenih deformacija. U čvoru koji se 

poklapa s težištem kocke, uz pomake definirano je 9 stupnjeva slobode Lagrangeovih 

multiplikatora. Izgled konačnog elementa i stupnjevi slobode prikazani su na slici 2 a). Osim na 

„patch“ testu, konačni element je testiran i pomoću „benchmark“ testa. Mreže konačnih 

elemenata korištene u „patch“ testu prikazane su na slici 2 b) i 2 c).  

 
 

Slika 2. a) Čvorovi i stupnjevi slobode, b) nedistordirana mreža, c) distordirana mreža (11) 

 Jednakost oslabljenih deformacija i gradijenata pomaka strogo je zadana na rubu mreže 

konačnih elemenata. Rezultati pomaka i oslabljenih deformacija za nedistordiranu i distordiranu 

mrežu konačnih elemenata daju točne rezultate u središnjem čvoru, te za točke integracije 

rezultate točne unutar greške zaokruživanja.  Konačni element predstavljen u ovom radu pruža 

a) 
b) c) 
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alternativu kompliciranom izvodu konačnih elemenata temeljenih na metodi pomaka, uz 

zadržavanje dovoljno visoke točnosti. 

 

4 Zaključak 
 

U radu su predstavljena dva trodimenzijska heksaedarska konačna elementa za rješavanje 

problema gradijentne elastičnosti. Konačni elementi su visoke razine točnosti, no izvod 

konstitutivnih jednadžbi i funkcija oblika je iznimno kompliciran,  što rezultira računalnim 

algoritmima koji su zahtjevni na računalne resurse. Pošto u literaturi ne postoje drugi 

trodimenzijski konačni elementi za rješavanje problema gradijentne elastičnosti osim 

izoparametarskih heksaedara, lako je zaključiti da u ovom području postoje brojne mogućnosti 

za istraživanje i razvoj novih formulacija trodimenzijskih konačnih elemenata koji zadovoljavaju 

C1 kontinuitet, što predstavlja fokus daljnjeg istraživanja 

 

Financijska potpora 

Ovaj rad je financirala Hrvatska zaklada za znanost projektom „Multiscale Numerical Modeling 
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Geometrijski nelinearan gredni konačni element 

temeljen na objedinjenoj parametrizaciji položaja 

i rotacija – pregled interpolacijskih varijanti  
  

Gaćeša, M.1, Jelenić, G.2  
 

 
Sažetak 

U ovome radu predstavljamo prostorni geometrijski nelinearan gredni konačni element temeljen 

na objedinjenoj parametrizaciji pomaka i rotacija. Kinematičke jednadžbe geometrijski su 

egzaktne, tj. uzimaju u obzir pojavu velikih pomaka i rotacija. 

Orijentacija poprečnog presjeka nosača prikazuje se pomoću tzv. orijentacijskih ili 

rotacijskih matrica dimenzija 3 x 3 koje su eksponencijalnom mapom povezane sa pripadajućim 

parametrom rotacije. Međutim, to se može generalizirati: i položaje i rotacije može se upisati na 

određeni način u matricu dimenzija 6 x 6. Tu matricu još nazivamo konfiguracijski tenzor jer 

određuje ukupnu konfiguraciju proizvoljnog poprečnog presjeka nosača. Analogno rotacijama, 

konfiguracijski tenzor eksponencijalnom je mapom povezan s parametrom konfiguracije. Iako je 

ovakav pristup elegantniji u smislu da koristi jedinstvenu operaciju za izračun i položaja i 

orijentacija, on sa sobom (upravo zbog te jedinstvene operacije – eksponencijacije u 6D prostoru) 

nosi određene algoritamske poteškoće.  

Ovaj rad zamišljen je kao pregled stanja područja po pitanju interpolacijskih varijanti za 

konfiguracijski parametar. Razmotrene interpolacije ugradit će se u vlastiti kod za metodu 

konačnih elemenata te će se analizirati s obzirom na točnost, brzinu konvergencije, objektivnost 

mjera deformacije te ovisnost o putanji ka konvergiranome rješenju. 

 

 
Ključne riječi: parametrizacija pomaka i rotacija, geometrijska nelinearnost, metoda konačnih 

elemenata, interpolacija ovisna o konfiguraciji 
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1 Uvod 
 

Tema ovog rada su interpolacijske tehnike kod geometrijski točnih grednih konačnih elemenata 

proizvoljnog reda sa šest stupnjeva slobode po čvoru (tri pomaka i tri rotacijska parametra). 

Korištenje tzv. fixed-pole pristupa odnosno koncepta konfiguracijskog tenzora (1), omogućuje 

korištenje šest konfiguracijskih parametara kao čvornih nepoznanica. U čemu je razlika? U prvom 

pristupu tri pomaka i tri rotacije tretiraju se nezavisno - mehanizam popravka rotacija u 

iterativnom postupku uključuje korištenje eksponencijalne mape rotacijskog parametra, dok je 

mehanizam popravka pomaka jednostavno - pribrajanje. U drugom pristupu, 

šesterodimenzionalni vektor konfiguracija je jedinstveno polje, te se u iteracijskom postupku 

popravlja jedinstvenom operacijom - eksponencijacijom konfiguracijskog parametra. Važno je 

napomenuti da su i orijentacijske matrice i konfiguracijski tenzori Liejeve grupe tako da se 

svojstva orijentacijskih matrica mogu generalizirati na konfiguracijski tenzor. 

 Pri rješavanju nelinearnog problema (u ovom slučaju, nelinearnost je geometrijskog 

podrijetla), potrebno je definirati na koji način će se interpolirati popravci pomaka i rotacija 

(odnosno, konfiguracija) koji se koriste za izračunati trenutno stanje naprezanja i deformacija u 

integracijskim točkama. U nastavku predstavljamo nekoliko različitih opcija za interpolaciju 

iterativnih prirasta konfiguracija, uzimajući u obzir eksponencijalnu vezu između parametra 

konfiguracije i konfiguracijskog tenzora. 

 

 

2 Aditivne interpolacije konfiguracijskih parametara 
 

2.1 Interpolacija iterativnih konfiguracija (spinova) 

 

U  kontekstu konačnih prostornih rotacija, Simo i Vu-Quoc (2) su predložili ovaj pristup. Ideja je 

da se interpoliraju spinovi (infinitezimalne promjene rotacijskog parametra) između prethodne i 

trenutne iteracije.  Sličan pristup dan je u  (3), gdje su korišteni Lagrangeovi polinomi za 

interpolaciju konfiguracijskih spinova. 

 

2.2 Interpolacija inkrementalnih konfiguracija 

 

Interpolaciju inkrementalnih rotacija predložili su Cardona i Geradin (4), dok su Bottasso i Borri 

(1) isto predložili za konfiguracijske parametre. Ideja je da se Lagrangeovim polinomima 

interpoliraju konfiguracijski parametri između trenutne iteracije i zadnjeg iskonvergiranog stanja. 

Ovakva je vrsta interpolacije prirodan odabir za definiranje dinamičkih problema, gdje je 

vremenska domena diskretizirana na konačan broj vremenskih koraka. U tom smislu, 

iskonvergigrani inkrement konfiguracije odgovara promjeni konfiguracije između dva vremenska 

koraka. 
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2.3 Interpolacija totalnih konfiguracija 

 

Interpolacija totalnih rotacija temelji se na interpolaciji rotacija između trenutnog i početnog 

položaja Lagrangeovim polinomima, što su predložili Ibrahimbegović i suradnici (5). Koliko je 

do sada poznato, takva interpolacija još nije generalizirana na  konfiguracijske parametre, ali 

planira se izvesti i implementirati u jednom od budućih radova. U slučaju da u postupku 

rješavanja nema inkremenata bilo koje vrste, totalna je formulacija specijalan slučaj 

inkrementalne. 

 

 

3 Interpolacije konfiguracijskih parametara ovisne o kofiguraciji 
 

3.1 Interpolacija relativnih konfiguracija 

 

U kontekstu rotacija, ovakav pristup predložili su Jelenić i Crisfield (6). Ideja ovog pristupa je 

odvajanje tzv. rotacije krutog tijela (izražena kao rotacija referentnog čvora tog elementa) od 

relativnih rotacija preostalih čvorova u odnosu na ukupnu rotaciju. Aditivnom interpolacijom 

samo relativnih rotacija dobiva se invarijantna formulacija te formulacija koja ne pati od ovisnosti 

o iterativnoj putanji prema konvergiranom rješenju. 

 U kontekstu konfiguracijskih parametara, isto je napravljeno u (3), čime je, očekivano, 

postignut isti efekt (invarijantnost, neovisnost o iterativnoj putanji). Zbog velikog broja složenih 

trigonometrijskih koeficijenata koji se pojavljuju u interpolacijskim funkcijama (generalizirane 

funkcije oblika), a koje koriste normu konfiguracijskog parametra kao argument, dešavaju se 

numeričke nestabilnosti. Naime, te funkcije nisu definirane za argument jednak nuli pa su samim 

time izrazito nestabilne kako se argument približava nuli. Međutim, jednostavno i efektno 

rješenje ovog problema je korištenje prvih nekoliko članova Taylorove ekspanzije za dane 

funkcije u slučaju kada je argument relativno malen. 

 

3.2 Implicitna interpolacija 

 

Ovo je relativno nepoznat, ali obećavajući pristup. U kontekstu rotacija predložili su ga Merlini i 

Morandini (7), a za konfiguracije Sonnevile i suradnici (8). Princip je u suštini sličan prethodnom, 

uz iznimku što referentni čvor nije unaprijed određen. Štoviše, referentni čvor uopće nije čvor, 

nego položaj, koji je tek implicitno definiran u smislu rotacijskog (ili konfiguracijskog) tenzora 

u tom položaju. Ovakva interpolacijska shema je dakle implicitna i podrazumijeva iterativni 

proces unutar nje same, međutim s dovoljnim progušćenjem mreže, elementi postaju relativno 

kratki pa se i relativne rotacije između čvorova mogu pretpostaviti kao male što vodi daljnjem 

pojednostavljenju interpolacije. Zanimljivo je napomenuti da je, u slučaju korištenja dvočvornih 

elemenata te rotacijskog pseudovektora kao parametra rotacije, ova interpolacija jednaka 

Jelenićevoj objektivnoj interpolaciji (6). To bi značilo da bi se slična paralela mogla izvesti i 

između korištenja konfiguracijskog vektora na dvočvornim elementima i objektivne interpolacije 

predložene u (3). 
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4 Zaključak 

 

U radu je dan kratki pregled interpolacijskih tehnika za vektorske konfiguracijske parametre kod 

geometrijski nelinearnih trodimenzionalnih greda. Zbog činjenice da su i rotacije i konfiguracije 

elementi nelinearne mnogostrukosti tj. Liejeve grupe, svojstva rotacija mogu se generalizirati na 

svojstva konfiguracija, što vrijedi i za koncepte interpolacija. Naglasak je dan na odnos između 

standardnih tehnika te tehnika ovisnih o konfiguraciji. Potonje su pogodnije jer otklanjaju kako 

problem neinvarijantnosti mjera deformacije, tako i problem ovisnosti rješenja o 

konvergencijskoj putanji. Prikazane interpolacije planiraju se ugraditi u kod za metodu konačnih 

elemenata i kvantitativno ih usporediti. 

 

Zahvale 

 

Ovaj rad je nastao u sklopu HRZZ projekta IP-11-2013-1631 CANFAS, oba autora zahvaljuju 

Hrvatskoj zakladi za znanost za financijsku podršku u provođenju projekta. 
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(12pt) 

Membranski element s rotacijskim stupnjevima 

slobode 
(12pt)  

Grbčić, S.1,2, Ibrahimbegović, A. 2 i Jelenić, G.3 (14pt) 
(12pt) 

(12pt) 
Sažetak 

U modeliranju složenih sustava metodom konačnih elemenata istovremeno se koriste različiti 

elementi poput štapova, membrana, ploča i slično. Navedeni elementi izvedeni na temelju 

klasične (Cauchyeve) teorije kontinuuma ne posjeduju uvijek nužno međusobno ekvivalentne 

stupnjeve slobode što dovodi do nekompatibilnosti elemenata u zajedničkim čvorovima 

diskretiziranog sustava. Kompatibilnost stupnjeva slobode zajedničkih čvorova je nužna kako bi 

se osigurala konvergencija točnom rješenju, zbog čega je predložena nova familija elemenata koji 

posjeduju dodatne, rotacijske stupnjeve slobode.  

Počevši od regularizirane miješane varijacijske formulacije kontinuuma s nezavisnim 

rotacijskim stupnjevima slobode i uvođenjem nekonvencionalne obogaćene interpolacije polja 

pomaka izveden je novi membranski element. Obogaćenjem interpolacije pomaka skupom 

nekompatibilnih oblika (incompatible modes) postiže se visoka točnost u odnosu na analitičke 

rezultate.  

(12pt) 

(12pt) 
Ključne riječi: metoda konačnih elemenata, membranski element, rotacijski stupnjevi slobode, 

nekompatibilni oblici 
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1 Uvod (12pt)  
(10pt) 

Potreba za membranskim elementima s rotacijskim stupnjevima slobode proizlazi iz praktičnih 

inženjerskih problema, poput analize ispunjenih okvira i zidova na stupovima gdje se za 

modeliranje konstrukcija kombiniraju elementi s različitim stupnjevima slobode po čvoru. U radu 

je prezentiran membranski element s rotacijskim stupnjevima slobode i nekonvencionalnom 

interpolacijom pomaka nekompatibilnim oblicima. Nekompatibilni oblici pomaka prvi puta su 

predstavljeni 1970-ih godina s ciljem eliminiranja posmičnih naprezanja koja se pojavljuju pri 

čistom savijanju (eng. shear locking). (1) Uz modifikacije izvedena je miješana varijacijska 

formulacija gdje je uvedeno nezavisno polje rotacije. Pravokutni četveročvorni element izveden 

na modificiranoj miješanoj varijacijskoj formulaciji s nezavisnim poljem rotacije i obogaćenom 

interpolacijom pomaka pokazao je vrlo bliske rezultate analitičkim rezultatima.  

(10pt)(10pt) 

2 Problem rubnih vrijednosti u Cauchyjevoj linearnoj elastičnosti 
(10pt) 

Promatramo problem rubnih vrijednosti opisan sljedećim ravnotežnim jednadžbama:  

(10pt) 

 div σ + f  = 0,          skew σ = 0, (1) 

 (10pt) 

gdje vektor 𝐟 predstavlja vektor vanjskih sila, a 𝛔 predstavlja Cauchyjev tenzor naprezanja. Svaki 

tenzor može se zapisati kao zbroj simetričnog i antisimetričnog dijela (2), odnosno: 

(10pt) 

 𝛔 = symm σ + skew σ,       symm σ =  
1

2
(σ + σ𝑻)    i     skew σ =  

1

2
(σ - σ𝑻). (2) 

 (10pt) 

Ovdje ne pretpostavljamo nužnu simetričnost tenzora naprezanja 𝛔. Za posljedicu, 

uvodimo novo nezavisno kinematičko polje, tenzor rotacije ψ, koje je energetski konjugirano s 

antisimetričnim dijelom tenzora naprezanja. Tenzor deformacija ε jednak je simetričnom dijelu 

gradijenta pomaka, dok je novo polje rotacije ψ jednako antisimetričnom dijelu gradijenta 

pomaka. Kinematičke jednadžbe problema jednake su 

(10pt) 

 𝛆 = symm (∇𝐮)      i    ψ= skew (∇𝐮), (3) 

 (10pt) 

gdje u predstavlja polje pomaka, a ∇ predstavlja diferencijalni operator nabla (2). Konstitutivna 

jednadžba definirana je kao 

(10pt) 

 symm σ = 𝐂 ∶  symm (∇𝐮), (4) 

 (10pt) 

gdje C predstavlja konstitutivni, izotropni tenzor četvrtog reda.  

(10pt) 

 

3 Varijacijska formulacija u 3D 
(10pt) 

Reissner je predložio varijacijsku formulaciju gdje je antisimetrični dio tenzora naprezanja 

skew σ predstavljen kao Lagrangeov multiplikator, čime je osigurana jednakost nezavisnih 

rotacija s antisimetričnim dijelom gradijenta pomaka (3). Reisnerov funkcional jednak je 
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(10pt) 

 
π(𝐮,𝛙, 𝛔) = ∫ [−

1

2
symm σ : 𝐂−1symm σ + σ :(∇𝐮 −𝛙)] 𝑑𝑉

𝑉

− πext. (5) 

(10pt) 

Formulacija (5) neprikladna je za numeričku implementaciju. Hughes i Brezzi proveli su 

analizu konvergencije Reissnerove formulacije i utvrdili da je istu potrebno modificirati kako bi 

se osigurala stabilnost rješenja (4). Modificirana Reissnerova formulacija jednaka je 

(10pt) 

 
π𝑦(𝐮,𝛙, 𝛔) = π(𝐮,𝛙, 𝛔) −

1

2
∫[skew σ : γ−1skew σ)]𝑑𝑉
𝑉

, (6) 

(10pt) 

gdje je γ skalar koji predstavlja regularizacijski parametar ovisan o analiziranom problemu. Za 

izotropnu elastičnost predloženo je da je vrijednost γ jednaka vrijednosti modula posmika (4). 

Varijacijom modificiranog funkcionala zadovoljavaju se Euler-Lagrangeove jednadžbe (1) – (4) 

i dobiva se dodatna jednadžba 

(10pt) 

 skew σ = γ(skew (∇𝐮) − 𝛙). (7) 

(10pt) 

Korištenjem konstitutivne jednadžbe (4) i zamjenom γ−1skew σ = skew (∇𝐮) − 𝛙 iz  

jednadžbe (7) modificirani funkcional π𝑦(𝐮,𝛙, 𝛔) koji čini bazu za formiranje metode konačnih 

elemenata se svodi samo na kinematičke varijable:  

(10pt) 

 
π𝑦(𝐮,𝛙) =

1

2
∫[symm(∇𝐮) : 𝐂 symm (∇𝐮) + (skew (∇𝐮) − 𝛙) : γ  (skew (∇𝐮)
𝑉

−𝛙)]𝑑𝑉 − πext, 

(8) 

(10pt)(10pt) 

 

4 Interpolacija membranskim elementom s rotacijskim stupnjevima 

stupnjevima slobode za ravninsko stanje naprezanja ili deformacija 
(10pt) 

(10pt) 

Za diskretizaciju 2D mreže odabrali smo četverokutni konačni element (Q4) s 4 čvora i 3 stupnja 

slobode po čvoru (horizontalni pomak, vertikalni pomak i rotacija). 

(10pt) 

1.1 Interpolacija kinematičkih polja 

(10pt) 

Tenzor rotacije 𝛙 se u ravnini svodi na jednu komponentu ψ. Odabrana je konvencionalna 

interpolacija bilinearnim Lagrangeovim funkcijama: 

(10pt) 

 
ψ → ψℎ|𝑉𝑒 =∑ 𝑁𝑖(𝜉, 𝜂) ψ𝑖

4

𝑖=1
, (9) 

gdje 

 

 
𝑁𝑖(𝜉, 𝜂) =

1

4
(1 + 𝜉𝑖𝜉)(1 + 𝜂𝑖𝜂);        𝜉𝑖 = ±1, 𝜂𝑖 = ±1,         𝑖 = 1,2,3,4,  (10) 

(10pt) 
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i ψ𝑖 predstavlja rotaciju čvora i. Polje pomaka interpolirano je nekonvencionalno, uključujući 

nekompatibilne oblike, kako slijedi: 

(10pt) 

 
{
𝑢
𝑣
} → 𝐮ℎ|

𝑉𝑒
=∑ 𝑁𝑖(𝜉, 𝜂)𝐮𝒊

4

𝑖=1
+∑ 𝑀𝑖(𝜉, 𝜂)𝜶𝒊

2

𝑖=1
, (11) 

(10pt) 

gdje je 𝐮𝒊 vektor pomaka čvora i, 𝜶𝒊 vektor interpolacijskih parametara definiran na svakom 

elementu nezavisno i 𝑀1(𝜉, 𝜂) = 1 − 𝜉
2, 𝑀2(𝜉, 𝜂) = 1 − 𝜂

2 parabolične interpolacijske 

funkcije. Na osnovi definiranih interpolacija dobivamo deformacije  

(10pt) 

 
𝛆 = symm (∇𝐮) → 𝛆ℎ|𝑉𝑒 =∑ 𝐁𝒊𝒖𝒊

4

𝑖=1
+∑ 𝐆𝒊𝜶𝒊

2

𝑖=1
, (12) 

(10pt) 

gdje su matrice 𝐁𝒊 i 𝐆𝒊 

(10pt) 

 

𝐁𝒊 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑁𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑥
0

0
𝜕𝑁𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 

,   𝐆𝒊 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑀𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑥
0

0
𝜕𝑀𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑦

𝜕𝑀𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑦

𝜕𝑀𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 

. (13) 

(10pt) 

Kako bi element s nekompatibilnim oblicima pomaka zadovoljio patch test (2), energija 

deformacije povezana s nekompatibilnim oblicima mora biti jednaka nuli za stanje konstantnog 

naprezanja, što znači da treba biti zadovoljena sljedeća jednadžba: 

(10pt) 

 ∫ 𝐆𝒊𝑑𝑉 = 0𝑽𝒆
. (14) 

(10pt) 

Kako bi zadovoljili uvjet (14) matrica 𝐆𝒊 treba biti modificirana na sljedeći način (5): 

(10pt) 

 
𝐆𝒊 = 𝐆𝒊 −

𝟏

𝑽𝒆
∫ 𝐆𝒊𝑑𝑉 = 0
𝑽𝒆

    →     𝛆ℎ|𝑉𝑒 =∑ 𝐁𝒊𝒖𝒊
4

𝑖=1
+∑ 𝐆𝒊𝜶𝒊

2

𝑖=1
 (15) 

(10pt) 

Referentna konfiguracija izoparametarskog elementa s nekompatibilnim pomacima se 

definira isključivo preko kompatibilnih funkcija oblika, 𝐱ℎ|𝑉𝑒 = ∑ 𝑁𝑖(𝜉, 𝜂)𝐱𝒊
𝑏𝑟.𝑒𝑙𝑒𝑚
𝑖=1 , što dalje 

implicira da se derivacije funkcija nekompatibilnih pomaka računaju na isti način kao funkcije 

oblika odabrane za izoparametarski element. U ravnini antisimetrični dio tenzora deformacija ima 

samo jednu komponentu te uvođenjem interpolacije dobivamo izraz 

(10pt) 

 
skew (∇𝐮) − ψ =∑ (𝐀𝒊𝒖𝒊

4

𝑖=1
− 𝐍𝒊 ψ𝑖) +∑ 𝐄𝒊𝜶𝒊

2

𝑖=1
, (16) 

(10pt) 

gdje 𝐀𝒊 =
𝟏

𝟐
〈−

𝜕𝑁𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑥
〉 i 𝐄𝒊 =

𝟏

𝟐
〈−

𝜕𝑀𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑦

𝜕𝑀𝑖(𝜉,𝜂)

𝜕𝑥
〉. Uvođenjem izraza (12) i (16) u 

funkcional (8) i njegovom minimizacijom dobivamo ravnotežne jednadžbe elementa 

(10pt) 
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 𝐊𝒆𝐝𝒆 + 𝐅𝒆𝐓𝜶𝒆 = 𝐟𝒆, (17) 

 𝐅𝒆𝐝𝒆 + 𝐇𝒆𝜶𝒆 = 𝐟𝒆, (18) 

gdje 

 
𝐊𝒆 = ∫ {[𝐁𝑖

T]𝐂[𝐁𝑖] +  γ([𝐀𝒊] − [𝐍𝒊])
T([𝐀𝒊] − [𝐍𝒊])}

𝑉𝑒
𝑑𝑉, (19) 

 
𝐅𝒆 = ∫ {[𝐁𝑖

T]𝐂[𝐆𝒊] +  γ([𝐀𝒊] − [𝐍𝒊])
T([𝐄𝒊])}

𝑉𝑒
𝑑𝑉, (20) 

 
𝐇𝒆 = ∫ {[𝐆𝑖

T]𝐂[𝐁𝑖] +  γ[𝐄𝒊]
T[𝐄𝒊]}

𝑉𝑒
𝑑𝑉, (21) 

 
𝐟𝒆 = ∫ [𝐍𝒊]𝐛

𝑉𝑒
𝑑𝑉 + ∫ [𝐍𝒊]𝐭̅

𝑆𝜎
𝑒

𝑑𝑆. (22) 

(10pt) 

Prije nego što pristupimo sabiranju konačnih elemenata potrebno je izvršiti statičku 

kondenzaciju kako bi eliminirali parametre nekompatibilnih pomaka 𝜶𝒆 na razini elementa (7). 

Iz jednadžbe (18) dobivamo 𝜶𝒆 = −𝐇𝒆−𝟏𝐅𝒆𝐝𝒆, zatim uvrštavanjem izraza u jednadžbu (17) 

dobivamo reduciranu matricu krutosti 𝐊̃𝒆 = 𝐊𝒆 − 𝐅𝒆𝐓𝐇𝒆−𝟏𝐅𝒆. Dalje provodimo standardnu 

proceduru sabiranja, kojom dolazimo do sustava linearnih jednadžbi iz kojih dobivamo 

vrijednosti čvornih pomaka i rotacija 𝐝. Nakon dobivenih čvornih pomaka možemo na razini 

elementa izračunati vrijednosti parametara nekompatibilnih pomaka 𝜶𝒆 i uvrštavanjem u 

jednadžbu (12) dobivamo polje deformacija 𝛆𝒉. Naprezanja 𝛔𝒉 dobivamo iz konstitutivne 

jednadžbe (4) reducirane na 2D. 

(10pt) 

 

5 Numerički primjer    
(10p)   
(10p)         F                M   

            E = 1500 

                       ν = 0 

h = 2         F        M 

                                  

    A             B  

     l = 10 

                                                                                       

Slika 1. Konzola opterećena čistim savijanjem 

 

Analiziramo konzolu prikazanu na slici 1. opterećenu čistim savijanjem u dva različita slučaja 

opterećenja. Prvi slučaj opterećenja je opterećenje spregom sila F=10, a drugi slučaj 

koncentriranim momentima M =10. Konzola je diskretizirana pravilnom mrežom koja se sastoji 

od dva pravokutna elementa s četiri čvora. Rezultati u točkama A i B dobiveni membranskim 

elementom s rotacijskim stupnjevima slobode su prikazani u tablici 1. 
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Tablica 1. Numerički rezultati čistog savijanje konzole  

 

opterećenje vertikalni pomak vB rotacija ψB naprezanje σA  

spreg sila F 1.00 0.2 30.00 

koncentrirani moment 1.0063 0.2047 30.00 

analitičko rješenje 1.00 0.2 30.00 

(10pt) 

(10pt) 

6 Zaključak 
(10pt) 

Membranski element s rotacijskim stupnjevima slobode pokazao se kao robusan element pomoću 

kojeg eliminiramo potrebu uvođenja prijelaznih elemenata. S obzirom na odlične performanse 

ovog elementa predviđeno je ovakvu interpolaciju primijeniti u formulaciji alternativnih teorija 

kontinuuma, što zbog već postojećih rotacijskih stupnjeva slobode olakšava njeno izvođenje, bez 

potrebe regularizacije kako bi se osigurala stabilnost. 

(10pt) 

(10pt) 

Zahvale (10 pt) 

(10pt) 

Rezultati prikazani u ovom radu dobiveni su u sklopu rada na projektu IP 1631Hrvatske zaklade 

za znanost (Configuration-dependent approximation in non-linear finite-element analysis of 

structures) i stipendije Francuske Vlade. 

(10pt) 

(10pt) 

Literatura (10pt)  

(10pt) 

1. Wilson E. L., Taylor R. L, Doherty i Ghaboussi J. Incompatible Displacement Models, 

Proceedings, ONR Symposium on Numerical and Computer Method in Structural 

Mechanics, University of Illinois, Urbana, 1971.   

2. Ibrahimbegović A., Nonlinear Solid Mechanics: Theoretical Formulations and Finite 

Element Solution Methods, Springer, London, 2009. 

3. Reissner E., A note on variational principles in elasticity, International Journal of Solids 

and Structures, 1965; 1: 93-95. 

4. Hughes T. J. R., Brezzi F.  On drilling degrees of freedom. Comput. Methods Appl. Mech. 

Eng., 1989; 72: 105-121. 

5. Ibrahimbegović A., Frey F. i Rebora B. Une approche unifiée de la modélisation des 

 structures complexes: les éléments finis avec degré de liberté de rotation, Revue 

 Européene des Eléments. 2015; 2:3:  257-286. 

6. Ibrahimbegović A., Nonlinear Solid Mechanics: Theoretical Formulations and Finite 

Element Solution Methods, Springer, London, 2009. 

7. Wilson E. L. The static condensation algorithm, International Journal for Numerical 

Methods In Engineering, 1974;8: 199-203.  

 

  



8. susreti Hrvatskog društva za mehaniku 

Osijek, 7. i 8. srpnja 2017. godine 

71 

 

 

 

Ispitivanje modela armiranobetonskog okvira sa 

zidanim ispunom na potresnom stolu 
  

Guljaš, I.1 
 

 
Sažetak 

Kod armiranobetonskih okvira ispunjenih ziđem, zidani ispun ukrućuje okvir i smanjuje veličinu 

prvog vlastitog perioda što za posljedicu može imati izraženo ograničavanje ponašanja iskazanog 

u pomacima pri djelovanju jačih podrhtavanja tla. Istovremeno, dodavanje zidanog ispuna u  

okvir povećava nastale posmične sile a smanjuje kapacitet katnih pomaka cjelokupne 

konstrukcije. Povećanje horizontalnih sila i smanjenje kapaciteta pomaka može doprinijeti većoj 

oštetljivosti ukoliko se dovoljna pozornost ne posveti osiguranju potrebnih aseizmičkih detalja. 

Pravi je izazov, dakle, kod okvira sa zidanim ispunom, iskoristiti učinke povećane krutosti a da 

istovremeno povećanje poprečnih sila i narušavanje kapaciteta pomaka ne naškodi njihovom 

skupnom ponašanju. Dostupna iskustva ukazuju na posmičnu čvrstoću armiranobetonskih 

stupova kao na „bolnu točku“ takvih konstrukcijskih sustava. Stoga rješenje ovog problema 

zahtijeva razumijevanje ponašanja opečnog ziđa i armiranobetonskih elemenata izloženih 

slučajnom promjenjivom dinamičkom djelovanju. Izazov je to s kojim se samo ispitivanje pod 

što je moguće realnijim uvjetima može suočiti a da pri tom doprinese pouzdanijoj analizi i 

uopćavanju njenih rezultata. Stoga je svrha ovog istraživanja svojevrsno pozicioniranje ovog 

kompozita među nosivim konstrukcijskim sustavima. 

Ovaj rad opisuje iskustva u provedbi eksperimenta na potresnoj platformi u okviru znanstveno-

istraživačkog projekta FRAMA (FRAmed-Masonry) financiranog sredstvima Hrvatske zaklade 

za znanost u potresnom laboratoriju Instituta za zemljotresno inženjerstvo i inženjersku 

seizmologiju u Skopju, Republika Makedonija. Dva modela s dvije različite vrste zidanog ispuna 

bila su izložena simuliranim podrhtavanjima tla nominalnih vršnih ubrzanja između 0,05g i 1,40g. 

Seizmičko ispitivanje trokatne okvirne konstrukcije sa zidanim ispunom izrađene u mjerilu 1:2,5 

omogućilo je analizu ponašanja ovih složenih sustava pri različitim intenzitetima seizmičke 

uzbude. Početne faze ispitivanja s malim vršnim ubrzanjima rezultirale su pojavom samo 

nekoliko manjih pukotina u zidnom ispunu dok su završne faze ispitivanja obilježile slom 

konstrukcije budući je većina nearmiranih zidova prvog i drugog kata bila znatno oštećena, uz 

gotovo zanemariva oštećenja okvira. Vertikalna stabilnost konstrukcije nije bila ugrožena. 

 

 
Ključne riječi: AB okvir sa zidanim ispunom, složeni konstrukcijski sustav, uokvireno ziđe, 

seizmičko ponašanje, ispitivanje na potresnoj platformi 

                                                           
1 Prof. dr. sc. Ivica Guljaš, dipl. ing. građ., Sveučilište Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, 

Građevinski fakultet Osijek, Zavod za tehničku mehaniku, Vladimira Preloga 3, 31000 Osijek, e-

mail: iguljas@gfos.hr 
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1 Stanje područja   
 

Projektiranje i izvedba armiranobetonskih zgrada sa zidnim ispunom uobičajeni su u europskoj 

inženjerskoj praksi, osobito u seizmički aktivnim južnim područjima (1). Utjecaj zidnog ispuna 

na potresno ponašanje cjelokupne konstrukcije je vrlo bitno ali i dvojbeno. Naime, ispun vrlo 

često stradava čak i pri umjerenim potresima: njegovo izrazito krto ponašanje te slaba ili nikakva 

duktilnost dovode do oštećenja u rasponu od sitnih pukotina do potpunog sloma, ispadanja te 

dekompozicije cijelog sustava (slika 1). S druge strane, neosporan je i njihov pozitivan doprinos 

potresnom ponašanju objekata u smislu smanjivanja katnih pomaka uz zadržavanje maksimalnog 

posmika dva i više puta u usporedbi s objektima s praznim okvirima, naravno uz uvjet da su 

ispoštivana pravila njihovog oblikovanja. 

 

  
 

Slika 1. Oštećenja zidnog ispuna (L’Áquila EQ, 2009) 

 

 Pregled recentne literature ukazuje na izostanak suglasja o međudjelovanju ab okvira i 

ugrađenog opečnog ziđa. Dok pojedini istraživači navode da je zidni ispun utjecao na pojavu 

sloma brojnih objekata (Aschheim, 2000; Sezen et al., 2003, Kyriakides, 2008) i negativno 

djelovao na ponašanje okvira (Murty et al., 2006), istovremeno ima onih koji ističu pozitivan 

doprinos zidnih panela (Akin, 2006; Hassan, 1996; Fardis i Panagiotakos, 1997; Henderson, 

2002; Mehrabi et al., 1997). Možda su upravo Fajfar i Dolšek (2008) dotakli srž ovog problema 

rekavši: „Zidni ispun može imati pozitivan doprinos na seizmičko konstrukcijsko ponašanje pod 

uvjetom da su pravilno raspoređeni po objektu i ne dovode do posmičnog sloma ab stupova.“ (2). 

 Upravo ovakva oprečna mišljenja istraživača rezultirala su svojevrsnom 

„dekonstrukcijom“ uokvirenog ziđa u regionalnim građevinskim pravilnicima na način da su 

usmjereni na upozorenja o mogućim posljedicama ove interakcije ali su nijemi s obzirom na 

preporuke i ograničenja njihove primjene (3). S namjerom još boljeg razumijevanja ponašanja 

ovakvih složenih konstrukcijskih sustava, prof.dr.sc. Vladimir Sigmund s Građevinskog fakulteta 

Osijek, pokrenuo je eksperimentalno istraživanje potresnog ponašanja modela uokvirenog ziđa 

na potresnoj platformi u okviru znanstveno-istraživačkog projekta FRAMA (FRAmed-Masonry) 

financiranog sredstvima Hrvatske zaklade za znanost u potresnom laboratoriju Instituta za 

zemljotresno inženjerstvo i inženjersku seizmologiju u Skopju, Republika Makedonija. 

Eksperimentalno ispitivanje postavljeno je s ciljem traženja odgovora na nekoliko otvorenih 

pitanja: 1) odnos između kapaciteta pomaka i svojstava okvira s ispunom koja ga kontroliraju; 2) 

stabilnost zidnog ispuna od opeke izloženog inercijskim silama van ravnine; 3) utjecaj otvora u 

zidnom ispunu na odziv uokvirenog ziđa. 
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2 Ispitivanje modela okvirenog ziđa u mjerilu 1:2,5 na potresnoj 

platformi   
 

2.1 Modelske konstrukcije 

 

Definiranje modelskih konstrukcija postavljeno je s ciljem određivanja mehanizma posmičnog 

sloma stupova. Pri tome je, proučavanjem sličnih eksperimentalnih ispitivanja i iskustava na 

terenu, definiran projektni zadatak na način da odgovori sljedećim bitnim zahtjevima: 1) 

ispitivanje uzoraka u dinamičkim uvjetima (simulacija podrhtavanja tla), 2) veći broj etaža – 

barem tri, kako bi se uključio utjecaj promjene uzdužnih sila na ponašanje ab okvira s ispunom, 

3) korištenje materijala i izmjera što bližih prototipu, 4) izvedba srednjeg stupa modelske 

konstrukcije (stup između dva zida), 5) ograničenje tlorisa modelske konstrukcije na 5 x 5 m te 

njegove težine na 45 t s obzirom na kapacitete raspoložive potresne platforme. 

 

  
 

Slika 2. Dvije modelske konstrukcije: MODEL 1 I MODEL 2 

 

 Projektni zadatak rezultirao je odabirom trokatne armiranobetonske okvirne konstrukcije 

sa zidnim ispunom s dva raspona u pretpostavljenom smjeru S-J i jednim rasponom u smjeru I-

Z. Tlorisne izmjere modela su 2,78 x 4,66 m dok je ukupna visina modelske konstrukcije 3,9m. 

Model 1 je ab okvir sa zidnim ispunom od šupljih blokova dok je Model 2 ab okvir sa zidnim 

ispunom od pune opeke. 

 

2.2 Program ispitivanja i potresno opterećenje 

 

Za potresno opterećenje odabran je zapis podrhtavanja tla zabilježen tijekom potresa u Herceg 

Novom (Crna Gora) od 15. travnja 1979. godine (slika 3) magnitude 6,9 i dubine hipocentra od 

12 km. Zapis je s obzirom na umanjeni model skaliran po vremenu faktorom √2,5. 
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Slika 3. Vremenski zapisi ubrzanja odabranog potresa 

 

 Program ispitivanja modelskih konstrukcija sastojao se od nekoliko faza kako bi se 

omogućilo praćenje sigurnosti i ponašanja ab okvira s ispunom u linearnom i nelinearnom 

području. Sukladno tome, eksperiment su obilježile dvije osnovne faze: 

1. Ispitivanja rezonantnom frekvencijom s ciljem određivanja dinamičkih svojstava modela prije, 

tijekom i na kraju seizmičkog ispitivanja te praćenja degradacije krutosti modela pojavom i 

širenjem mikro i makro pukotina tijekom testa; 

2. Seizmičko ispitivanje pomoću odabranog zapisa podrhtavanja tla sve do prihvatljivo oštećenog 

stanja. Ispitivanje je izvedeno u nekoliko koraka sa stalnim prirastom intenziteta potresa (0,05g; 

0,1g, 0,2g, 0,3g, 0,4g, 0,6g, 0,7g, 0,8g, 1,0g, 1,2g, 1,4g) a u cilju dobivanja odziva konstrukcije 

u linearnom području te definiranja početnih pukotinskih stanja, razvoja mehanizma otkazivanja 

nosivosti i mogućeg sloma modela. Na taj način je obuhvaćeno cjelokupno seizmičko ponašanje 

konstrukcije počev od linearnog područja preko pojave prvih pukotina u zidovima pa sve do 

prihvatljivih obilježja mehanizma sloma. 

 

2.3 Postavljanje mjernih instrumenata 

 

Odziv modela konstantno je praćen sustavom kojeg su činili središnji sustav za prikupljanje 

podataka velikim brzinama, 20 akcelerometara, 20 mjerača pomaka  (LVDT-a), 4 linearna 

potenciometara i 12 mjernih traka kojima su dobiveni podaci o ubrzanjima točaka pojedinih etaža 

u nekoliko točaka, relativnim pomacima i deformacijama te relativnim deformacijama i 

naprezanjima u odabranim točkama (4). 

 

3 Rezultati mjerenja i opažanja  
 

Eksperimentalno ispitivanje modelnih konstrukcija provedeno opisanom opremom čije su 

komponente činile povezanu integriranu cjelinu sastojalo se od generiranja odabranog 

podrhtavanja tla, mjerenja i snimanja karakterističnih vrijednosti vibracija i dinamičkog 

ponašanja modela te obrade i prezentacije dobivenih rezultata mjerenja.  

 

 Prvi korak ispitivanja bilo je definiranje dinamičkih svojstava modela čime su dobivene 

važne informacije o njihovim stvarnim krutostima (vlastitim frekvencijama). Dominantna (prva) 

vlastita frekvencija Modela 1 u uzdužnom smjeru u početnom (neoštećenom) stanju bila je 8,785 

Hz da bi se nakon nekoliko serija seizmičkih testova ona smanjila na 3,047 Hz, što ukazuje na 

reduciranje početne krutosti modela uslijed oštećenja, prvenstveno zidnog ispuna. Kod Modela 
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2, početna je frekvencija bila 7,51 Hz da bi završetkom ispitivanja (nakon 1,4g) ona pala na 

veličinu od 3,11 Hz, uslijed istih razloga kao i kod prethodnog modela. 

 

  
 

Slika 4. Izmjerene frekvencije Modela 1 i Modela 2 

 

 Relativni pomaci Modela 1 i Modela 2, definirani razlikom izmjerenih pomaka vrha i dna 

modela prikazani su na slici 5.  

 

  
 

Slika 5. Relativni pomaci Modela 1 (PGA=0,4g) i Modela 2 (PGA=1,2g) u mm 

 

 Nakon svakog pojedinačnog testa izvršena je vizualna inspekcija nastalih oštećenja. 

Generalna ocjena ponašanja oba modela može se svesti na nekoliko zajedničkih zaključaka: 

- Prvih nekoliko eksperimenata s umjerenim vršnim ubrzanjima prouzročili su samo 

nekoliko manjih pukotina; 

- Posljednji testovi u nizu doveli su do gubitka kompozitnog djelovanja s obzirom da su 

gotovo svi zidovi donja dva kata bili teško oštećeni. 

 

  
 

Slika 6. Oštećenja zidnog ispuna Modela 1 

Početni test 

Nakon PGA = 0.4 g 

Početni test 

Nakon PGA = 1.4 g 
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- Armiranobetonski okvir doživio je samo nekoliko manjih / zanemarivih oštećenja, 

uglavnom koncentriranih na gredama i jako armiranim čvorovima. Vertikalna stabilnost 

konstrukcije nije bila ugrožena. 

 

 
 

Slika 7. Oštećenja zidnog ispuna Modela 1 

 

 Skupovi rezultata dobiveni nakon svake opisane grupe ispitivanja i primjenom različitih 

instrumenata još su u fazi “dotjerivanja” tj. pripreme za daljnju obradu. Ipak, preliminarni 

rezultati pokazuju da zidani ispun ima značajan utjecaj na ponašanje armiranobetonskog okvira 

osobito u područjima niske i umjerene seizmičnosti. Taj utjecaj nestaje kod visokih intenziteta. 

 

 

Zahvale 

 

Istraživanja prikazana u ovom radu provedena su u sklopu istraživačkog projekta „Frame-

masonry composites for modelling and standardization – FRAmed-Masonry“ potpomognutog 

sredstvima Hrvatske zaklade za znanost. Također, u ime svih istraživača na ovom projektu, velika 

zahvala izuzetnom znanstveniku, voditelju projekta prof.dr.sc. Vladimiru Sigmundu. 
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Numeričko modeliranje stvaranja tromba u 

analizi rasta abdominalne aneurizme  
  

Horvat, N.1,  Krizmanić, S.2,  i Karšaj, I.3 
 

 
Sažetak 

Većina aneurizmi abdominalne aorte (AAA) sadrži intraluminalni tromb (ILT) nataložen na 

mjestu proširenja stijenke. Pokazano je da ILT ima značajan biokemijski i mehanički utjecaj na 

stijenku aorte i stoga je bitno modelirati njegovo stvaranje i utjecaj u analizi rasta i promjene 

strukture (growth and remodeling, G&R) aorte.  

U ovom radu razvijen je algoritam za spajanje G&R analize AAA pomoću konačnih 

elemenata i simulacije strujanja krvi pomoću konačnih volumena. Algoritam radi tako da nakon 

određene promjene u geometriji aneurizme (npr. određeno povećanje najvećeg promjera) 

zaustavlja G&R analizu te pokreće simulaciju strujanja krvi na trenutnoj geometriji aneurizme. 

Simulacija strujanja izračunava vremenski osrednjeno posmično naprezanje na stijenci i na 

mjestu gdje je ono manje od granične vrijednosti, algoritam dodaje sloj konačnih elemenata 

tromba te nastavlja G&R analizu. Tijekom jedne G&R analize pokreće se više simulacija 

strujanja krvi, pri čemu se G&R analiza odvija na vremenskoj skali u godinama, a simulacija 

strujanja krvi u sekundama. 

Konačni elementi s ugrađenim G&R modelom omogućuju nam analizu razvoja fuziformne i 

sakularne aneurizme, pri čemu uz pomoć razvijenog algoritma možemo dodatno modelirati 

stvaranje i rast tromba te analizirati njegov biokemijski i mehanički utjecaj  na stijenku aorte. 

 

 
Ključne riječi: abdominalna aneurizma, rast i restrukturiranje, metoda konačnih elemenata, 

hemodinamika, metoda konačnih volumena 
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1 Uvod  
 

Aneurizma abdominalne aorte (AAA) je lokalno i trajno proširenje infrarenalne aorte koje nastaje 

kao posljedica neravnoteže u proizvodnji i razgradnji izvanstanične matrice aorte. Većina AAA 

sadrži intraluminalni tromb (ILT) nataložen na mjestu proširenja stijenke. Tromb je smjesa 

fibrina, krvnih stanica i proteina te produkata razgradnje fibrina. Istraživanja pokazuju da ima 

značajan biokemomehanički utjecaj na stijenku aorte te na tijek razvoja aneurizme (1). Unatoč 

tome, većina numeričkih modela ne uključuje ILT i njegov utjecaj kod modeliranja rasta i 

promjene strukture (growth and remodeling, G&R) aorte. Virag et al. (2), razvili su numerički 

model intraluminalnog tromba s biokemijskim i mehaničkim utjecajem na stijenku aorte te 

pokazali važnost njegovog modeliranja u G&R analizi. Međutim, koristili su idealizirani 

cilindrični model aorte i ILT je dodavan pod pretpostavkom konstantnog luminalnog promjera. 

Obično, ILT se ne akumulira istovremeno s proširenjem aorte i ne pokriva uvijek čitavu površinu 

proširenja. Jedan od parametara koji se može koristiti za predviđanje akumulacije tromba je 

vremenski osrednjeno posmično naprezanje na stijenci (TAWSS), što je prikazano u (3) i (4).  

U ovom radu opisana je razvijena metoda za povezivanje G&R modela aneurizme s 

dodanim itraluminalnim trombom, s analizom strujanja krvi. Analiza strujanja koristi se za 

računanje TAWSS i za predviđanje mjesta i vremena akumulacije tromba. Za modeliranje 

aneurizme koristimo metodu konačnih elementa. Za razliku od semi-anlitičkih metoda koje mogu 

dati rješenje za cilindrični model aneurizme, upotrebom konačnih elemenata omogućena nam je 

analiza osno-simetričnog i nesimetričnog 3D modela AAA. 

 

 

2 Metodologija 
 

Analiza rasta i restrukturiranja aorte i pripadna analiza strujanja krvi, izvode se u iterativnoj 

vremenskoj petlji, pri čemu se G&R simulacija odvija na vremenskoj skali u  godinama, a 

simulacija strujanja na vremenskoj skali u sekundama. Tijekom jedne G&R analize pokreće se 

više analiza strujanja krvi. Algoritam za spajanje simulacija ilustriran je na slici 1. 

G&R analiza počinje od zdrave aorte čija je početna geometrija ravni cilindar. Nastanak 

aneurizme potaknut je lokalnom razgradnjom elastina, pri čemu je razgradnja modelirana pomoću 

Gaussove prostorno-vremenske funkcije. Za fuziformnu aneurizmu gubitak elastina ovisi o 

vremenu i aksijalnoj položaju, dok za sakularnu aneurizmu ovisi i o cirkularnom položaju. Nakon 

određene promjene u geometriji aorte (npr. dovoljno povećanje najvećeg promjera), generira se 

geometrija luminalne površine za analizu strujanja krvi. Na temelju  TAWSS, dobivenog iz 

analize strujanja, određuje se vrijeme i mjesto akumulacije ILTa. Kako je trenutno naš fokus na 

razvoju algoritma za spajanje analiza i na metodi za dodavanje dodatnih konačnih elemenata u 

model tijekom simulacije, koristimo jednostavnu pretpostavku prema kojoj se tromb akumulira 

kad je TAWSS manji od 0,4 Pa. Novi konačni elementi ILTa dodani su na deformiranu 

geometriju i u trenutku dodavanja su bez deformacija i naprezanja. Na njih su prema potrebi 

nametnuti rubni uvjeti simetrije, a tlak je s površine aorte premješten na površinu tromba. Nakon 

dodavanja, nastavlja se G&R analiza do ponovnog pokretanja analize strujanja (npr. nakon 

dovoljnog dodatnog povećanja najvećeg promjera). 
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G&R analiza AAA pomoću MKE

Analiza strujanja krvi pomoću RDF-a

Generiranje geometrije luminalne površine AAA

Dodavanje 
konačnih 

elemenata ILT-a 
u model AAA

Dovoljno povećanje najvećeg 
luminalnog promjera AAA

TAWSS < 0.4 Pa

DA

NE

NE DA

 
 

Slika 1. Algoritam za spajanje analize rasta i restrukturiranje (G&R) AAA i  

analize strujanja krvi  

 

2.1 Modeliranje rasta i restrukturiranja aorte (G&R) 

 

Za modeliranje aorte te njezinog rasta i restrukturiranja, korišten je numerički model opisan u (5). 

Model koristi teoriju spregnutih smjesa prema kojoj su svi konstituenti (u slučaju aorte to su 

elastin, kolagen i mišićna vlakna) ograničeni na zajedničko gibanje, ali svaki od njih može 

posjedovati vlastito stanje naprezanja. Također, u promatranom trenutku, smjesa se sastoji od 

konstituenata, koji su proizvedeni u različitim vremenskim trenutcima u prošlosti i svaki od njih 

ima zasebni i drugačiji gradijent deformiranja. Numerički model je implementiran u programski 

paket za konačne elemente FEAP preko rutina za nove materijalne modele. Za postizanje 

nestlačivosti korištena je Augmented Lagrange metoda. 

 

2.2 Model intraluminalnog tromba 

 

Kako je u ovom radu, naglasak na razvoju algoritma i metode za dodavanje novih konačnih 

elemenata tromba u numerički model aorte,  korišten je postojeći Neo-Hooek materijalni model 

u FEAPu. Time ILT ima mehanički utjecaj na stijenku aorte, ali ne i biokemijski. Sljedeći korak 

je implementacija materijalnog modela iz (2), koji ima mehanički i kompleksni biokemijski 

utjecaj tromba, u FEAP.  

 

2.3 Analiza strujanja krvi 

 

Analize strujanja krvi napravljene su pomoću računalne biblioteke OpenFOAM. Da bi izbjegli 

utjecaj rubnih uvjeta, geometrija modela je produžena na ulaznoj strani te je dodano račvanje s 

ilijačnim arterijama na izlaznoj strani, kao što je za jedan slučaj prikazano na slici 2. Za slučaj 
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fuziformne aneurizme, zbog osnosimetričnosti modela, za analizu je korištena samo jedna 

četvrtina modela, a mreža se sastojala od cca 50000 većinom heksaedarskih elemenata. Na ulazu 

je kao rubni uvjet korišten pulsirajući, parabolični profil brzine na temelju (6). Krv je modelirana 

pomoću BirdCarreau modela kao nenewtonski fluid te je pretpostavljeno laminarno strujanje. 

Analiza je napravljena za 5 srčanih ciklusa, pri čemu je za računanje TAWSS gledan samo peti 

ciklus kad je rješenje uspostavilo cikličnost. Za osnosimetrični model fuziformne aneurizme, 

posmično naprezanje je dodatno i cirkularno osrednjeno. 

 

 
 

Slika 2. Geometrija dobivena iz G&R analize fuziformne aneurizme (lijevo) i geometrija 

korištena za analizu strujanja krvi s produženjem na gornjoj strani te račvanjem i ilijačnim 

arterijama na donjoj strani. 

 

 

3 Rezultati 
 

Razvijeni algoritam za dodavanje ILTa može se primijeniti jednako na nesimetrični model 

sakularne aneurizme, kao i na osnosimetrični model fuziformne aneurizme. U nastavku je 

prikazano dodavanje tromba na jednom slučaju fuziformne aneurizme. 

 Kao što je vidljivo na slici 1., prvo se pokreće G&R simulacija aorte, pri čemu je početna 

geometrija ravni cilindar. Zbog lokalne razgradnje elastina, počinje se stvarati izbočenje na aorti 

koje se s vremenom širi. Za svako povećanje najvećeg polumjera od 0,5 mm, napravljena je 

analiza strujanja krvi kako bi se ustanovilo kod kojeg polumjera TAWSS na nekom dijelu počinje 

biti ispod 0,4 Pa. Iz dijagrama na slici 3. vidimo da je to kod slučaja najvećeg promjera proširenja 

aorte od 13 mm, na visini modela od 52 mm do 59 mm. Nakon tog, na tom dijelu modela, dodan 

je sloj konačnih elemenata tromba. Radi manje numeričke nestabilnosti modela, elementi su 

dodani u dva koraka kao što je prikazano na slici 4. lijevo. Iz rezultata naknadne analize strujanja 

(slika 4. desno) vidimo da je osrednjeno naprezanje manje od granične vrijednosti na rubovima 

sloja tromba pa je u slijedećem koraku sloj proširen s dodatnim elementima. Slika 5. prikazuje 

nekoliko dodavanja naknadnih slojeva elemenata prilikom daljnjeg rasta aneurizme. 
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Slika 3. Cirkularno osrednjeno TAWSS po visini osnosimetričnog modela fuziformne 

aneurizme (slika 2. lijevo) za različite veličine najvećeg promjera proširenja, bez ILTa. 

 

  
 

Slika 4. Dodavanje prvog sloja konačnih elemenata ILT-a (lijevo). Raspodjela TAWSS nakon 

dodavanja prvog sloja ILT-a (desno). 

 

  
 

Slika 5. Vremenski prikaz dodavanja slojeva tromba na osnovi rezultata strujanja krvi. 
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4 Zaključak 
 

U ovom radu predstavljena je metoda za spajanje G&R analize AAA s analizom strujanja krvi, 

pri čemu se iz analize strujanja određuje vrijeme i mjesto dodavanja intraluminalnog tromba. 

Ovakav način dodavanja ILT je dobar korak naprijed u odnosu na dodavanje pod pretpostavkom 

konstantnog lumena. Upotreba konačnih elemenata omogućuje analizu 3D modela aneurizmi, a 

razvijena metoda za dodavanje novih konačnih elemenata za vrijeme simulacije na deformiranu 

geometriju modela, može se koristiti za dodavanje ILT i pod drugačijim pretpostavka. Primjerice, 

uz vremenski osrednjeno posmično naprezanje, dodatno se može promatrati potencijal aktivacije 

trombocita. Također mogu se koristiti statistički podaci dobiveni iz analize pacijenata za 

određivanje vremena i mjesta akumulacije tromba. Trenutno, dodani ILT ima samo mehanički 

utjecaj na stijenku aorte pa je slijedeći korak implementacija biokemijskog utjecaja u konačne 

elemente.  
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Utjecaj numeričke mreže na opstrujavanje oko 

pojednostavljenog modela automobila 
 

Hreljac, I.1, Čarija, Z.2 i Lučin, B.3 
 
Sažetak 

Veći broj eksperimentalno dobivenih rezultata mjerenja za opstrujavanje oko pojednostavljenog 

modela automobila (Ahmed body) dostupan je u literaturi. Poseban naglasak je na promjeni 

nagiba stražnjeg kraja modela čime se značajno mijenja karakter strujanja fluida. U radu su 

napravljene numeričke simulacije čiji rezultati su uspoređeni s mjerenim rezultatima iz literature 

kako bi se ispitao utjecaj numeričke mreže na točnost rješenja turbulentnih modela korištenih u 

software-u FLUENT. 

S obzirom da se radi o složenom turbulentnom strujanju, potrebno je pravilno prilagoditi 

numeričku mrežu budući da značajno utječe na vrijeme trajanja proračuna kao i na točnost 

rezultata. Veći broj elemenata numeričke mreže, ukoliko su raspoređeni na pravilan način, 

povećava točnost rezultata, ali značajno povećava vrijeme trajanja proračuna.  

Promatran je utjecaj smještaja i veličine volumnih elemenata strukturirane i 

nestrukturirane mreže na način da se minimizira broj elemenata numeričke mreže i time smanji 

vrijeme potrebno za izračun simulacije, a postigne zadovoljavajuća točnost rješenja, tj. 

odstupanje od mjerenih rezultata. Utjecaj numeričke mreže ispitan je za različite turbulentne 

modele. 

 
 

Ključne riječi: numerička mreža, CFD, turbulentni modeli, Ahmed body 
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1 Uvod 
 

Pojednostavljeni model automobila, poznat i kao „Ahmed body“ prvi puta je opisan 1984. godine, 

a naziv je dobio po svom autoru S. R. Ahmedu. (1) Karakteristika modela je da promjenom nagiba 

stražnjeg dijela automobila dolazi do vrtloženja, a nakon kuta većeg od 30º dolazi do potpunog 

odvajanja fluida. Zbog jednostavne izvedbe geometrije automobila u literaturi je dostupan veći 

broj eksperimentalnih ispitivanja za različite nagibe stražnje površine. Na taj način rezultati 

dobiveni računalnim simulacijama mogu se validirati usporedbom s eksperimentalnim 

rezultatima.  

U ovom radu analiziran je utjecaj numeričke mreže i različitih turbulentnih modela na 

rezultate dobivene pomoću numeričkih simulacija koji su uspoređeni s eksperimentalnim 

rezultatima kako bi se optimirala numerička mreža kod problema opstrujavanja oko tijela. 

 

 

2 Postavke simulacije 
 

Geometrija je izrađena za pojednostavljeni model automobila pri kutu stražnjeg nagiba od 25º te 

je nepromjenjiva za sve računalne simulacije. Za nestrukturiranu mrežu korištena je geometrija s 

uključenim nožicama na kojima je postavljen model, dok je za izradu strukturirane mreže, zbog 

pojednostavljenja izrade, korištena geometrija bez nožica.  

Za proračunsku domenu strujanja fluida definirana je duljina domene od 8L (L = 1,044 m 

što predstavlja duljinu automobila) pri čemu 2L ispred automobila i 5L nakon automobila, širina 

domene L i visina domene 2L. Navedena dimenzija širine se odnosi na polovicu (simetriju) 

domene zbog simetričnosti geometrije automobila. Završetak automobila je postavljen u ishodište 

koordinatnog sustava, dok se automobil nalazi u negativnom dijelu osi x što je vidljivo na slici 1. 

Brzina strujanja fluida u domeni postavljena je na 40 m/s, zidovi domene koji predstavljaju zidove 

zračnog tunela definirani su kao stijenke na kojima nema trenja, a korišteni su k-epsilon standard, 

k-epsilon realizable, k-omega standard i k-omega SST turbulentni modeli u komercijalnom 

rješavaču FLUENT. U simulacijama u kojima se promatrao utjecaj numeričke mreže korišten je 

k-epsilon standard model. 

 

 
 

Slika 1. Geometrija modela s dimenzijama i postavljenim koordinatnim sustavom 
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2 Postavke i utjecaj numeričke mreže 
 

Kako bi se ispitao utjecaj numeričke mreže izrađene su strukturirane i nestrukturirane mreže s 

podjednakim brojem elemenata. Kao mjera odstupanja simulacije od mjerenih rezultata 

napravljena je usporedba koeficijenata otpora na prednjem kraju, stražnjem kraju, skošenju te 

cjelokupnog koeficijenta otpora na automobilu. (1) Usporedba s mjerenim rezultatima 

napravljena je za numeričke mreže s 50 000, 100 000, 250 000 i 500 000 elemenata. 

Eksperimentalni rezultati su prikazani u tablici 1 i služe kao referentna vrijednost za sve ostale 

usporedbe. Vidljivo je da se povećanjem broja elemenata numeričke mreže smanjuje odstupanje 

od mjerenih rezultata. Kada je visina prve ćelije uz stijenke automobila prilagođena za pojedine 

površine kako bi se zadovoljile smjernice za y+ također je uočeno smanjenje odstupanja.  

Numerička mreža s oko 0,5 milijuna elemenata s prilagođenom visinom prvog graničnog 

sloja kako bi bile zadovoljene smjernice za y+ uzeta je za daljnje razmatranje parametara 

numeričke mreže (slika 2). 

 

Tablica 1. Eksperimentalni rezultati (1) i koeficijenti otpora dobiveni simulacijom 

 

 
 

Stražnji kraj Prednji kraj Skošenje Ukupno

0,086 0,018 0,141 0,285

Broj elemenata y+ Stražnji kraj Prednji kraj Skošenje Ukupno

50 000 ~ 400 0,125 0,085 0,150 0,421

100 000 ~ 400 0,104 0,067 0,139 0,373

250 000 ~ 400 0,090 0,053 0,139 0,346

500 000 ~ 400 0,091 0,053 0,139 0,346

50 000 30-100 0,133 0,075 0,154 0,416

100 000 30-100 0,107 0,040 0,149 0,354

250 000 30-100 0,095 0,034 0,147 0,336

500 000 30-100 0,095 0,031 0,147 0,337

50 000 ~ 400 0,129 0,092 0,135 0,392

100 000 ~ 400 0,108 0,081 0,138 0,365

250 000 ~ 400 0,089 0,064 0,125 0,312

500 000 ~ 400 0,137 0,044 0,140 0,336

50 000 30-100 0,161 0,045 0,136 0,380

100 000 30-100 0,148 0,033 0,145 0,366

250 000 30-100 0,128 0,026 0,144 0,338

500 000 30-100 0,122 0,020 0,145 0,323

Koeficijent otpora CdNestrukturirana

Koeficijent otpora Cd

Eksperimentalni rezultati

Strukturirana
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a) b) 

 

Slika 2. a) Strukturirana i b) nestrukturirana mreža za 0.5 milijuna elemenata 

 

3 Rezultati simulacija  
 

Detaljnije ispitivanje utjecaja parametara numeričke mreže za nestrukturiranu mrežu provedeno 

je variranjem broja graničnih slojeva (Nl) i njihovog koeficijenta rasta (Kr), gdje su odstupanja 

(∆Cd) od eksperimentalnih rezultata prikazana na slici 3. Ukupni koeficijent otpora je za sve 

simulacije oko 20% veći od eksperimentalno određenog (oko 0,05), a promjenom parametara 

numeričke mreže može se smanjiti odstupanje za oko 2%. Odstupanje je izraženo kao suma 

apsolutnog odstupanja pojedinačnih koeficijenata otpora. Da bi se zadovoljile smjernice za y+ 

potrebno je da pojedine površine imaju različite visine prvog graničnog sloja. Kako za veći broj 

graničnih slojeva dolazi do većih razlika u ukupnoj visini graničnih slojeva dolazi do deformacije 

mreže što može biti uzrok većih odstupanja od mjerenja.  

Za jednake postavke graničnih slojeva i ugušćenja oko automobila varirana je maksimalno 

dozvoljena veličina elementa u cijeloj domeni tj. broj elemenata u numeričkoj mreži. Odstupanja 

su prikazana u tablici 2.  

 

Tablica 2. Utjecaj veličine numeričke mreže na odstupanje od eksperimenta 

 

Broj elemenata 650 939 696 476 770 702 1 291 493 1 852 212 

Veličina maksimalnog 

elementa [m] 
0,08 0,07 0,06 0,04 0,03 

∆Cd 0,0477 0,0488 0,0473 0,0456 0,0425 

 

 

 
 

Slika 3. Utjecaj broja graničnih slojeva i koeficijenta rasta na odstupanje od eksperimenta 
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Za validaciju simulacije korišteni su i dostupni podaci o mjerenjima profila brzina (2). 

Usporedba je provedena za 264 profila brzina. Na slici 4 prikazani su profili brzina u ravnini 

simetrije za profil na udaljenosti x=-1,062 koji se nalazi na početku automobila i za profil brzina 

x=0,188 koji se nalazi iza automobila, u području turbulencije. Za nestrukturiranu mrežu najveće 

odstupanje zamjećuje se na stražnjem dijelu automobila, dok se profili brzina na prednjoj strani 

automobila dobro podudaraju. To je i očekivano s obzirom da se najveći vrtložni poremećaj nalazi 

na stražnjem dijelu automobila. Za strukturiranu mrežu se također primjećuju veća odstupanja na 

stražnjem dijelu automobila od prednjeg, ali su u usporedbi s nestrukturiranom mrežom 

odstupanja nešto veća.  

 

 
 

Slika 4.  Profili brzina nestrukturirane mreže na ravnini simetrije za udaljenosti a) x=-1,062 i b) 

x=0,188 i profili brzina strukturirane mreže za udaljenosti c) x=-1,062 i d) x=0,188 

 

Utjecaj turbulentnih modela je ispitan primjenom k-epsilon standard, k-epsilon realizable, 

k-omega i k-omega SST turbulentnih modela. U tablici 3 su prikazani rezultati navedenih 

simulacija te utjecaj reda točnosti primjenjenih metoda diskretizacije pojedinih članova 

transportnih jednadžbi. 

Za k-epsilon modele najveći utjecaj na točnost rješenja zabilježen je prelaskom na drugi 

red točnosti diskretizacije konvektivnog dijela momentne jednadžbe kada je točnost dobivenog 

rješenja poboljšana gotovo 40%. Primjena diskretizacije drugog reda točnosti tlaka i turbulentnih 

značajki nije daljnje značajnije utjecala na točnost. Manja odstupanja dobivena su za k-epsilon 
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realizable model. Kod rješavanja s k-omega modelima prelaskom na druge redove točnosti 

pojavljuje se nestabilnost u dostizanju rješenja što se manifestira oscilacijama koeficijenta otpora 

u svakoj iteraciji, te ih zbog toga nije moguće precizno odrediti. 

 

Tablica 3. Rezultati za koeficijente otpora Cd za različite turbulentne modele 

 

  
 

 

4 Zaključak 
 

Povećanjem broja elemenata numeričke mreže kao i pravilno podešavanje graničnih slojeva oko 

stijenki automobila omogućava dobivanje točnijih rezultata. Kao mjerene veličine koje upućuju 

na odstupanje od eksperimentalnih rezultata korišteni su koeficijent otpora i profili brzina. 

Usporedba profila brzina daje precizniju informaciju o mjestu najvećih odstupanja u promatranoj 

domeni što omogućuje daljnje ciljano podešavanje numeričke mreže. Na koeficijent otpora 

najviše utječu postavke turbulentnih modela, gdje se najveća promjena događa prilikom prelaska 

s prvog reda točnosti diskretizacije konvektivnog dijela momentne jednadžbe na drugi red 

točnosti.  

Najveće odstupanje u koeficijentu otpora može se primjetiti na prednjoj površini auta, što 

se može objasniti činjenicom da svi korišteni turbulentni modeli pretpostavljaju potpuno 

razvijeno turbulentno strujanje uz čvrstu stijenku dok se u stvarnosti profil brzina razvija iz 

početno laminarnog u turbulentni profil brzine. Primjenom turbulentnih modela koji omogućuju 

postepeni razvoj laminarnog u turbulentni granični sloj vjerojatno bi se omogućilo daljnje 

poboljšanje rješenja. 
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Stražnji kraj Skošenje Prednji kraj Ukupno Stražnji kraj Skošenje Prednji kraj Ukupno

1. red 0,135 0,152 0,079 0,441 0,135 0,153 0,079 0,439

2.red mom. jedn. 0,093 0,146 0,030 0,333 0,096 0,127 0,027 0,309

2. red tlaka 0,095 0,145 0,030 0,331 0,094 0,132 0,028 0,031

2. red turb. 0,110 0,149 0,030 0,352 0,099 0,147 0,029 0,334

1. red 0,124 0,147 0,085 0,050 0,129 0,150 0,079 0,428

2. red mom. jedn. / / / / / / / /

2. red tlaka 0,097 0,125 0,034 0,318 / / / /

2. red turb. 0,090 0,128 0,032 0,313 / / / /

k-epsilon standard k-epsilon realizable

k-omega standard k-omega SST
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Koopmanovi modovi strujanja oko rotiraćujeg 

cilindra 
 

Ivić, S.1, Črnjarić-Žic, N.2 i Maćešić, S.3 

 

 
Sažetak 

U jeku napretka u nedavnim istraživanjima na polju teorije Koopmanovog operatora, područje 

dekompozicije dinamičkih sustava na Koopmanove modove postaje vrlo atraktivno i primjenjivo 

na mnoge realne probleme. Opstrujavanje cilindra, kako mirujućeg tako i rotirajućeg, je naizgled 

jednostavna tema koja, međutim, ima mnogo primjena u stvarnim inženjerskim problemima pa 

je zbog toga iscrpno istraživana u području mehanike fluida. 

 U ovom radu je strujno polje oko rotirajućeg cilindra, dobiveno pomoću računalne 

simulacije strujanja, promatrano kao periodički dinamički sustav. Dekompozicijom takvog 

sustava na tzv. Koopmanove modove može se postići vrlo precizna redukcija modela i bolji uvid 

u dinamiku promatranog strujanja kroz frekvencijski spektar promatranog sustava. 

 Prezentirani rezultati prikazuju spektar i prostorni utjecaj pojedinih modova, te daju 

ocjenu i usporedbu greške rekonstrukcije strujnog polja koristeći reducirani model za strujanje 

oko rotirajućeg cilindra. 

 

 
Ključne riječi: opstrujavanje cilindra, OpenFOAM, Koopmanovi modovi, redukcija modela 
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1 Uvod 
 

Proučavanje opstrujavanje cilindra i von Karmanovih vrtloga je neiscrpna tema dinamike fluida. 

Uvođenjem rotacije cilindra dolazi do manifestacije još jednog zanimljivog fizikalnog fenomena 

– Magnusovog efekta. Na tijelo u vrtnji stvara se bočni potisak zbog razlike u tlaku  fluida na 

stijenke rotirajućeg cilindra. Posljedično, dolazi do smanjenja sile otpora te do povećanja sile 

uzgona koja se u ovom slučaju često naziva Magnusova sila. Opisana svojstva ponukala su mnoge 

primjene rotirajućeg cilindra za stabilizaciju, optimizaciju ili kontrolu strujanja fluida. 

 Ovisno o brzini rotacije cilindra (reprezentirano pomoću α - omjera obodne brzine cilindra 

i karakteristične brzine strujanja), tok fluida oko cilindra konvergira ka stacionarnom ili 

periodičkom strujanju (1). Periodičko strujanje se postiže za dva nepovezana raspona brzine 

rotacije (0 ≤ α ≤ 1,91 i 4,34 ≤ α ≤ 4,80), dok je strujanje stacionarno za ostale režime rotacije. 

 Koopman je u svom radu (2) postavio teroriju linearnog operatora, danas poznatog kao 

Koopmanov operator. Napretkom numeričkih metoda u posljednjih 10-a godina Koopmanova 

teorija se počela primijenjivati na razne inženjerske probleme. Posebno se ističe primjena u 

mehanici fluida (3). Analiza Koopmanovih modova strujanja oko mirujućeg cilindra 

predstavljena je u (4). 

 

 

2 Simulacija strujanja oko rotirajućeg cilindra 

 

Promatramo strujanje fluida oko rotirajućeg cilindra pri relativno malom Reynoldsovom broju 

(Re = 200). Pri takvom režimu, strujanje je laminarno i dominantno dvodimenzionalno, pa se 

model strujanja temelji na nekompresibilnim Navier-Stokes jednadžbama: 

 
𝜕𝒖

𝜕𝑡
= −(𝒖 ⋅ 𝛻)𝒖 + 𝜈𝛥𝒖 −

1

𝜌
𝛻𝑝 (1) 

 𝛻 ⋅ 𝒖 = 0 (2) 

gdje su polje brzine u i tlak p varijable stanja, ν je kinematička viskoznost i ρ je gustoća fluida. 

 Promatrana domena strujanja je pravokutna i proširena kako bi se umanjio utjecaj rubova 

domene (Slika 1). Na rubove domene postavljeni su prikladni rubni uvjeti polja brzine: na ulazu 

je zadana uniformna brzina, na gornjoj i donjoj granici rubni uvjet idealno glatke stjenke (tzv. 

"slip" uvjet), na izlazu je postavljen von Neummanov rubni uvjet. Dirichlet-ov rubni uvjet na 

stjenci cilindra uvjetuje da fluid uz sam cilindar ima brzinu jednaku stjenci cilindra. Za tlak, 

korišten je Von Neummanov rubni uvjet na svim rubovima domene izuzev izlaznog ruba na 

kojem je propisan konstantni tlak. Ulazna brzina određena je tako da se za strujanje postiže 

Re=200. 

 Brzina rotacije cilindra mjerena je bezdimenzijskom veličinom α, koja predstavlja omjer 

između obodne brzine stjenke cilindra te karakteristične brzine strujanja tj. ulazne brzine. 

Odabirom α=4.5, postiže se nestabilnost toka gdje je strujanje periodično, ali vrtloženje je 

jednostrano (1). 
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Slika 1. Skica domene za računalnu simulaciju strujanja 

 

 Simulacija laminarnog neturbulentnog strujanja provedena je pomoću OpenFOAM-ovog 

numeričkog rješavača icoFOAM (5). Za računalnu simulaciju strujanja korištena je strukturirana 

numerička mreža koju čini 86000 ćelija. 

 

 

3 Dekompozicija strujanja na Koopmanove modove 

 

Strujanje fluida može se promatrati iz perspektive dinamičkih sustava kao autonomni sustav: 

 𝒙̇ = 𝐅(𝒙) (3) 

gdje x predstavlja vektor stanja sustava čiju dinamiku određuje funkcija F. 

 Koopmanova teorija je generalna i neovisna o fizikalnim svojstvima promatranog 

dinamičkog sustava te je primjenjiva i na diskretne dinamičke sustave. To nam, u slučaju strujanja 

fluida, omogućuje primjenu na podacima, bilo mjerenih ili simuliranih rezultata, umjesto direktno 

na rješenja Navier-Stokesovog modela. Diskretni sustav koji pripada jednadžbi (3) možemo 

definirati kao 

 𝒙𝑘+1 = 𝑇(𝒙𝑘) (4) 

gdje je T operator koji opisuje evoluciju u vremenu sustava (3) uz diskretizaciju kod koje je 𝒙𝑘 =

𝒙(𝑡𝑘),   𝑡𝑘 = 𝑘Δ𝑡 , 𝑘 = 0,1,2, … , te Δ𝑡 vremenski korak. 

 Koopmanov operator U je beskonačno-dimenzionalni linearni operator definiran kao 

 𝑈𝑔(𝒙) = 𝒈(𝑇(𝒙)) (5) 

gdje g funkcija promatranja (eng. observable) koja preslikava vektor stanja x. Iako je izbor 

funkcije g slobodan i funkcija može biti proizvoljna, prikladna funkcija promatranja može 

pospješiti dobivene rezultate.  

 Svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije operatora U zadovoljavaju 

 𝑈𝜑𝑗(𝒙) = 𝜇𝑗𝜑𝑗(𝒙) (6) 

 𝜇𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝛥𝑡 (7) 

gdje je λ=σ+iω Koopmanova svojstvena vrijednost. Poznavajući Koopmanove svojstvene 

funkcije φ, svojstvene vrijednosti λ i svojstvene vektore v, moguće je rekonstruirati funkciju 

promatranja koja je u ovom slučaju jednaka polju brzina g(x)=u(x): 
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 𝐮(𝒙(𝑡)) = ∑𝜑𝑗(𝒙(0))𝒗𝑗𝑒
(𝜎𝑗+𝑖𝜔𝑖)𝑡 (8) 

  

Koopmanovi svojstveni vektori, ili Koopmanovi modovi, u ovom radu, opisuju utjecaj 

svake komponente brzine u u promatranim točkama u dinamici definiranoj pripadajućom 

svojstvenom vrijednošću λ. Realni dio svojstvene vrijednosti σ definira rast ili prigušenje 

promatranog strujnog polja, dok je harmonično ponašanje sadržano u frekvenciji moda tj. 

imaginarnom djelu ω. Amplituda, tj. utjecaj pojedinog moda kao i fazni pomak (u odnosu na 

odabrani početno stanje strujnog polja) sadržani su u kompleksnoj vrijednosti Koopmanove 

svojstvene funkcije φ. 

 Koopmanovi modovi se mogu numerički aproksimirati koristeći DMD algoritam (6). 

Aproksimacija podrazumijeva konačnu dimenzionalnost linearnog operatora, što znači konačni 

broj Koopmanovih modova te pripadajućih svojstvenih vrijednosti i svojstvenih funkcija. 

 

 

4 Rezultati 
 

Strujno polje dobiveno računalnom simulacijom je interpoliranu u točkama uniformne 

pravokutne mreže veličine 126x76 na području [-5,20]x[-5,10]. U ukupno 9576 točaka 

promatrana su stanja 𝑢𝑥 i 𝑢𝑦, što čini ukupno 19152 funkcije promatranja koje su uzorkovani u 

periodu potpuno perodičnog toka od 100 s sa korakom uzorkovanja Δt=0.1 s. 

 Na Slici 2 prikazan je spektar koopmanovih modova. Uz svaku frekvenciju (f=ω/2π) 

najznačajnijih modova asociran je i utjecaj moda procijenjen kao L2 norma moda skalirana sa 

normom stacionarnog moda, za koji je σ=0 i ω=0. Jasno se vidi kako utjecaj modova viših 

frekvencija slabi, što znači da je za relativno točnu rekonstrukciju potrebno u obzir uzeti vrlo mali 

broj modova. Kod harmoničkog strujanja, frekvencije modova su višekratnici frekvencije prvog 

harmoničkog moda, kao što je pokazano za strujanje oko mirujućeg cilindra u (4). Frekvencija 

prvog harmoničkog moda podudara se sa frekevencijom vrtloženja ili tzv. Strouhalovom 

frekvencijom. 

 

 

Slika 2. Frekvencije Koopmanovih modova (skalirane sa L2 normom prvog harmoničkog moda) 

 

 Na temelju određenih utjecaja Koopmanovih modova (Slika 2), odabrano je 6 

najznačajnijih modova te su vizualiziran njihova pripadajuće strujna polja (Slika 3). Nulti mod je 

stacionarni mod koji predstavlja prosječno strujno polje promatranog strujanja, dok su ostali 

modovi harmonički i asocirani sa određenom frekvencijom ω. Porastom frekvencije 
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Koopmanovih modova strujnog polja raste i prostorna kompleksnost strukture samog moda ali i 

značajno opada njegov utjecaj u rekonstrukciji strujnog polja. Već pri korištenju samo nekoliko 

modova, greška rekonstrukcije je vrlo prihvatljiva za većinu tehničkih primjena. Razlike između 

strujnog polja dobivenog CFD simulacijom i strujnog polja rekonstruiranog preko Koopmanovih 

modova, mjernjiva je pomoću relativne L2 norme: 

 

 𝜖 =
‖𝒖𝑐𝑓𝑑 − 𝒖𝐾𝑜𝑜𝑝𝑚𝑎𝑛‖

‖𝒖𝑐𝑓𝑑‖
 (5) 

Koristeći najznačjanijih 21 Koopmanov mod, 1 stacionarni i 10 konjugirano kompleksnih 

parova harmonijksih modova, rekonstrukcija promatranog strujnog polja postiže grešku manju 

od ϵ=10-4. Vrlo je bitno da kod harmoničkih dinamičkih sustava, kao što je promatrano strujanje 

oko rotirajućeg cilindra, greška rekonstrukcije Koopmanovim modovima ne raste u vremenu. 

 

 

Slika 3. Koopmanovi modovi strujnog polja pri opstrujavanju rotirajućeg cilindra 
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5 Zaključak 

 

Rezultati računalne simulacije strujanja oko rotirajućeg cilindra, pri Re=200 i α=4.5, upotrebljeni 

su za konstrukciju reduciranog modela koristeći Koopmanove modove. Analizom vlastitih 

vrijednosti može se zaključiti da je strujanje harmoničko te da su frekvencije oscilacije 

Koopmanovih modova višekratnici osnovne Strouhalove frekvencije. 

 Dekompozicija na Koopmanove modove je vrlo precizna i proračunski nije previše 

zahtjevna, a omogućava jednostavnu rekonstrukciju strujnog polja uz zanemarive greške i red 

veličine manje računalne zahtjeve u odnosu na CFD simulaciju.  

 Koopmanovi modovi mogu dati detaljniji uvid u fizikalna svojstva promatranog sustava, 

što potencijlano olakšava dizajniranje primjene rotirajućeg cilindra za stabilizaciju, optimizaciju 

ili kontrolu strujanja fluida. 
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Usporedba mješovitih bezmrežnih pristupa za 

modeliranje problema gradijentne elastičnosti  

(12pt)  

Jalušić, B.1, Jarak, T.2 i Sorić, J.3 
(12pt) 

(12pt) 
Sažetak 

Posljednjih godina, cilj znanstvenih istraživanja je poboljšati modeliranje različitih fizikalnih 

pojava, kao što su popuštanje materijala i lokalizacija deformacija, koje se ne mogu dovoljno 

točno opisati pomoću klasične teorije kontinuuma. Za rješavanje jednadžbi pridruženih teorijama 

višeg reda potreban je visok stupanj kontinuiteta funkcija oblika. Dakle, upotreba metode 

konačnih elemenata (MKE) za rješavanje problema gradijentne elastičnosti zahtijeva primjenu 

elemenata sa složenim funkcijama oblika i velikim brojem čvornih stupnjeva slobode. U 

usporedbi s MKE, funkcije oblika proizvoljnog stupnja kontinuiteta mogu u bezmrežnim 

metodama biti izvedene na jednostavniji način korištenjem manjeg broja čvornih nepoznanica. 

Stoga se bezmrežni pristupi čine prikladnijima za modeliranje deformiranja materijala primjenom 

gradijentnih teorija. U ovom radu, diferencijalna jednadžba četvrtog reda kojom je opisan 

problem Aifantisove gradijentne elastičnosti razdvaja se u dva sastavna problema opisana 

diferencijalnim jednadžbama drugog reda. Sastavni problemi se tada rješavaju jedan za drugim, 

gdje se rješenje prvog koristi kao ulazni parametar za rješavanje drugog problema. Razmatraju se 

dva različita načina razdvajanja jednadžbe četvrtog reda, prvi je temeljen na pomaku, a drugi na 

deformaciji kao nepoznatom polju. Za diskretizaciju obaju problema koriste se mješovite 

kolokacijske metode. Rezultati su prikazani na reprezentativnom primjeru, te analizirani s 

obzirom na korišteni postupak razdvajanja jednadžbe četvrtog reda. 
 

 
Ključne riječi: kolokacijska metoda, mješoviti pristup, gradijentna elastičnost 
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1 Uvod  
 

Razmatra se mješovita bezmrežna lokalna Petrov-Galerkinova metoda (1) za modeliranje 

deformiranja materijala primjenom gradijentne elastične teorije (2). Pritom je korištena teorija 

višeg reda s jednim mikrostrukturnim parametrom (3). Analiza deformiranja materijala 

Aifantisovom gradijentnom teorijom (3) matematički je problem opisan diferencijalnom 

jednadžbom četvrtog reda. Prilikom rješavanja problema javlja se potreba za izračunavanjem 

derivacija visokog reda kao i zadovoljavanje složenih rubnih uvjeta na vanjskim granicama (4). 

U ovom radu spomenuti nedostaci ublaženi su preoblikovanjem cjelovitog problema u dva 

sastavna problema, klasični (lokalni) i gradijentni (ne-lokalni), opisana jednadžbama drugog reda 

(4). Primijenjena je aproksimacija koja posjeduje interpolacijska svojstva (5), kojom je 

omogućeno izravno zadovoljavanje osnovnih rubnih uvjeta. U oba sastavna problema sustav 

jednadžbi je zatvoren postavljanjem kinematičkih relacija koje povezuju aproksimirane veličine 

polja. Korištene mješovite formulacije i pristupi su detaljno prikazani u (1). Korištena su dva 

različita načina razdvajanja originalne jednadžbe koji su objašnjeni u drugom poglavlju. Također, 

prikazane su dobivene diferencijalne jednadžbe kao i pripadajući rubni uvjeti za dva razmatrana 

pristupa ( u -RA i e -RA). Učinkovitost prikazanih pristupa prikazana je u 3. poglavlju pomoću 

jednog numeričkog primjera u kojem je analiziran utjecaj mikrostrukturnog parametra na odziv 

konstrukcije. Odnosno, za oba pristupa razdvajanja razmatrana je pojava efekta utjecaja veličine 

uzorka na odziv konstrukcije. U završnom poglavlju dani su zaključci i smjernice za daljnja 

istraživanja. 

 (10pt) 

2 Bezmrežni postupci za rješavanje problema gradijente elastičnosti 
(10pt) 

 

Dvodimenzijski homogeni materijal koji zauzima područje   omeđeno globalnom granicom   

shematski je prikazan na slici 1. S obzirom da se izvorni problem razdvaja na dva sastavna, 

globalne granice poprimaju oznake 
c  i 

g  gdje se gornji indeksi odnose na klasični (lokalni) 

odnosno gradijentni (ne-lokalni) problem rubnih vrijednosti. 
 

 
(10pt) 

Slika 1. Razmatrano područje s prikazanim rubnim uvjetima i pripadnim granicama 
 

2.1 Jednadžbe gradijentne elastičnosti 

(10pt) 

Za sustav prema slici 1, jaki oblici 2D jednadžbi ravnoteže moraju biti zadovoljeni u svim 

čvorovima unutar područja materijala, 
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,

0, unutar .j iij x
b     (1)  

Sukladno Aifantisovoj teoriji (2), cjelovito naprezanje ij  definirano je kao razlika klasičnog 

Cauchyevog naprezanja ij  i naprezanja višeg reda ij , 

   ,ij ij ij       (2)  

gdje su spomenuta naprezanja jednaka 

   ,ij ijkl klC   (3)  

    2 2 .ij ijkl klC l    (4)  

U jednadžbama (3) i (4), ijklC  označava materijalni tenzor, kl  tenzor deformacije cjelovitog 

problema, a l  mikrostrukturni parametar. Kinematičke relacije cjelovitog problema koje 

povezuju polje deformacija i pomaka mogu se zapisati kao 

    , , / 2.kl k l l ku u    (5)  

Uvrštavanjem jednadžbi (3) i (4) u relaciju (2) dobiva se konstitutivna relacija u malo drugačijem 

obliku 

    2

, .ij ijkl kl kl mmC l       (6)  

Uvrštavanjem (6) u relaciju (1) dobiva se jednadžba koja nije prikladna za numeričko rješavanje 

problema zbog potrebe za izračunavanjem visokog reda derivacija, ne samo u jednadžbi 

ravnoteže već i u pripadnim rubnim uvjetima (4). Stoga se izvorni problem može preoblikovati u 

dva sastavna problema opisana diferencijalnim jednadžbama drugog reda na sljedeća dva načina. 

(10pt) 

2.2 u -RA pristup 

(10pt) 

Uvrštavanjem relacija (2) - (5) u jednadžbe ravnoteže (1), dobiva se diferencijalna jednadžba 

četvrtog reda kojom je opisano gradijentno elastično ponašanje materijala 

      2 2 2 2

, ,

1
0, unutar .

2
ijkl k k l l ijl jk

C u l u u l u b        
 

 (7) 

Gornja diferencijalna jednadžba gradijentne elastičnosti četvrtog reda po polju pomaka može se 

preoblikovati u dva sastavna problema na način da se izrazi u okruglim zagradama proglase 

novim klasičnim (lokalnim) poljem pomaka 
c

ku , 

  c c

, , ,

1
0, unutar .

2
ijkl k jl l jk ij

C u u b     (8) 

Zamjena je moguća s obzirom da rezultira diferencijalnom jednadžbom drugog reda koja opisuje 

klasično ponašanje linearno elastičnog homogenog materijala. Druga sastavna jednadžba 

problema slijedi iz supstitucije i glasi 

   
g 2 g c

, , unutar .i i mm iu l u u    (9) 

Problemi rubnih vrijednosti definirani jednadžbama (8) i (9) rješavaju se sada stupnjevanom 

strategijom, odnosno jedan za drugim, gdje se rješenje prvog problema koristi kao ulazni 

parametar za drugu diferencijalnu jednadžbu. Relacija (8) zapravo sada označava jednadžbu 

problema klasične elastičnosti (2). Stoga jednadžbe (8) i (9) moraju zadovoljavati rubne uvjete 

propisane na vanjskoj granici   prikazanoj na slici 1, odnosno 
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c c c c c c c c

u t, na , , na ,i i i ij j iu u t n t          (10)  

   
2 g

g g g g g g

u tg 2
, na , , na .i

i i i i

u
u u R R

n


    


  (11) 

 

2.3 ε -RA pristup 

(10pt) 

Uvrštavanjem jednadžbe (6) u jednadžbe ravnoteže (1), dobiva se diferencijalna jednadžba trećeg 

reda po polju deformacija kojom je također opisano gradijentno ponašanje materijala 

    2

, ,
0, unutar .ijkl kl kl mm ij

C l b      (12) 

Ukoliko se sada izraz u zagradi u gornjoj jednadžbi zamijeni s klasičnim (lokalnim) poljem 

deformacije izravno slijedi prva sastavna jednadžba ovog pristupa 

   
c

, 0, unutar ,ijkl kl j iC b     (13) 

dok druga slijedi iz same zamjene 

   
g 2 g c

, , unutar .ij ij mm ijl      (14) 

Jednadžba (13) zapravo je jednaka jednadžbi (8) ukoliko se u nju uvrste kinematičke relacije 

definirane prema jednadžbi (5). Stoga se mora spomenuti da se klasično (lokalno) rješenje 

problema kod oba pristupa može izračunavati na isti način. Nadalje, rubni uvjeti klasičnog 

problema ostaju jednaki kao i kod u -RA pristupa i definirani su prema (10). Međutim, zbog 

drugačije druge jednadžbe problema dolazi do promjene rubnih uvjeta ne-lokalnog problema te 

stoga oni prema (4) glase 

   
g

g g g g g g

u tg
, na , , na .

ij

ij ij ij ijR R
n


 


    


  (15) 

(10pt) 

3 Numerički primjer10pt) 
3.1 Membrana opterećena konstantnim površinskim opterećenjem 

(10pt) 

Membrana jedinične debljine, duljine 6L  , visine 3H   opterećena je na desnom kraju 

jednolikim površinskim opterećenjem u smjeru osi x , prema slici 2. Svi korišteni klasični i 

gradijentni rubni uvjeti također su prikazani na slici. Pritom su u oba pristupa ( u -RA i e -RA) 

korišteni jednaki klasični rubni uvjeti, što nije slučaj pri rješavanju gradijentne (ne-lokalne) 

jednadžbe. Materijalna svojstva membrane definirana su Youngovim modulom 1E   i 

Poissonovim faktorom 0,25  . Za diskretizaciju membrane korištena je mreža koja je sastoji 

od 153 jednoliko razmaknuta čvora. Na numeričkom primjeru analizirana je mogućnost 

mješovitih kolokacijskih pristupa da opišu utjecaj mikrostrukture na odziv konstrukcije, što je 

postignuto mijenjanjem parametra l . Prije prikaza numeričkih rezultata definiramo pomoćnu 

veličinu zvanu omjer deformacija R  koja će nam poslužiti za analizu rezultata. Omjer 

deformacija razmatran je u točki A s koordinatama 0,375, 1,5x y  , a računa se prema      

   
 
 

c

eq A
R g

eq A

,





  (16) 

gdje su ekvivalentne klasične i gradijentne deformacije jednake 
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dev dev

eq

2
.

3
ij ij    (17) 

U gornjoj jednadžbi 
dev

ij  se odnosi na tenzor devijatorskih deformacija  

   dev 1
.

3
ij ij kk ij       (18) 

  

 

 
 (10pt) 

Slika 2. Membrana s prikazanim klasičnim i gradijentnim rubnim uvjetima 

 

Numerički izračuni provedeni su korištenjem aproksimacijskih funkcija prvog (IMLS1) i drugog 

(IMLS2) stupnja. Pritom su korištene veličine aproksimacijskih domena jednake s s/ 1.4r h   za 

prvi, odnosno s s/ 2.3r h   za drugi stupanj aproksimacije. Pritom je s sh  ovdje označena 

međusobna udaljenost između čvorova. Na slici 3. prikazan je dijagram utjecaja promjene 

mikrostrukturnog parametra l  na iznos omjera deformacija R  u točki A u logaritamskom 

mjerilu.   
 

 
(10pt) 

Slika 3. Dijagram međusobne ovisnosti omjera deformacije i mikrostrukturnog parametra  
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Analizom rezultata vrlo jasno je vidljivo da upotreba različitih pristupa, odnosno različitih rubnih 

uvjeta pri rješavanju gradijentne (ne-lokalne) jednadžbe utječe na odziv same konstrukcije. 

Također, vidljivo je da s povećanjem parametra l  kod oba pristupa raste i vrijednost omjera 

deformacija R . Može se konstatirati da uvođenje članova višeg reda u konstitutivnu jednadžbu 

gradijentne elastičnosti zaglađuje polja deformacija te smanjuje maksimalnu vrijednost 

deformacija, što za posljedicu ima povećanje R . Prikazani rezultati kvalitativno su bliski onima 

koji su dostupni u literaturi (4).   

 

4 Zaključak 
(10pt) 

Rješavanjem problema gradijentne elastičnosti primjenom tzv. stupnjevanih postupaka, postiže 

se smanjenje reda potrebnih derivacija kako u samim diferencijalnim jednadžbama, tako i u 

pripadnim rubnim uvjetima. U korištenim mješovitim bezmrežnim formulacijama, za rješavanje 

diferencijalnih jednadžbi drugog reda, funkcije moraju posjedovati samo C0 kontinuitet čime se 

direktno povećava numerička točnost te smanjuju računalni troškovi. Za sklapanje čvornih 

matrica krutosti kod obje sastavne jednadžbe problema i kod oba pristupa razdvajanja potrebno 

je izračunavati samo prve derivacije funkcija oblika. Analizom dobivenih rezultata na 

numeričkom primjeru membrane može se zaključiti da se s oba pristupa razdvajanja može 

adekvatno opisati pojava utjecaja veličine uzorka na deformiranje same konstrukcije. S obzirom 

da su rezultati kvalitativno usporedivi s dostupnima u literaturi, može se konstatirati da se 

primjenom mješovitih kolokacijskih metoda može postići točan odziv konstrukcije. U daljnjim 

radovima metoda će biti primijenjena za modeliranje deformiranja heterogenih materijala. 

(10pt) 
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Osvrt na metode podjele energije loma u pokusima 

delaminacije s grednim uzorcima 
 

Kačmarčik, J.1, Konjatić, P.2, Karač, A.3 i Ivanković A.4 
  

  
Sažetak 

Pokusi delaminacije s grednim uzorcima se često koriste kod ispitivanja različitih suvremenih 

materijala sa slojevitom strukturom, i kod različitih vrsta ovih pokusa javljaju se i različiti načini 

loma (otvaranja pukotine). Kod pokusa s mješovitim načinom loma značajno je s aspekta dizajna 

napraviti podjelu energije loma na udjele od različitih načina loma, tj. odrediti mješovitost načina 

loma. Problematika podjele energije loma u pokusima delaminacije s grednim uzorcima je 

predmet velikog broja istraživanja u posljednjih tridesetak godina i kao rezultat toga predložena 

su različita rješenja zasnovana na analitičkim i numeričkim metodama. Rezultati dobiveni 

primjenom ovih rješenja pokazuju dobro slaganje kod primjene na pokuse sa simetričnom 

geometrijom uzoraka, međutim, kod primjene na pokuse s asimetričnom geometrijom uzorka 

pokazuju značajno neslaganje. U ovom radu je dat osvrt na odabrana analitička i numerička 

rješenja koja se mogu primijeniti za podjelu energije loma. Razmatrane su dvije pionirske, 

suprotstavljene teorije, prema Williamsu i prema Hutchinsonu i Suou, te nedavno predložena, 

poluanalitička, SACA metoda, koja je s novim pristupom problemu objedinila ove dvije teorije. 

Rezultati primjene spomenutih metoda su na primjeru pokusa delaminacije s dvostrukim grednim 

uzorkom, kome je jedan krak opterećen momentom savijanja, uspoređene s rezultatima odabranih 

numeričkih istraživanja zasnovanih na primjeni modela kohezivne zone. 

 

 
Ključne riječi: podjela energije loma, pokusi delaminacije, gredni uzorci, model kohezivne zone 
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1 Uvod  
 

Za razvoj i ispitivanje suvremenih materijala sa slojevitom strukturom (npr. slojeviti kompoziti 

ili različiti lijepljeni spojevi) važnu ulogu imaju različiti pokusi delaminacije, gdje se često 

primjenjuju pokusi s uzorcima u obliku greda koje se delaminacijom razdvajaju na dva kraka. U 

tim se pokusima lomna žilavost mjeri kritičnom brzinom oslobađanja energije deformiranja (engl. 

strain energy release rate), koje se radi jednostavnosti često naziva i energija loma. Prilikom 

delaminacije, posmatra se slučaj kada je pukotina ograničena na rast duž ravnine spoja između 

slojeva, koje predstavlja slabo mjesto u materijalu, i uslijed nemogućnosti promjene pravca rasta 

pukotine može doći do pojave mješovitog načina loma (engl. mixed-mode fracture). Na ovaj 

način, mogu se dobiti različiti omjeri udjela različitih načina loma u ukupnoj energiji loma - 

mješovitost načina loma (engl. fracture mode-mixity), u  punom opsegu, od čistog načina I do 

čistog načina II loma (kod razmatranja ravninskih problema).  

S aspekta dizajna za određeni materijal potrebno je poznavati krivulju loma (engl. failure 

locus), tj. funkcionalni oblik promjene kritične energije loma s promjenom mješovitosti načina 

loma,  od čistog načina I do čistog načina II loma. Kako bi se eksperimentalno određena kritična 

energija loma povezala s određenom mješovitosti načina loma neophodno je napraviti podjelu 

energije loma na udjele od različitih načina loma. U tu se svrhu mogu primijeniti različite 

analitičke i numeričke metode, od kojih svaka nosi određenu nesigurnost i, što je veći problem, 

u određenim slučajevima mogu dati i značajno različite rezultate, zbog čega ova problematika 

izaziva veliko interesiranje u  znanstvenoj zajednici u posljednjih 30-tak godina. 

 

2 Pionirske teorije prema Williamsu (globalno rješenje) i Hutchinsonu i 

Suou (lokalno rješenje) 
 

U radu će se razmatrati dvije pionirske suprotstavljene teorije podjele energije, rješenja prema 

Wiliamsu (1) i prema Hutchinsonu i Suu (2), okarakterizirana kao globalno i lokalno rješenje u 

kasnijim znanstvenim diskusijama. Primjenom ove dvije teorije kod pokusa sa simetričnim 

grednim uzorcima (uzorci s jednakim debljinama krakova) dobiju se suglasni rezultati, međutim, 

kod pokusa s asimetričnim grednim uzorcima, one pokazuju znatno neslaganje rezultata, što je 

izazvalo veliko interesiranje u znanstvenoj zajednici, polemiku i daljnja istraživanja. Ovdje se 

neće detaljnije razmatrati, ali potrebno je spomenuti pokušaj (3) u kome je su predložena dva 

granična rješenja primjenom Timoshenkove i klasične – Eulerove teorije greda. 

Williams je razmatrao homogenu izotropnu gredu s pukotinom (delaminacijom) na 

određenom rastojanju od gornje ili donje površine, tj. gredu koja se razdvaja na dva kraka (vidjeti 

sliku 2.). Do energije loma je došao primjenom klasične teorije greda. U osnovnom razmatranju 

uzeto je opterećenje momentom savijanja, ali prikazana je i mogućnost superpozicije poprečnih i 

uzdužnih sila. Podjela energije loma u Williamsovoj teoriji napravljena je usvajanjem sljedećih 

(globalnih) pretpostavki o ponašanju i opterećenju prilikom načina I i načina II loma: čisti način 

II loma dobije se ako nema normalnog razdvajanja između dva kraka, tj. ako su im elastične linije 

podudarne;  čisti način I loma dobije se ako su momenti koji djeluju na dva kraka jednaki i 

suprotnih smjerova. Prema ovim pretpostavkama su dobiveni izrazi za dijelove energije vezane 

za načina i način II loma, prema kojim mješovitost načina loma ovisi samo o geometriji i 

opterećenju.  
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Hutchinson i Suo su  primijenili polu-analitički pristup, gdje su analitičkim putem, 

primjenom J-integrala, došli do energije loma, a podjelu energije su bazirali na faktorima 

intenziteta naprezanja za vršak pukotine (lokalni pristup) do kojih su došli numerički rješavajući 

integralne jednadžbe stanja naprezanja oko vrška pukotine. I prema ovom rješenju se dobije da 

mješovitost načina loma ovisi samo o geometriji i opterećenju. 

     

3 Nova SACA metoda podjele energije 
 

Posljednja istraživanja (4-8), temeljena na numeričkim simulacijama loma primjenom modela 

kohezivne zone (9-12), su dovela do razvoja nove polu-analitičke, SACA metode (engl. 

Semi-Analytical Cohesive Analysis) (13). Ova istraživanja su pokazala netočnost postojećih 

teorija za podjelu energije za pokuse delaminacije s asimetričnim grednim uzorcima i potrebu 

drugačijeg pristupa razmatranju ovog problema. Kao glavni nedostatak postojećih teorija je 

označeno to što one ne uzimaju u obzir svojstva materijala uzorka i spoja između slojeva. 

Opisivanjem spoja između slojeva kohezivnim modelom i razmatranjem numeričke duljine zone 

procesa loma, FPZ (engl. fracture process zone),  uočena je jedinstvena ovisnost  mješovitosti 

načina loma o duljini FPZ. Ova zona obuhvata kohezivne elemente koji su prešli prag iniciranja 

oštećenja (međuslojna čvrstoća) i nalaze se u procesu loma i stanju degradacije mehaničkih 

osobina materijala. Ipak, u SACA metodi nisu u potpunosti odbačena pionirska rješenja, jer su 

rezultati numeričkih istraživanja pokazala kako bi Williamsovo globalno i lokalno rješenje 

Hutchinsona i Sua mogli predstavljati donju i gornju granicu (ekstrem) mješovitosti načina loma, 

pri čemu se s povećanjem duljine FPZ numerički rezultati približavaju Williamsovom rješenju, a 

sa smanjivanjem Hutchinsonovom i Suovom, i obrnuto za smanjenje duljine FPZ. Shodno tome 

u SACA metodi (13) predložena je nova veličina, normalizirana mješovitost načina loma 

definirana izrazom: 

 

 𝑓 = [(
𝐺𝐼𝐼

𝐺
) − (

𝐺𝐼𝐼

𝐺
)
𝑊
] / [(
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𝐺
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𝐺
)
𝑊
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gdje su (
𝐺𝐼𝐼

𝐺
)
𝑊

 i (
𝐺𝐼𝐼

𝐺
)
𝐻𝑆

 udjeli energije vezane za način II loma u ukupnoj energiji loma dobivene 

primjenom Williamsovog i rješenja Hutchinsona i Suoa, slijedom. 

Pored ove normalizirane veličine, u SACA metodi se koristi i normalizirana duljina FPZ, 

lnd = lFPZ/ac koja se računa na temelju duljine FPZ, lFPZ i najmanje karakteristične dimenzije 

(debljine krakova uzorka), ac =min[h1, h2]. 

 Na slici 1. su prikazani rezultati ovisnosti normalizirane mješovitost načina loma o 

normaliziranoj duljini FPZ za različite pokuse delaminacije s različitim svojstvima kohezivne 

zone. Radi ograničenja prostora ovdje se neće davati detalji o ovim istraživanjima, čijom 

analizom je uočena  jedinstvena ovisnosti normalizirane mješovitosti načina loma i normalizirane 

duljine FPZ, te se eksponencijalnom  regresijom dobio izraz: 

 

 𝑓 = {
1                                                            , za 𝑙nd ≤ 0,3

0,9682𝑒−0,24𝑙nd + 0,0983𝑒−0,24𝑙nd , za 𝑙nd > 0,3
 (2)
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Slika 1. Normalizirana mješovitost načina loma u ovisnosti o normaliziranoj duljini FPZ za 

različite pokuse delaminacije (različite boje točaka na grafikonu) s različitim svojstvima 

kohezivne zone (kritična energija loma i međuslojna čvrstoća) (13). 

 

Za procjenu duljine FPZ u SACA metodi se koriste analitički izrazi prema (14) uz 

određene prilagodbe (pogledati (13) za više detalja). Kako je u ovim izrazima za izračunavanje 

FPZ potrebno poznavati i mješovitost načina loma, tj. kritične energije vezane za način I i način 

II loma, SACA proračun je zasnovan na numeričkoj, iterativnoj proceduri, u kojoj se u prvom 

koraku pretpostavlja mješovitost loma, a u daljnjim se prilagođava, do ostvarivanja tražene 

točnosti. Ova procedura je putem makroa ubačena u Excel dokument, koji je dostupan za 

slobodnu uporabu (15). 

 

3 Usporedba različitih rješenja s numeričkim rezultatima 
 

U radu (8) su napravljena opsežna numerička istraživanja pokusa delaminacije primjenom 

modela kohezivne zone. Ovdje će se prikazati rezultati istraživanja za konfiguraciju pokusa 

prikazanu na slici 2, DCB uzorak (engl. double cantilever beam), kome je jedan krak opterećen 

momentom savijanja.  

 

 
 

Slika 2. Konfiguracija pokusa delaminacije (8). 

 

U istraživanju su mijenjane različite geometrije uzorka (odnosi debljina krakova r = h1/h2),  

i svojstva kohezivne zone. Korištene su tri kombinacije (vidjeti sliku 3.) međuslojne čvrstoće i 

kritične energije loma, s kojim su ostvarene i različite duljine FPZ (dvije ekstremne i srednja 
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duljina). U istraživanju je korišten komercijalni MKE softver ABAQUS (10) i model kohezivne 

zone s početnim linearno elastičnim ponašanjem definiranim s proizvoljno velikom krutošću 

K = 1015 Pa, i linearnim razvojem oštećenja. Za oba pravca naprezanja i razdvajanja, normalni i 

tangencijalni (način I i način II loma), su, radi pojednostavljenja, korištene iste vrijednosti 

značajki kohezivnog zakona. U istraživanju su mijenjane i različite vrijednosti modula 

elastičnosti osnovnog materijala, a ovdje su prikazani rezultati za E = 50 GPa.  

 

 
 

Slika 3. Usporedba različitih rješenja (Williams, Hutchinson i Suo, SACA) 

s rezultatima numeričkih simulacija (8). 

 

Na slici 3. je prikazana usporedba mješovitosti načina loma, izražene udjelom energije 

vezana za način I loma u ukupnoj energiji loma (GI/G) dobivene prethodno opisanim numeričkim 

istraživanjima i primjenom rješenja prema Williamsu, Hutchinson i Suo, te SACA metodom. Kao 

što je već navedeno, primjenom pionirskih rješenja se dobiju krivulje mješovitosti načina loma 

koja ne ovise o kohezivnim svojstvima. Numerički rezultati potvrđuju pretpostavku o tome kako 

te krivulje mogu predstavljati granice (ekstreme) mješovitosti načina loma. Numerički rezultati 

se slažu s rezultatima dobivenim SACA metodom, uz određenja odstupanja, zavisno od 

konfiguracije. Pretpostavlja se da su nešto veća odstupanja za određene konfiguracije uslijed 

odstupanja duljina FPZ dobivenih analitičkim izrazima koji se koriste u SACA metodi i duljina 

FPZ ostvarenih u numeričkim simulacijama. Ova opažanja potvrđuju i preostali numerički 

rezultati iz (8), kao i iz radova (4-7). 

 

4 Zaključak 
 

Rezultati numeričkih istraživanja pokusa delaminacije s asimetričnim grednim uzorcima, 

primjenom modela kohezivne zone, su ukazali na glavni nedostatak pionirskih, suprotstavljenih 

rješenja podjele energije prema Williamsu i prema Hutchinsonu i Suou: neovisnost mješovitosti 

načina loma o svojstvima materijala uzorka. Ipak, ova rješenja nisu u potpunosti odbačena, nego 

je ukazano kako bi ona mogla predstavljati granice (extreme) mješovitosti načina loma. Temeljem 

ovih rezultata, novim i inovativnim pristupom problemu, u SACA metodi su objedinjene ove 

dvije pionirske teorije, gdje je utjecaj svojstava osnovnog materijala uzorka i spoja između 
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slojeva (kohezivne zone) opisan samo jednim čimbenikom, duljinom FPZ. Čini se kako bi ovo 

mogao biti put za rješenje dugogodišnjeg problema podjele energije loma u pokusima 

delaminacije s asimetričnim uzorcima. Ipak, SACA metoda je zasnovana na numeričkim 

rezultatima dobivenim primjenom modela kohezivne zone, te njena točnost ovisi o samoj točnosti 

numeričkog modela. Shodno tome, mogućna su daljnja istraživanja na poboljšanju SACA metode 

paralelno s istraživanjima modela kohezivne zone za opisivanje procesa delaminacije. Također, 

poboljšanje SACA metode je moguće ostvariti poboljšavanjem točnosti izraza za procjenu duljine 

FPZ. 
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Usporedba modela materijala u opisu 

ravninske anizotropije lima Al5754-H22 
  

Kovačić, M.1, Cvitanić, V.2 i Krstulović-Opara, L.3   
  

  
Sažetak 

U ovom radu, na temelju rezultata pokusa jednoosnog rastezanja uzoraka lima različitih 

orijentacija u odnosu na pravac valjanja određene su plastične karakteristike lima aluminijske 

legure Al5754-H22. Za ispitivane uzorke određene su vrijednosti naprezanja tečenja koje 

odgovaraju početnoj plastičnoj deformaciji i konstantne vrijednosti Lankfordova parametra za 

određeni interval uzdužne deformacije. U predviđanju ravninske plastične anizotropije 

razmatranog materijala analizirani su modeli koji se temelje na ortotropnoj Karafillis-Boyce 

funkciji naprezanja ili ortotropnoj Yld2000-2d funkciji naprezanja i pretpostavci o pridruženom 

odnosno nepridruženom pravilu tečenja. Prikazana je usporedba predviđanja orijentacijskih 

ovisnosti omjera naprezanja tečenja i Lankfordova parametra dobivenih navedenim modelima.  

 

 
Ključne riječi: ravninska plastična anizotropija, pridruženo/nepridruženo pravilo tečenja, 

Karafillis-Boyce funkcija naprezanja, Yld2000-2d funkcija naprezanja  
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1 Uvod  
 

Važnost opisa plastične anizotropije kod predviđanja postupaka oblikovanja metalnih limova 

prepoznata je kroz dugi niz godina. U literaturi postoji mnogo fenomenoloških elasto-plastičnih 

modela koji se temelje na anizotropnim funkcijama tečenja kojima se može opisati ravninska 

plastična anizotropija odnosno orijentacijska ovisnost plastičnih karakteristika metalnih limova. 

Ako se koristi pretpostavka o pridruženom pravilu tečenja funkcija tečenja ista je kao plastični 

potencijal odnosno funkcija koja opisuje plastični tok, dok su prema pretpostavci o 

nepridruženom pravilu tečenja to dvije različite funkcije. Anizotropni parametri funkcije 

tečenja/plastičnog potencijala koji se koriste za opis anizotropnog plastičnog ponašanja limova 

određuju se na temelju vrijednosti naprezanja tečenja i/ili Lankfordova parametra koji se dobiju 

u pokusima jednoosnog rastezanja uzoraka lima različitih orijentacija u odnosu na pravac 

valjanja. Lankfordov parametar 𝑟 predstavlja mjeru plastičnog toka a definira se kao omjer 

prirasta plastične deformacije na pravcu širine i na pravcu debljine uzorka u pokusu rastezanja. 

U 2. poglavlju ovog rada prikazani su rezultati pokusa rastezanja uzoraka lima različitih 

orijentacija u odnosu na pravac valjanja, aluminijske legure Al5754-H22. Za ispitivane uzorke 

određeni su omjeri naprezanja tečenja i konstantne vrijednosti Lankfordova parametra. U svrhu 

opisa orijentacijske ovisnosti omjera naprezanja tečenja i Lankfordova parametra razmatraju se 

dvije ortotropne funkcije naprezanja, Karafillis-Boyce funkcija (1) i složenija Yld2000-2d 

funkcija (2), uz pretpostavku o pridruženom odnosno nepridruženom pravilu tečenja. Korištene 

ortotropne funkcije naprezanja opisane su u poglavlju 3. U poglavlju 4 prikazana je usporedba 

predviđanja orijentacijskih ovisnosti naprezanja tečenja i Lankfordova parametra dobivenih 

navedenim modelima te su na samom kraju izneseni zaključci. 

 

 

2 Pokusi jednoosnog rastezanja uzoraka lima Al5754-H22 
   

Pokusi jednoosnog rastezanja provedeni su na uzorcima lima aluminijske legure Al5754-H22 

orijentacija 0°, 15°,  30°, 45°, 60°, 75° i 90° u odnosu na pravac valjanja. Za svaku navedenu 

orijentaciju pokusi su provedeni za 3 uzorka, odnosno ukupno je ispitan 21 uzorak. Geometrija 

uzoraka debljine 1,0 mm, s mjernim dijelom duljine 50 mm i širine 12,5 mm,  odabrana je u 

skladu s ISO10113:2006 standardom. Pokusi rastezanja izvršeni su na INSTRON 8801 kidalici 

pri čemu je produljenje odnosno suženje mjernog dijela uzorka mjereno istovremeno s dva 

ekstenzometra (uzdužni ekstenzometar EPSILON 3542 i poprečni ekstenzometar EPSILON 

3575AVG-ST). Uzorci su razvlačeni brzinom 0,02 mm/s. Na temelju rezultata mjerenja i 

usvojenih konstanti elastičnosti za sve uzorke (Youngov modul elastičnosti E=69 GPa i 

Poissonov koeficijent 𝜈=0.33) dobiveni su dijagrami prikazani na slikama 1.a) i 1.b). Na slici 1.a) 

prikazana je ovisnost stvarnog naprezanja o stvarnoj uzdužnoj plastičnoj deformaciji, dok je na 

slici 1.b) prikazana ovisnost stvarne poprečne plastične deformacije i stvarne uzdužne plastične 

deformacije za jednu seriju uzoraka ispitivanih orijentacija. Aproksimacija ovisnosti naprezanje-

deformacija prikazana na slici 1.a) provedena je korištenjem kombiniranog Swift-Voce zakona 

očvršćivanja 
 

 𝜎  = 𝑐′(𝑘(𝜀0̅
𝑝
+ 𝜀11

𝑝 )
𝑛
) + (1 − 𝑐′)(𝑅 + 𝑄(1 − 𝑒−𝑏𝜀11

𝑝

)) (1) 
 

gdje su 𝜀0̅
𝑝
, 𝑅, 𝑄, 𝑛, 𝑏 i k parametri očvršćivanja, c' težinski faktor udjela funkcija, 𝜎  stvarno 

naprezanje a 𝜀11
𝑝

 stvarna uzdužna plastična deformacija. Ovisnost stvarna poprečna-stvarna 
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uzdužna plastična deformacija prikazana na slici 1.b) aproksimirana je linearnom funkcijom 

prema 𝜀22
𝑝

 
= 𝑎𝜀11

𝑝
 , gdje je 𝜀22

𝑝
 stvarna poprečna plastična deformacija a parametar 𝑎 predstavlja 

nagib pravca aproksimacije koji prolazi kroz ishodište. Ako se Lankfordov parametar 𝑟 razmatra 

kao nepromjenjiva veličina na određenom intervalu deformacije, uz korištenje uvjeta plastične 

inkompresibilnosti (𝑑𝜀11
𝑝
+ 𝑑𝜀22

𝑝
+ 𝑑𝜀33

𝑝
= 0) slijedi da se može izračunati na temelju nagiba 

pravca usvojene aproksimacije  
 

 𝑟 =
𝑑𝜀22

𝑝

𝑑𝜀33
𝑝 =

𝑑𝜀22
𝑝

−(𝑑𝜀11
𝑝
+ 𝑑𝜀22

𝑝
)
=

−𝑎

1 + 𝑎
 (2) 

 

U izrazu (2)  𝑑𝜀11
𝑝

, 𝑑𝜀22
𝑝

 i 𝑑𝜀33
𝑝

  predstavljaju inkremente stvarne plastične deformacije na pravcu 

duljine, širine odnosno debljine uzorka.  Nakon provedenih jednoosnih pokusa rastezanja 

određene su konstantne vrijednosti Lankfordova parametra prema izrazu (2) za sve ispitivane 

uzorke. Koristeći kombinirani Swift-Voce zakon očvršćivanja  prema izrazu (1), izračunate su 

vrijednosti naprezanja tečenja za vrijednost stvarne uzdužne plastične deformacije 𝜀11
𝑝
= 0.001 

za sve uzorke. Usporedbom vrijednosti Lankfordova parametra za 3 uzorka pojedine orijentacije, 

odbačeni su uzorci s ekstremnom vrijednosti ovog parametra. Konačno, za Lankfordov parametar 

pojedine orijentacije usvojena je srednja vrijednost Lankfordova parametra preostalih dvaju 

uzoraka. Slično, kao vrijednost naprezanja tečenja pojedine orijentacije usvojena je srednja 

vrijednost naprezanja tečenja preostalih uzoraka. Usvojene reprezentativne vrijednosti početnog 

naprezanja tečenja i konstantnog Lankfordova parametra za sve ispitivane orijentacije prikazane 

su u tablici 1. Na temelju prikazanih rezultata može se zaključiti da se vrijednosti naprezanja 

tečenja za različite orijentacije malo razlikuju dok Lankfordov parametar pokazuje izraženu 

orijentacijsku ovisnost.  

 

a) b) 

 

Slika 1. a) Naprezanje-deformacija; b) Uzdužna-poprečna deformacija. Legura Al5754-H22. 
 

Tablica 1. Vrijednosti naprezanja tečenja i Lankfordova parametra. Legura Al5754-H22. 
 

 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 

𝜎𝑦 [MPa] 157.69 158.85 153.42 154.03 147.39 151.28 151.80 

𝑟  0.625 0.645 1.009 1.368 1.251 0.981 0.980 
 

 

3 Analizirane funkcije naprezanja 
3.1 Karafillis-Boyce funkcija naprezanja 

 

Ortotropna Karafillis-Boyce funkcija naprezanja (1) je linearna kombinacija dviju konveksnih 

nekvadratičnih funkcija naprezanja  
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𝑓𝑦 = [
(1 − 𝑐)

2
(|𝑠̃1 − 𝑠̃2|

𝑚 + |𝑠̃2 − 𝑠̃3|
𝑚 + |𝑠̃3 − 𝑠̃1|

𝑚) + 𝑐 
3𝑚

2(2𝑚−1 + 1)
(|𝑠̃1|

𝑚 + |𝑠̃2| 
𝑚 + |𝑠̃3|

𝑚) ]

1/𝑚

 (3) 

 

gdje su 𝑠̃1, 𝑠̃2 i 𝑠̃3 glavna naprezanja ekvivalentnog tenzora naprezanja, 𝑐 je faktor udjela funkcija 

a 𝑚 eksponent koji se može dovesti u vezu s kristalografskom strukturom materijala. Vrijednosti 

eksponenta 𝑚=6 odnosno 𝑚=8 prikladni su za materijale s prostorno odnosno plošno centriranom 

kubnom rešetkom. Za ravninsko stanje naprezanja, komponente ekvivalentnog tenzora 

naprezanja definiraju se kao 
 

 

gdje je  𝛽1 = (𝛼2 − 𝛼1 − 1)/2,  𝛽1 = (𝛼1 − 𝛼2 − 1)/ i 𝛽3 = (1 − 𝛼1 − 𝛼2)/2. Glavna naprezanja 

ekvivalentnog tenzora naprezanja 𝐬̃ jednaka su 
 

      𝑠̃1,2 = (𝑠̃𝑥𝑥 + 𝑠̃𝑦𝑦)/2 ± √((𝑠̃𝑥𝑥 + 𝑠̃𝑦𝑦)/2)
2
+ (𝑠̃𝑥𝑦)

2
 ;         𝑠̃3 = 𝑠̃𝑧𝑧  (5) 

 

U gornjim izrazima četiri parametra  𝛼1, 𝛼2, 𝛾3 i 𝐶 opisuju anizotropno ponašanje materijala. Za 

izotropan materijal, parametri iznose 𝐶 = 2/3,  𝛼1 =  𝛼2 = 1 te 𝛾3 = 3/2. Uz pretpostavku o 

nepridruženom pravilu tečenja, parametri funkcije tečenja mogu se odrediti na temelju vrijednosti 

naprezanja tečenja za uzorke orijentacije 0°, 45° i 90° te vrijednosti ujednačenog dvoosnog 

naprezanja tečenja 𝜎𝑏 (𝜎0, 𝜎45, 𝜎90, 𝜎𝑏), a parametri funkcije plastičnog potencijala mogu se 

odrediti na temelju vrijednosti Lankfordova parametra za orijentacije 0°, 45° i 90°  i vrijednosti 

naprezanja tečenja za pravac valjanja (𝜎0, 𝑟0, 𝑟45, 𝑟90). U ovom radu pretpostavljena je vrijednost 

𝜎𝑏 = (𝜎0 + 𝜎90)/2. Ako se koristi pridruženo pravilo tečenja, parametri funkcije 

tečenja/plastičnog potencijala mogu biti određeni na temelju vrijednosti 𝜎0, 𝜎45, 𝜎90 i 𝜎𝑏 ili na 

temelju vrijednosti 𝜎0, 𝑟0, 𝑟45 𝑖 𝑟90. Kalibracija parametara svodi se na rješavanje sustava 

nelinearnih jednadžbi nekim od iterativnih postupaka. U ovom radu korišten je Newton-

Raphsonov iterativni postupak. 
 

3.2 Yld2000-2d funkcija naprezanja 

 

Nekvadratična Yld2000-2d funkcija naprezanja (2) temelji se na dvije konveksne funkcije 𝜑′ i 

𝜑′′ koje su funkcije komponenti linearno transformiranih tenzora naprezanja. Za ravninsko stanje 

naprezanja funkcija Yld2000-2d glasi 
  

 𝑓𝑦 = [0.5 ∗ ((𝑋1
′ − 𝑋2

′ )
𝑚
+ (2𝑋2

′′ + 𝑋1
′′)𝑚 + (2𝑋1

′′ + 𝑋2
′′)𝑚)]

1/𝑚
  (6) 

 

gdje su 𝑋1,2
′   i 𝑋1,2

′′  glavna naprezanja linearno transformiranih tenzora naprezanja  𝐬̃ 
′ = 𝐋′. 𝛔  

odnosno 𝐬̃ 
′′ = 𝐋′′. 𝛔  gdje za  𝐋 

′ i 𝐋 
′′ vrijedi 

 

 

[
 
 
 
 
 
𝐿11
′

𝐿12
′

𝐿21
′

𝐿22
′

𝐿66
′ ]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
2/3    0     0
−1/3 0     0 
0    −1/3 0
0       2/3  0

0           0   1 ]
 
 
 
 

[

 α1
 α2
 α7
] ;    

[
 
 
 
 
 
𝐿11
′′

𝐿12
′′

𝐿21
′′

𝐿22
′′

𝐿66
′′ ]
 
 
 
 
 

=
1

9

[
 
 
 
 
−2   2   8 −2    0
1 −4 −4    4    0
4
−2
0

−4
 8
 0

−4
  2
 0

1
−2
0

   
0
0
9]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

 

 α3
 α4
 α5
 α6
 α8]
 
 
 
 

 (7) 

  

{
 

 
𝑠̃𝑥𝑥
𝑠̃𝑦𝑦
𝑠̃𝑧𝑧
𝑠̃𝑥𝑦}

 

 
= 𝐶 [

1 𝛽1 𝛽3 0

𝛽1
𝛽2
0

 𝛼1 𝛽3 0
𝛽3 𝛼2 0
0 0 𝛾3

] {

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
0
𝜎𝑥𝑦

}  (4) 
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Glavna naprezanja 𝑋1,2
′   i 𝑋1,2

′′  računaju se prema 
 

𝑋1,2
′ = (𝑠̃𝑥𝑥 

′ + 𝑠̃𝑦𝑦 
′ )/2 ± √((𝑠̃𝑥𝑥 

′ − 𝑠̃𝑦𝑦 
′ )/2)

2
+ 𝑠̃𝑥𝑦 

′ 2
 ;  𝑋1,2

′′ = (𝑠̃𝑥𝑥 
′′ + 𝑠̃𝑦𝑦 

′′ )/2 ± √((𝑠̃𝑥𝑥 
′′ − 𝑠̃𝑦𝑦 

′′ )/2)
2
+ 𝑠̃𝑥𝑦 

′′ 2
 (8) 

 

U gornjim izrazima osam parametra 𝛼1, 𝛼2,  𝛼3, 𝛼4,  𝛼5, 𝛼6,  𝛼7 i 𝛼8 opisuju anizotropno ponašanje 

materijala. Ako se koristi pretpostavka  o pridruženom pravilu tečenja, anizotropni parametri 

Yld2000-2d funkcije tečenja/plastičnog potencijala mogu se odrediti na temelju vrijednosti 

naprezanja tečenja i Lankfordova parametra za orijentacije 0°, 45° i 90° i za ujednačeno dvoosno 

stanje naprezanja 𝜎𝑏 i 𝑟𝑏 (𝜎0, 𝜎45, 𝜎90, 𝜎𝑏 , 𝑟0, 𝑟45, 𝑟90, 𝑟𝑏). U ovom radu usvojene su vrijednosti 

𝑟𝑏 ≅ 𝑟0 te 𝜎𝑏 = (𝜎0 + 𝜎90)/2. Ako se pretpostavi  nepridruženo pravilo tečenja, parametri 

Yld2000-2d funkcije tečenja računaju se na temelju 8 eksperimentalnih  vrijednosti naprezanja 

tečenja (𝜎0, 𝜎15, 𝜎30, 𝜎45, 𝜎60, 𝜎75, 𝜎90, 𝜎𝑏), dok se parametri Yld2000-2d plastičnog potencijala 

računaju na temelju 8 eksperimentalnih vrijednosti Lankfordova parametra 

(𝑟0, 𝑟15, 𝑟30, 𝑟45, 𝑟60, 𝑟75, 𝑟90, 𝑟𝑏), odnosno u postupku kalibracije potrebno je poznavati 16 

eksperimentalnih podataka. Kalibracija parametara svodi se na rješavanje sustava nelinearnih 

jednadžbi nekim od iterativnih postupaka. U ovom radu za određivanje parametara korištena je 

fminsearch funkcija programskog paketa MATLAB.  
 

 

4 Predviđanje ravninske anizotropije lima Al5754-H22 
 

Parametri anizotropije različito kalibriranih analiziranih funkcija naprezanja za aluminijsku 

leguru Al5754-H22 prikazani su u tablici 2. U ovom radu, korištena vrijednost parametra m iznosi 

8. Predviđanja orijentacijske ovisnosti omjera naprezanja tečenja i Lankfordova parametra 

dobivena Karafillis-Boyce/Yld2000-2d funkcijom naprezanja uz pretpostavku o 

pridruženom/nepridruženom pravilu tečenja prikazana su na slici 2.a) i na slici 2.b). 

 Na slikama 2.a) i 2.b) može se uočiti da ako se koristi pridruženo pravilo, 4-parametarska 

Karafillis-Boyce funkcija kalibrirana na temelju naprezanja tečenja slabo predviđa orijentacijsku 

ovisnost Lankfordova parametra. Slično, Karafillis-Boyce funkcija kalibrirana na temelju 

Lankfordovih parametara slabo predviđa orijentacijsku ovisnost naprezanja tečenja. Očekivano, 

bolja predviđanja orijentacijske ovisnost obje veličine uz postavku o pridruženom pravilu 

dobivena su složenijom 8-parametarskom Yld2000-2d funkcijom kalibriranoj na temelju 

vrijednosti naprezanja i Lankfordovih parametara. Nadalje, može se uočiti da Karafillis-Boyce 

funkcija tečenja/plastični potencijal daje bolja predviđanja omjera naprezanja tečenja odnosno 

Lankfordovih parametara ako se koristi pretpostavka o nepridruženom pravilu tečenja kao što je 

pokazano i u radu (3). Predviđanja dobivena Karafillis-Boyce funkcijom tečenja/plastičnim 

potencijalom uz pretpostavku o nepridruženom pravilu gotovo se preklapaju s predviđanjima 

dobivenim Yld2000-2d funkcijom uz pretpostavku o pridruženom pravilu. Uz postavku o 

nepridruženom pravilu, Yld2000-2d funkcija kalibrirana na temelju 8 vrijednosti naprezanja 

koristi se kao funkcija tečenja, a Yld2000-2d funkcija kalibrirana na temelju 8 vrijednosti 

Lankfordovih parametara kao plastični potencijal. Može se uočiti da ovako kalibrirane funkcije 

ne prolaze kroz sve vrijednosti naprezanja/Lankfordovih parametara na temelju kojih su 

određene. Ovakva odstupanja uočena su i u drugim radovima (4), a uvjetovana su postavkama 

iterativnog postupka korištenog pri proračunu parametara. Konačno, na temelju prikazanih 

rezultata može se zaključiti da se najbolja predviđanja analiziranih orijentacijskih ovisnosti dobiju 

nepridruženim modelom koji koristi Yld2000-2d funkciju.  
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Tablica 2. Vrijednosti anizotropnih parametara. Legura Al5754-H22. 
 

Karafillis-Boyce 𝑪 𝜶𝟏 𝜶𝟐 𝜸𝟑 

σ0, σ45, σ90 0.667 1.039 1.019 1.538 
𝜎0 , 𝑟0, 𝑟45 , 𝑟90 0.665 0.930 1.003 1.605 
Yld2000-2d 𝜶𝟏 𝜶𝟐 𝜶𝟑 𝜶𝟒 𝜶𝟓 𝜶𝟔 𝜶𝟕 𝜶𝟖 

𝜎0, 𝜎45, 𝜎90, 𝜎𝑏 , 𝑟0, 𝑟45, 𝑟90, 𝑟𝑏 0.888 1.114 0.907 1.006 1.042 1.079 1.044 0.986 
𝜎0, 𝜎15, 𝜎30, 𝜎45, 𝜎60, 𝜎75, 𝜎90, 𝜎𝑏 2.086 -1.063 -0.719 0.665 0.850 1.242 0.849 1.480 
𝑟0, 𝑟15, 𝑟30, 𝑟45, 𝑟60, 𝑟75, 𝑟90, 𝑟𝑏 -0.069 1.473 0.010 0.910 0.876 0.235 1.012 1.654 

 

 
 

Slika 2. Predviđanja orijentacijske ovisnosti a) omjera naprezanja tečenja; b) Lankfordova 

parametra. Legura Al5754-H22.  
 
 

5 Zaključak 
 

U ovom radu, na temelju rezultata pokusa rastezanja uzoraka različitih orijentacija u odnosu na 

pravac valjanja određene su plastične karakteristike za lim aluminijske legure Al5754-H22. 

Prikazana je usporedba predviđanja orijentacijske ovisnosti početnog naprezanja tečenja i 

konstantnog Lankfordova parametra koja se dobiju korištenjem 4 parametarske ortotropne 

Karafillis-Boyce funkcije naprezanja ili 8 parametarske ortotropne Yld2000-2d funkcije 

naprezanja, uz pretpostavku o pridruženom odnosno nepridruženom pravilu tečenja. Najbolje 

predviđanje eksperimentalnih orijentacijskih ovisnosti navedenih veličina dobiveno je modelom 

koji koristi složeniju Yld2000-2d funkciju naprezanja uz pretpostavku o nepridruženom pravilu 

tečenja. 
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Poziv na primjenu smartphone-a i tablet računala 

u inženjerstvu 
 

Kožar, I.1 
 

 
Sažetak 

Cilj je ovog rada poziv na korištenje smartphone-a u nastavi na tehničkim fakultetima i postavlja 

više pitanja nego što daje odgovora. U prvom redu je to pitanje opstanka fakulteta u obliku kakvi 

su danas. Velika sveučilišta engleskog govornog područja, kao Cambridge University, Oxford 

University, University College London, Yale Univeristy, MIT, Harvard, Trinity College Dublin 

i mnoga dr. već su dugo prisutna na Internetu s javno dostupnim snimkama predavanja i drugim 

nastavnim materijalima. Neka od njih su osnovala ili potaknula osnivanje nezavisnih MOOCs 

odjela ili poduzeća koja nude usluge školovanja i polaganja ispita preko Interneta, uz naknadu 

koja je višestruko manja od redovne cijene studiranja na tom sveučilištu. 

 Pitanje koje si trebamo postaviti je: "zašto bi netko želio studirati kod nas?" Također, što 

bi trebao naučiti i kako ga podučavati a da od toga ima koristi i za 10 ili više godina, u ovom 

svijetu koji se vrlo brzo mijenja. 

 Rješenje koje se predlaže je upotreba smartphone-a u nastavi, odnosno, tableta kao 

njihove, za nastavu puno praktičnije varijante. Isto tako, podučavanje treba zamijeniti 

motivacijom za samostalno učenje. 

 Ukratko se navode osnovni razlozi u prilog korištenja smartphone-a i ukratko se prikazuju 

neke od mogućnosti koje nude kao pomagalo u nastavi na tehničkim fakultetima; potpuniji prikaz 

mogućnosti smartphone-a i prikladnih aplikacija zahtjeva puno opširniji tekst. 

 

 
Ključne riječi: smartphone, inženjerstvo, edukacija, aplikacije 

  

                                                           
1 Prof. dr. sc. Ivica Kožar, dipl. ing. građ., Sveučilište u Rijeci, Građevinski fakultet, Zavod za 

računalno modeliranje, Radmile Matejčić 3, 51000 Rijeka, e-mail: ivica.kozar@gradri.uniri.hr 
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1 Uloga smartphone-a u budućnosti školovanja  
 

Tko su to inženjeri? Što karakterizira neku struku? Koja znanja danas prenositi ljudima koji će 

primjenjivati za 10 i više godina? Koja pomagala trebaju znati koristiti? 

 Nekada su to bili šiberi i kalkulatori, danas svi imamo smartphone uređaje. Izvjesno je da 

će smartphone uređaji kakve danas poznajemo doživjeti evoluciju (1, 2) u nešto što će postati dio 

našeg identiteta, nešto poput nadogradnje naše osobe u komunikacijskom smislu. Ta se 

nadogradnja treba proširiti i u edukacijskom smislu, tako da se povećaju naše profesionalne 

kompetencije. Dakle, ne zabrana smartphona na nastavi, nego uvođenje obaveze korištenja u 

nastavi (ali ne za telefoniranje, iz kojeg razloga ne želim koristiti riječ telefon, pa niti prijevod 

'pametni telefon').  

 Osnovna uloga smartphone je da nam omogući pristup Internetu kao izvoru informacija, 

a zatim i da nam, kroz aplikacije, olakša rad s podacima. Uzmimo za primjer upotrebu CAS 

programa (Computer Algebra System) koji omogućuju simboličke manipulacije matematičkih 

formula; svaki CAS program je bolji u deriviranju i integriranju složenih izraza od 90% 

diplomiranih studenata bilo kojeg tehničkog usmjerenja. U pravilu se CAS sistemi daju i 

programirati. To omogućnuje promjenu fokusa nastave sa savladavanje tehnike računanja na 

razumijevanje problema (3), na formuliranje jednadžbi koje opisuju problem umjesto na učenje 

metoda kako se te jednadžbe rješavaju; prelaz s rješavanja problema na modeliranje problema. 

 Treba spomenuti i učenje na daljinu, MOOCs (Massive Open On-line Courses) koji 

postaju sve popularaniji i među 'velikim' sveučilištima; pristup takvim sadržajima bilo kada i bilo 

gdje moguć je upravo preko smartphone-a (vrlo nenametljiv i pristupačan uvod u to područje 

pruža iTunesU aplikacija za iOS uređaje). 

 

 

2 Kratki pregled mogućnosti 
 

U ovom se tekstu koristi pojam smartphone ali se on ne odnosi samo na pametni telefon, tu se 

podrazumijeva i tablet računalo koje u biti samo ima veći ekran jer nas ne zanima mogućnost 

klasične govorne komunikacije telefonom. U tom smislu, tu se ubrajaju i napredni ručni 

kalkulatori tvrtki Texas Instruments i Hewlett Packard, a posebno, njihove software-ske 

emulacije, tj., aplikacije koje na smarphone-u u potpunosti emuliraju rad kalkulatora. 

  

   
 

Slika 1. Smartphone HP Elite X3 koji zamjenjuje osobno računalo, aplikacija koja emulira 

kalkulator TI-Nspire CAS i 'pametni' kalkulator HP Prime 

Smartphone = tablet = ra!unalo ?

HP Elite X3

S druge strane 

MS Surface Studio


